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On  sait  ce  que  fut  la  révolution  cartésienne  :  le  Nombre 
prenant  possession  de  la  Géométrie,  acceptant  Théritagt' 
des  Anciens,  mais  sous  bénéfice  d^inventaire  et  comme  pour 
soumettre  toutes  les  vérités  reçues  à  ses  vérificalions  ;  pous- 
sant ensuite  au  delà,  avec   nous^  tantôt  menant  et  infail- 
lible, tantôt  mené  et  n'oubliant  rien  derrière  soi^   nous 
abandonnant,  il  est  vrai,  le  choix  de  nos  problèmes,  se 
réservant,  lui,  pour  les  résoudre  :*  admirable  Géomètre 
qui,  portant  la  Géométrie  à  une  ifupossible  perfection,  la 
supprimait  du  même  coup  si,  capable  comme  il  Test  de 
répondre  à  toutes  nos  questions,  il  ne  devenait  muet  à  la 
(in,  se  refusant  à  nous  suppléer  davantage  et  nous  laissant 
l'interprétation  de  ses  oracles.  Ainsi  fait  le  Nombre.  Ce 
qu^il  sait  le  mieux,  c'est  encore  son  commencement.  Toutes 
les  obscurités  dont  il  nous  délivre,  de  prime  abord,  il  nous 
les  laisse  pour  la  fin,  accumulées  en  un  même  point  :  quel- 
quefois plus  transparentes,  s'il  s'agit  d'une  chose  simple, 
ou  déjà  connue,  ou  seulement    supposée  ^  plus   opaques 
d'autres  fois  et  d'une  densité  telle  que,  même  en  connais- 
sant d'avance  ce  que  l'on  cherche,  on  ne  le  retrouve  point. 
Le  Nombre  d'ailleurs,  non  plus  que  la  Géométrie,  ne  peut 
vivre  uniquement  en  soi.  Les  vérités,  où  il  a  pu  atteindre, 
il  a  besoin  de  les  répandre;  et,  pour  qu'elles  soient  accueil- 
lies comme  il  convient  à. leur  dignité,  il  doit  prendre  garde 
que  le  vêtement  qu'il  aura  à  leur  donner  ne  les  expose  à 
quelque  injure.  Or  Descartes  n'avait  point  pourvu  à  cela,  ne 
prétendant  nous  léguer  que  le  nécessaire.  Il  nous  restait 
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à  recevoir,  de  Bobillier  (*),  le  superflu  :  une  langue  faiie 
d'un  tîssu  admirable,  el  dont  Fampleur  convenait  merveil- 
leusement à  l'essor  que  venaient  de  prendre  nos  concep- 
lions  géométriques  ("***). 

Dans  quelques  pages,  où  Ton  ira  longtemps  chercher  le 
secret  de  cette  lumière  sobre  qui  fait  toute  l'élégance  de 
l'Analyse,  ce  très-riche  et  très-obscur  Géomètre  nous  mon- 
tra l'utilité  de  ses  nouvelles  coordonnées  :  et  que  le  calcul 
reçoit  de  cette  manière  surabondante  de  représenter  un 
point  mobile  par  ses  distances  à  un  nombre  quelconque  de 
droites  ou  de  plans  fixes,  une  facilité  d'évolution,  une 
clarté,  une  symétrie  que  l'on  ne  soupçonnait  pas — par- 
dessus tout,  un  ressort  invincible  qui,  retenant  unies  les 
choses  qui  doivent  l'être,  et  séparant  les  autres,  prévient, 
dès  l'origine,  ces  dispersions  infinies  où  mène  presque 
fatalement  J'Analyse  ordinaire. 

Dans  celle-ci,  en  effet,  les  premiers  éléments  de  chaque 
question,  loin  de  se  conserver  jusqu'à  la  fin,  de  manière 
a  laisser  apercevoir  les  vrais  rapports  des  choses  qui  sont 
données  à  celles  que  l'on  cherche,  se  brisent  les  uns  par 
les  autres  dès  l'origine  5  se  mêlent  ensuite  et  s'agrègent  au 
hasard  pour  former  des  éléments  nouveaux,  souvent  étran- 
gers à  la  question,  et  qui  figureront  seuls  dans  le  résultat. 
Les  problèmes  numériques,  sur  quoi  les  écoliers  passent 
de  l'Arithmétique  à  l'Algèbre,  présentent  des  difficultés 
toutes  pareille^.  Même  avant  Descartes,  les  écoliers  en 
triomphaient  par  le  seul  secours  des  premières  notations 
de  l'Algèbre.  Mais  les  Géomètres,  qui  leur  avaient  appris 
cela,  rencontrant  en  un  autre  point  de  leur  propre  chemin 
les  mêmes  difficultés,  mirent  deux  siècles  à  apercevoir 
qu'ils  les  pouvaient  tourner  de  même^  et  sous  la  seule 
condition  d'imiter  leurs  moindres  disciples.  C^est  ce  qui 

I  11  —  —  -  -  .         —         —  -  ■  - 

(*)  Annales  de  Gergonne,  t.  XVIII,  p.  324;  1827. 
(**)  Traité  des  Propriétés  projeclives;  1822. 


PRÉFACE.  XV 

n'écliappa  pas  à  notre  Auteur.  Et  Ton  peut  dire  que  toute 
cette  force  que  l' Arithmétique  reçoit  de  TAlgèbre,  TAna-* 
Jyse  carlésîeime  la  reçut  aussi  de  Bobillier.  Sans  doute, 
toutes  les  formes  concises  qu'il  nous  apprit  à  interroger  ne 
sont  pas  toujours  la  lumière  même  :  il  suffit  qu'elles  la 
renferment  sous  le  moindre  volume.  Et  s'il  nous  reste  en- 
suite à  faire  violence  à  leur  concision,  pour  tirer  de  leurs 
réticences  toutes  les  clartés  qu'il  nous  faut;  cela  exige, 
d'ordinaire,  moins  d'efforts  que  de  réflexion  :  et  Thabilude 
d'étudier  les  choses  telles  qu'elles  se  présentent  à  nous,  de 
manière  à  déduire  d'abord,  de  leurs  caractères  extérieurs 
les  plus  apparents,  les  notions,  souvent  décisives,  qui  y  sont 
contenues  et  que  nous  demandons  trop  souvent  à  des  trans- 
formations arbitraires;  ou  à  des  réducrions  que  le  calcul 
nous  refuse  dès  que  les  données  du  problème  viennent  à  se 
compliquer.  C'est  ainsi  qu'ayant  reconnu,  dans  le  plan 
X=  o  défini  par  V identité 


1 


'>.p;=x, 


le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre  inscrites 
à  r heptaèdre  PiP»  . . .  P^  =  o,  nous  pourrons  ensuite  dé- 
duire la  construction  du  plan  des  centres  X  de  la  seule 
interprétation  de  l'identité  qui  lui  sert  de  définition. 

Toute  française,  comme  son  aînée,  il  ne  paraît  pas  que 
la  belle  conception  de  Bobillier  ait  été  aucunement  remar» 
quée  eu  France,  Elle  apportait  à  la  création  de  Descartes 
son  complément  et  sa  perfection  ;  mais  il  est  de  Tessence  des 
choses  de  se  compléter  d'elles-mêmes,  un  jour  ou  l'autre; 
et  la  perfection  est  peut-être  ce  que  Ton  remarque  le 
moins,  en  de  certaines  hauteurs,  parce  que  tout,  de  soi,  y 
est  parfait.  De  ce  côté-là  donc,  on  ne  vit  rien,  on  ne  dit 
rien,  on  demeura  neutre.  Comme  on  n'apercevait  pas  la 
portée  du  perfectionnement  que  venait  de  recevoir  l'Ana- 
lyse, on  négligea  de  s'en  faire  honneur;  et  Bobillier  n'eut 
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à  subir  aiieiin  des  procédés  d'élimination  à  Taide  desquels 
les  honnêtes  gens  de  tous  les  temps  et  de  tous  les  pays  se 
substituent  à  un  inventeur,  quand  ils  ne  préfèrent  le  sup- 
primer 5  procédés,  du  reste,  fort  amplifiés  depuis,  et  qui 
composent  maintenant  un  corps  de  doctrine  très-respec- 
table, comme  nous  nous  proposons  de  le  faire  voir  quelque 
jour.  Directeur  de  l'Ecole  des  Arts  et  Métiers  de  Chàlons, 
notre  Géomètre  conserva  la  place  qui  lui  donnait  à  vivre. 
S'il  n'eut   pas  la  consolation   de   voir  grandir    beaucoup 
l'arbre  qu'il  avait  planté,  on  lui  permit  du  moins  d'en 
cueillir  lui-même  les  premiers  fruits  -,  et  Ton  n'appela  point 
les  Prussiens  ou  les  Russes  à  réprimer  ce  désordre.  C'était 
en  1827,  il  est  vrai 5  en  pleine  Restauration  :  c'est  tout 
dire.  Les  choses,  aujourd'hui,  ne  se  passeraient  plus  de  la 
sorte.  La  centralisation  dut  ajouter  son  aiguillon  à  tous  ces 
encouragements.  Notre  discipline  fit  le  reste,  associée  à  cette 
noble  habitude,  qui  est  la  nôtre,  de  multiplier  d'abord  la 
valeur  de  toute  idée  nouv31e  par  un  coefficient  qui  croît  en 
raison  de  la  hauteur  apparente  d'où  elle  descend,  pour  se 
réduire  à  rien,  s'il  s'agit  de  l'idée  d'un  homme  de  peu.  Le 
plus  spontané  de  nos  philosophes  positivistes  négligea  celle- 
ci,  spontanément  et  positivement.  Pour  la  faire  oublier 
tout  à  fait,   quantité   de  belles   choses   vinrent  ensuite  : 
oiseuses  pour  la  plupart,  les  autres  ineptes;  toutes  indis- 
pensables pour  l'admission  à  nos  grandes  Écoles.  La  Règle 
à  calcul^  elle-même,  n'eut  qu'à  se  montrer  :  les  rigidités 
de  notre  régime  scientifique  n'y  purent  tenir  ;  et,  toutes  nos 
inerties  s'ébranlant  à  la  fois,  nous  nous  vîmes  tout  à  coup 
en  pleine  révolution.  Des  Académiciens,  des  Astronomes, 
rassemblés    en    une  de  ces   Commissions   que   l^ Europe 
nous  enuie^  et  qui  naissent  périodiquement  en  France,  on 
ne  sait  de  quoi,  pour  n'importe  quelle  besogne,  jetaient 
bas  les  vieux  Programmes;  excluant  le  parfait,  retenant  le 
médiocre  et,  pour  prévenir  nos  regrets,  s'instaurant  eux- 
mêmes  entre  ces  ruines,  avec  tout  le  personnel  de  leurs 
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formules  et  tout  le  cortège  de  leurs  idées.  Celle  de  Bo- 
billîer,  naturellement,  ne  fut  pas  invitée  à  se  produire. 
Incapable  de  faire  tourner  une  roue,  ou  de  graisser  seu- 
lement une  manivelle,  on  la  relégua  entre  ces  inutilités 
ruineuses  dont  on  avair  pour  mission  de  délivrer  le  monde. 
Par  bonheur  le  monde  est  bien  grand  pour  être  délivré 
de  la  sorte  en  quelques  séances.  Et,  comme  on  n'en  a 
point  proclamé  encore  l'unité  ni  l'indivisibilité — lesquelles 
pourtant  nous  crèvent  les  yeux  —  un  homme  que  l'on  tue 
ici,  par  Commission,  et  selon  toutes  les  règles,  peut  encore 
aller  gagner  sa  vie  aux  antipodes.  Condamné  solennelle* 
ment  une  première  fois,  en  appel  easuite^  puis  en  dernier 
ressort  par  toutes  les  classes  de  l'Institut,  Fulton  fut  absous 
par  l'Amérique.  L'Allemagne  et  l'Angleterre  ont  absous 
de  même  Bobillier.  Mais  beaucoup  de  choses,  qui  seraient, 
nôtres,  leur  appartiennenlmaintenant,  qu'elles  ont  tirées  de 
ces  quelques  pages  lumineuses  des  annales  de  Gergonne. 
Pour  notre  compte,  nous  avions  dû  feuilleter  cela  dans  le 
temps,  vers  1848,  sur  les  bancs  du  collège.  Professeur  au- 
jourd'hui, c'est-à-djre  obligé  moralement  à  nous  retran- 
cher toute  lecture,  et  en^;ièremenl  incapable  d'aucune  loin- 
taine excursion  à  travers  les  livres,  il  a  fallu  l'initiative 
d'un  libraire  pour  nous  amener  à  ces  maîtres  étrangers  que 
nous  ne  connaissions  pas  :  Plucker,  Hesse,  Salmon;  de 
ceux-là  à  Bobillier  en  qui  ils  prennent  leur  source,  et  de 
Bobillier  à  cet  Ouvrage. 

Il  nous  resterait  à  en  indiquer  l'objet  général,  le  plan, 
les  divisions^  ce  qui  y  est,  ou  emprunté  d' autrui,  ou  entiè- 
rement nouveau^  mais  c'est  à  quoi  nous  croyons  avoir 
pourvu,  soit  dans  notre  Table  des  matières,  soit  dans  le 
cours  même  de  cet  Ouvrage.  Il  nous  suffira  de  dire  que 
nous  nous  y  sommes  proposé  principalement  Tétude  des 
propriétés  générales  et  la  construction  des  courbes  et  des 
surfaces  du  second  ordre  —  les  propriétés  directives  de  six 
points  d'une  conique,  de  dix  points  d'un  ellipsoïde,  de  neuf 
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points  d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  de  huit 
d'une  cubique  gauche^  la  construction  de  ces  courbes  par 
points,  la  détermination  de  leurs  tangentes,  celle  de  leurs 
cercles  osculateurs — la  recherche  des  éléments  principaux 
du  cylindre  parabolique  ou  du  paraboloïde  de  révolution 
circonscrits  à  un  octaèdre  quelconque;  du  cône  droit  cir- 
conscrit à  un  octaèdre  sphérique,  du  cylindre  et  de  l'ellip- 
soïde de  révolution  circonscrits  à  l'hexaèdre,  du  paraboloïde 
défini  par  huit  couples  de  plans  conjugués,  etc. — construc- 
tions ou  propriétés  entièrement  nouvelles,  qui  résultent  à 
peu  près  sans  calcul,  et  en  quelque  sorte  à  priori^  des  deux 
principes  nouveaux  que  nous  avons  pris  pour  guides  :  et 
que  Ton  peut  rattacher  au  théorème  de  Desargues.  On  voit 
donc,  abstraction  faite  de  la  méthode,  que  notre  objet  dif- 
fère peu  de  celui  que  s'était  proposé  déjà  l'Auteur  de  la 
Géométrie  supérieure  et  de  la   Théorie  ties  Sections  co- 
niques^ mais  que^  si  Ton  s'est  borné  dansées  deux  Ouvrages, 
à  ce  que  M.  Terquem  appelait  le  rez  de  chaussée  de  la 
Géométrie^  nous  avons  essayé  d'en  édifier  le  premier  étage, 
qui  serait  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre.  Quant 
aux  dernières  conséquences  que  les  deux  principes  qui 
nous  ont  servi  de  point  de  départ  semblent  comporter,  et 
qui  se  rattacheraient  au  théorème  de  Pascal;  nous  avouons 
qu'elles  nous,  échappent  tout  à  fait  :  et  ceux  de  nos  lec- 
teurs qui  connaissent  les  servitudes  de  l'enseignement  libre 
pourront  admettre,  depuis  bientôt  quatre  ans  que  cet  Ou- 
vrage est  sur  le  métier,  que  le  temps  nous  ait  manqué,  tout 
au  moins,  pour  en  entreprendre  la  recherche.  Mais  ce  que 
nous  avons  fait  nous-même  pour  le  théorème  de  Desargues, 
un  autre  le  fera  sans  doute  pour  celui  de  Pascal.  Et  quoique 
cette  seconde  recherche  paraisse  infiniment  plus  difiicile, 
par  cela  même  qu'elle  est  à  faire,  nous  ne  la  croyons  pas 
au-dessus  des  forces  de  tel  de  nos  jeunes  Géomètres  que  4es 
débuts  exceptionnels  désignent  si  bien  pour  des  entre- 
prises de  cet  ordre.  Dans  tous  les  cas,  l'extension,  à  dix 
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«léments  d'une  surface  du  second  ordre,  de  Tune  des  pro- 
priétés générales  de  six  éléments  d'une  conique,  est  main- 
tenant un  fait  accompli  ;  et  cette  analogie  dont  Desargues 
avait  scellé  le  premier  anneau,  il  y  a  deux  siècles,  est  au- 
jourd'hui dans  son  intégrité. 

Poinsot  avait  déjà  remarqué  que  «  la  plupart  des  idées 
différentes,  en  Géométrie  comme  en  Algèbre,  ne  sont  que 
des  transformations  :  les  plus  fécondes  étant  celles  que  l'es- 
prit combine  avec  le  plus  de  facilité  dans  le  discours  et 
dans  le  calcul.  »  Lés  deux  principes  nouveaux,  sur  lesquels 
repose  notre  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  du  second 
ordre,  ne  sont  aussi  que  des  transformations  de  Féquation 
ordinaire  de  ces  courbes  ou  de  ces  surfaces  5  et  leur  fécon- 
dité paraît  effectivement  liée  à  la  facilité  avec  laquelle  on 
peut  les  énoncer  ou  les  écrire.  L'équation  à  dix  termes  qui 
caractérise  isolément  chacun  des  points  d'une  surface  du 
second  ordre,  par  exemple,  entraîne,  en  effet,  l'existence 
d'une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  carrés  des 
distances  de  dix  points  d'une  telle  surface  à  un  plan  quel-' 
conque  : 


I 


X.PÎ=:0. 


Et  cette  proposition,  qui  subsiste  dans  les  mêmes  termes 
pour  neuf  points  d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et 
pour  six  points  d'une  conique,  contient,  comme  on  le  verra, 
toute  la  théorie  de  ces  courbes  et  de  ces  surfaces  ;  ainsi  que 
la  plupart  des  constructions  qui  s'y  rattachent. 

Enfin  nous  croyons  aussi  avoir  apporté  à  la  théorie  des 
polyèdres,  considérés  au  point  de  vue  de  leurs  propriétés 
géométriques,  quelques  accroissements  qui  ne  paraîtront 
pas  sans  intérêt  si  l'on  observe  le  peu  que  l'on  sait  sur  cette 
matière,  et  les  difficultés  qu'y  rencontre  le  calcul.  Lagrange 
aimait  à  répéter  que  «  le  véritable  secret  de  l'Analyse  con- 
siste dans  l'art  de  saisir  les  divers  degrés  d'indétermination 
dont  la  quantité  est  susceptible  :  »  maxime  assez  obscure, 
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comme  le  secret  qu'elle  nous  voudrait  apprendre;  et  dont 
Carnot  se  borne,  en  nous  la  rapportant,  à  admirer  la  pro- 
fonde justesse  :  sans  nous  l'éclaircir  d'aucun  exemple.  Le 
suivant  que  nous  proposons,  et  qui  est  tiré  de  notre  étude 
sur  l'hexaèdre,  y  pourrait  peut-être  convenir.  Que  l'on 
imagine  un  système  de  six  plans  indéfinis 

Jr  1 1;  2  •   •  .  xg  O, 

et  l'hexaèdre  complet  qu'ils  déterminent.  Si  l'on  pose  l'é- 
quation 
(i)  X.Pf -+-•..  4- XfiPî^o, 

on  pourra  remarquer  que  le  nombre  des  paramètres  indé- 
terminés qu'elle  renferme  permet  de  lui  faire  représenter 
une  sphère  et  une  seule  :  et  cette  reniarque  nous  met  aussi- 
tôt en  possession  d'une  analogie,  jusqu'ici  ignorée^  entre  le 
quadrilatère  et  l'hexaèdre.  Toutes  les  surfaces  contenues 
dans  l'équation  (i)  divisant,  en  effet,  harmoniquement  cha- 
cune des  diagonales  de  l'hexaèdre  Pj. .  .Pe  5  la  sphère  unique 
et  déterminée  qui  fait  partie  de  ces  surfaces  possède  la  nrème 
propriété.  Et  l'on  en  conclut  sur-le-champ  que  les  dix 
sphères  décrites  sur  les  diagonales  d'un  hexaèdre  com- 
plet ^  comme  diamètres^  admettent  un  même  centre  radical 
et  sont  orthogonales  à  une  même  sphère  :  laquelle  n'est 
autre  que  la  sphère  (i).  Si  nous  ne  nous  trompons,  on  trou- 
vera dans  cet  Ouvrage  plusieurs  autres  exemples  du  même 
ordre.  Et  tout  cela  peut  servir  un  jour  à  fonder  cette  véri- 
table Analyse  qui  n'est  ni  l'entassement,  ni  la  profondeur, 
ni  la  puissance,  mais  qui  sera  le  discernement.  Tordre,  la 
lumière  :  Analyse  vraiment  parfaite,  que  Bobillier  entrevit, 
et  que  nous  connaîtrons  un  jour,  mais  dont  nous  nous  con- 
solons, pour  le  moment,  à  force  de  calculs  —  à  peu  près 
comme  nos  architectes  se  consolent  du  Parihénon,  à  force 
de  casernes. 

Janvier  1869. 
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PRÉLIMINAIRES. 

Sommaire.  —  Des  coordonnées  suffisantes,  ou  coordonnées  cartésiennes;  et 
des  coordonnées  surabondantes  introduites  par  BobilHcr.  —  Coordonnées 
polygonales  ou  polyédriques  d'un  point  mobile  rapporté  à  un  nombre 
quelconque  de  droites  ou  de  plans  fixes;  équations  de  la  tangente  et  du 
plan  tangent  (Plucker).  —  Des  coordonnées  tangentielles  d'un«  droite 
ou  d'un  plan  mobile  rapportées  à  un  nombre  quelconque  de  points  &xes; 
équation  du  point  de  contact  d'une  droite  ou  d'un  plan  mobile  et  de  leur 
enyeloppe.  —  Formes  diverses  de  Véquation  d'une  courbe  ou  d'une  sur- 
face du  second  ordre. 


§  I.  —  Des  coordonnées  triangulaires  ou  polygonales 
d^un  point  mobile  rapporté  à  un  nombre  quelconque, 
de  droites  Jïxes .  Équation  de  la  ligne  droite, 

\ .  La  représentation  analytique  d'une  figure  plané  sup-. 
pose,  comme  Ton  sait,  le  tracé  préalable  de  deux  axes  rcc- 
tilignes  ox,  oy  qui  marquent,  en  quelque  sorte,  les  deux 
dimensions  de  la  figure  que  Ton  veut  construire,  et  dont 
un  point  quelconque  est  ensuite  défini,  relativement  à 
ces  axes,  par  les  valeurs  algébriques  de  ses  deux  coordon- 
nées x,  j^  si  ce  point  est  fixe  et  isolé;  ou,  s'il  est  mobile 
et  assujetti  à  parcourir  une  certaine  courbe,  par  une  cer- 
taine relation 

1 


2  CHAPITRE    PREMIER. 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coordonnées  de  ce  point 
considéré  dans  Tune  quelconque  de  ses  positions. 

Tel  est  le  principe,  imaginé  par  Oescartes,  de  la  mé- 
thode des  coordonnées  que  Ton  pourrait  appeler  it/^^anfe^^ 
que  Parent,  Clairaut,  Maclaurin,  Euler  étendirent  ensuite 
aux  figures  à  trois  dimensions,  mais  en  lui  conservant  son 
caractère  initial  et  rejetant  toujours,  de  la  définition  fon- 
damentale du  point,  toute  donnée  qui  ne  serait  pas  indis- 
pensable pour  en  assurer  la  position.  Or  ce  sont  justement 
ces  données  surabondantes  que  Bobillier  aperçut  que  Ton 
peut  retenir,  parfois  avec  infiniment  d'utilité,  en  acceptant 
comme  coordonnées  de  chacun  des  points  d'une  figure  les 
distances  de  ce  point  à  un  nombre  quelconque  de  droites 
ou  de  plans  fixes.  Et  ce  fut  de  celte  heureuse  exagération 
de  l'idée  première  de  Descartes  que  celle-ci  reçut  son  cou- 
ronnement et  sa  perfection. 

Il  ne  parait  pas  d'ailleurs  que  le  rôle  des  coordonnées 
cartésiennes  proprement  dites  puisse  en  être  beaucoup 
amoindri  ;  car  de  tous  les  progrès  que  leur  doit  la  science 
de  l'étendue,  il  n'en  est  peut-être  aucun  que  l'on  eut  pu 
attendre  des  coordonnées  nouvelles.  Telle  est  effective- 
ment l'alternative  presque  constante  de  leurs  rôles,  que 
partout  où  l'une  des  deux  méthodes  est  en  défaut,  l'autre 
réussit.  Et  ce  nous  serait  un  avis,  si  nous  savions  l'en- 
tendre, de  n'essayer  pas  de  les  plier  toutes  deux  aux  mêmes 
usages,  mais  de  consulter,  quelquefois  leurs  aflSnités  ou 
leurs  répulsions^  et,  quand  l'une  ou  l'autre  s*est  refusée 
quelque  temps  à  nous  aider,  de  n'insister  pas  davantage, 
parce  que  nous  n'en  retirerions  vraisemblablement  qu'un 
médiocre  secours.  Tel  serait  d'ailleurs  le  partage  naturel 
de  la  géométrie  entre  les  deux  systèmes,  que  tout  ce  qui 
concerne  les  propriétés  numériques  de  l'étendue  relève 
plus  directement  du  premier^  le  second  retenant  d'ordi- 
naire tout  ce  qui  concerne  les  propriétés  descriptives. 

2.  Si  une  figure  de  géométrie  se  trouve  tellement  con- 
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struite  autour  d'un  polygone  donné,  que  celui-ci  en  marque 
en  quelque  sorte  le  noyau  et  serve  de  support  à  tout  le 
reste,  il  peut  devenir  avantageux  de  rapporter  à  ce  poly- 
gone toutes  les  autres  parties,  ou  tous  les  autres  points  i , 
2, .. .  de  la  figure,  parles  distances  Ai,  Bi,  Ci,...,  As,  Bs, 
Ca,..*  de  chacun  de  ces  points  aux  divers  côtés  A. B.C..  =  o 
de  ce  polygone.  Celui-ci  est  dit  alors  de  référence^  et  les 
distances  à  ses  côtés  des  divers  points  de  la  figure  sont 
dites  les  coordonnées  de  ces  points. 

Ces  distances,  d'ailleurs,  ou  ces  coordonnées,  auront  dans 
chaque  cas  des  signes  déterminés;  de  telle  sorte,  par 
exemple,  que  toutes  négatives  pour  un  point  m  situé  dans 
l'intérieur  du  polygone  de  référence,  chacune  d'elles  passo 
isolément  par  zéro  et  change  ensuite  de  signe,  lorsque  le 
point  considéré  atteint  dans  son  mouvement  le  côté  corres- 
pondant du  polygone  et  le  dépasse.  Ou  peut  remarquer 
que  ces  changements  de  signe,  qui  ont  lieu  par  définition 
dans  le  cas  où  rien  n'est  explicité,  doivent  être  démontri\s 
lorsque  l'on  regarde  les  équations  implicites 

0  =  A=C=:...       ou      A.B.C...=::0 

des  côtés  du  polygone  de  référence  comme  tenant  la  place 
d'autant  d'équations  linéaires  mises  sous  la  forme  expli- 
cite usuelle 

o  ■=!  ax  -\-  by  -{-  c  z=z  n^ .r  -\-  b'  y  -{-  c'  ■=. ,  , . 

Dans  ce  cas,  les  coordonnées  polygonales  d'un  point  A,, 
B,,  Cl, ...  ne  sont  autres  que  les  nombres 

axy  -f-  by^  -f-  Cy     a'  x^  -f-  b'jx  -f-  c', . .  . , 

résultant  de  la  substitution  des  coordonnées  cartésiennes 
de  ce  point  dans  les  fonctions  A,  B, . . .  relatives  aux  divers 
côtés  du  polygone  de  référence;  et  leurs  signes  varient  avec 
la  position  du  point,  conformément  à  ce  théorème  : 

Les  coordonnées  de  deux  points  distincts  \ ,  2,  siibsfi- 

I. 
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tuées  dans  la  fonction  d^une  droite 

A  =:  o     ou     aa:  -\-  bj'  '\-  c  =z  o, 
lui  font  acquérir  des  valeurs 

de  même  signe  ou  de  signés  contraires^  suivant  que  ces 
points  sont  situés  d^un  même  côté  ou  de  part  et  d\iutre 
de  cette  droite. 

Imaginant,  en  effet,  que  le  segment  recliligne  12  soit 
parcouru  par  un  mobile  m  (fîg*  i)  qui  parle  du  premier 

Fig.  I. 


de  ces  points  et  qui  s'arrête  au  second  \  substituons  à  chaque 
instant  les  coordonnées  x^  j  an  point  mobile  dans  la 
fonction  de  la  droite.  Cette  fonction  variera  d'une  manière 
continue,  depuis  la  valeur  ax^  H-  bj^  4-  c  qui  convient  au 
premier  point  i,  jusqu'à  celle  ax^  H-  6}^» -h  c  qui  convient 
au  second,  et  ne  pourra  changer  de  signe  dans  Tintervalle 
qu'en  passant  par  zéro  ou  par  l'iniini.  Mais  tout  passage 
par  Tinfini  se  trouvant  exclu  parla  nature  de  la  fonction, 
qui  est  entière,  celle-ci  ne  pourra  changer  de  signe  qu'en 
passant  par  zéro.  Si  donc  le  segment  1  2  ne  coupe  pas  la 
droite  considérée,  le  nombre  ax  -j-  bj  -{-  c  ne  peut  devenir 
nul  et  passe  de  l'une  à  l'autre  de  ses  valeurs  extrêmes  en 
conservant  le  même  signe  :  c'est  le  cas  où  les  points  con- 
sidérés sont  d'un  même  côlé  de  la  droite.  Si,  au  contraire, 
le  segment  l'2'  rencontre  la  droite  en  un  certain  point,  le 
nombre  ax  -h  by  -\-  c  devient  nul  en  ce  point,  y  change  de 
signe ^  et  ses  valeurs  extrêmes  sont  de  signes  contraires. 


PRÉLIMINAIRES.  5 

Remarque,  —  Nous  avons  admis  que  le  nombre 
àx-\-  hy  4-  c,  devenant  nul  en  un  certain  point,  y  change 
de  signe,  de  manière  que  positif,  par  exemple,  en  delà, 
en  deçà  il  devienne  négatif.  Cela  résulte  de  ce  que,  le 
point  mobile  parcourant  une  droite  déterminée,  ses  deux 
coordonnées  sont  liées  par  une  relation  de  la  forme 
y  =  mx4-/i,  en  vertu  de  laquelle  l'expression  ax  4-  èj^-f-c 
se  réduit  à  une  simple  fonction  de  a:,  telle  que  ax  +  jS. 
Or,  X  variant  toujours  dans  le  même  sens,  il  est  bien  clair 
maintenant  que  la  fonction  a  xH-  (3  change  de  signe  en  pas- 
sant par  zéro. 

3.  Si  les  équations  o=A  =  B  =  C==...  des  côtés  du 
polygone  de  référence  sont  de  la  forme 

X cosa  -h  j  sin a  —  /?  =  o,     x ces p  4-/  sin p  —  ^  =  o, . . . , 

et  que  les  axes  secondaires  ox^  oy  soient  d*ailleurs  perpen- 
diculaires entre  eux,  les  coordonnées  polygonales  Ai,  Bi, 
Cj , . . .  d'un  point  quelconque  mesurent  les  distances  ortho- 
gonales de  ce  point  aux  différents  côtés  du  polygone  :  di- 
stances positives  pour  un  point  situé  dans  la  région  opposée 
à  l'origine  o  par  rapport  à  chacun  de  ces  côtés,  négatives 
pour  un  point  situé  dans  la  même  région  que  l'origine, 
dont  les  coordonnées  o  =  j:  =  j"  font  acquérir  aux  diffé- 
rentes fonctions  A,  B,...,  les  valeurs  négatives — p^  — ^,... 

4.  Les  coordonnées  polygonales  d'un  point  ne  sont  pas 
indépendantes  les  unes  des  autres*,  mais,  aussitôt  que  deux 
d'entre  elles  sont  données,  toutes  les  autres  en  résultent. 
Ainsi  les  coordonnées  triangulaires  [ei  orthogonales)  Ai, 
Bi,  Cl  d'un  point  quelconque  m  sont  liées  par  la  relation 
identique 

(r)  —ak^—  ôB,— c'C,=  2S, 

dans  laquelle  a,  i,  c  et  S  désignent  les  longueurs  des  côtés 
et  Faire  du  triangle  de  référence*,  et  qui  n'est  que  la  ira- 
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ductîon  de  Tidentité 

[r')        triangle  m BC  4- In.niCA -+- tri.nf  AB  =  tri.  ABC 

que  Ton  peut  lire  sur  la  figure. 

On  peut  remarquer  que  les  relations  (r)  ou  (r')  conser- 
vent la  même  forme  pour  toutes  les  positions  du  point  con- 
sidéré. Si  Ton   passe,   en  effet,   du  point  m  {J^g*  a)  au 

Fig.  2. 


point  m',  par  exemple,  le  terme  — aAi,  positif  d'abord, 

devient  négatif  [formule  ('*)];  mais,  en  même  temps,  le 

triangle  mBG,  qui  comptait,  dans  la  formule  (r'),  parmi  les 

éléments  additifs  de  Taire  totale  ABC,  est  remplacé  par 

rélément  soustraclif  m'BC. 

L'expression 

flA-+-^B-f-cC 

n'est  donc  qu'une  fonction  apparente  des  deux  variables 
x^  y^  et  Téquation 

ûA-f-  èB4-cC  =  o 

se  réduit  eu  réalité  à  une  constante  égalée  à  zéro  :  aS  ==  o. 

^  5.  Toute  équation  du  premier  degré  y  par  rapport  aux 
coordonnées  triangulaires  ou  polygonales  d'un  point,  est 
aussi  du  premier  degré  par  rapport  aux  coordonnées  x,  j 
du  point  mobile,  et  représente  dès  lors  une  droite. 

Réciproquement,  toute  droite  située  dans  le  plan  de  la 
figure  peut  être  représentée  par  une  équation  homogène 
et  du  premier  degré  en  h^  B,  C,  telle  que 

(i)  //iA-+-/?B-h/?Ci=o. 


Car  si  l'on  désigne  par  A',  B',  C'j  A'',  B'',  C"  les  coordon- 
nées triangulaires  de  deux  points  de  la  droite  donnée,  et 
que  Ton  détermine  les  coefficients  m,  n^  p  k  l'aide  des  re- 
lations 

/iiA'-f-/iB'-4-/?C'  =  o, 

/iîA"-h/ïB"4-/?C"=o; 

l'équation  (i),  où  Ton  remplacera  m,  /z,  p  par  les  valeurs 
résultantes,  représentera  une  droite  ayant  deux  points 
communs  avec  la  droite  donnée,  ou  la  droite  donnée  elle- 
même.  Les  rapports  m: 71  :^  sont  d'ailleurs  déGnis  par  celte 
double  proportion 


m  n 


B'  C"  —  C  B"       a  A''  —  A'  C"       A'  B"  —  B'  A'' 

Si  le  nombre  des  côtés  du  polygone  de  référence  est  su* 
périeur  à  trois,  une  droite  quelconque  peut  être  représen- 
tée d'une   infinité  de  manières  par  une  équation  de  la 

forme 

aA-f-  pB-l-7C  +  <yD=:o. 

Remarque  /.  —  La  forme  générale 

(i)  wA -+-«B+/?C  =  o 

de  l'équation  d'une  droite  quelconque  D  résulterait  encore 

de  l'identité 

—  fl'A— ^B  — c'C  — r/Ds2Q, 

à  laquelle  donnent  lieu  les  distances  orthogonales  A,  B,  C, 

Fig.  3. 


D  d'un  point  quelconque  m  (fig.  3)  aux  côtés  du  triangle 
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de  référence  et  à  cette  droite;  identité  dans  laquelle  a', 
&,  c',  d!  et  Q  désignent  les  longueurs  des  côtés  et  la  surface 
du  quadrilatère  intercepté,  dans  le  triangle  de  référence, 
par  la  droite  considérée.  Si,  en  effet,  le  point  m,  au  lieu 
d*être  quelconque,  est  pris  sur  cette  droite^  l'identité  pré- 
cédente devient 

Mais  les  coordonnées  Â,  6,  C  du  point  m  satisfaisant  déjà 
à  cette  autre  identité 

-— rtB  — ^B  — <:C  =  2S, 

elles  satisferont  aussi  à  Téquation  qui  résulte  de  Télimina- 
tion  des  constantes  Q  et  S  entre  les  deux  précédentes,  équa- 
tion de  la  forme 

m  A -f- /iB  4- /?C  =  0. 

Remarque  II,  —  Si  la  droite  considérée  D  =  o  passe 
par  Tun  des  sommets  A,  6  du  triangle  de  référence*,  les 
équations  équivalentes 

D  =  o,     on     /wA -|-«B  =  o, 

donnent  naissance  à  l'identité 

/«A-h/îB-f-  rfD^o. 

Il  existe  donc  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
les  distances  A,  B,  D  d'uiï point  quelconque  à  trois  droites 
concourantes, 

6.  Si,  dans  l'équation  d'une  droite  mobile 

a.x  -^  by  -\-  c  =z  o, 

on  suppose,  le  coefficient  c  demeurant  invariable,  que  les 
coefficients  a  et  ft  tendent  simultanément  vers  zéro,  l'ab- 
scisse et  l'ordonnée  à  l'origine  de  cette  droile  augmentent 
indéfiniment;  et,  si  l'on  passe  à  la  limite,  cette  droile  dis- 
parait tout  entière  à  l'infini,  en  même  temps  que  son 
équation  se  réduit  à  une  constante  égalée  à  zéro  :  c  =  o. 
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Une  telle  équation 


Cir=  o 


constitue  donc,  en  quelque  sorte,  la  trace  analytique  de 
toute  droite  mobile  qui  s'est  éloignée  indéfiniment  :  ou  de 
la  droite  à  Vinjini  du  plan  de  la  figure. 

7.  SI  une  certaine  combinaison  des  équations  de  deux 
droites  se  réduit  à  une  constante  égalée  à  zéro,  ces  droites, 
en  réalité,  sont  parallèles.  Nous  pourrons  dire  qu'elles  se 
coupent  en  un  point  de  la  droite  à  /'iw/?/?/ représentée  par 
celte  constante  égalée  à  zéro.  Et  ce  sera,  dès  lors,  exprimer 
le  parallélisme  de  deux  droites,  que  d'exprimer  qu'une  cer- 
taine combinaison  de  leurs  équations  se  réduit  à  l'équation 
c  =  o  de  la  droite  à  l'irifini. 

Il  résulte  de  l'identité  (r)  du  n°  4,  que  la  droite  à  Tin- 
fini  est  représentée  yi  coordonnées  triangulaires  orthogo- 
nales par  l'équation 
« 

ou  par  celle-ci,  qui  lui  est  équivalente, 
(i')  AsinA  -f-  BsinB  -f-  CsinC  =:  o. 

Les  droites  suivantes 

(2)  â-iA-f-^iB  -|-c,C=o, 

(3)  a.,k-{-  b^h-\-c^Ç.z=io 

seront  donc  parallèles  entre  elles,  si  l'une  des  combinaisons 
de  leurs  équations  se  réduit  a  l'équation  (i)  ;  ou  si  les  trois 
équations  (i),  (2),  (3)  admettent  en  A,  B,  C  une  solution 
commune  :  ce  qui  aura  lieu  si  l'on  a 

a  [b^Ci —  r,  b^)  -f  b  [t\a2 —  «,Ca)  +  c  [a^h^ —  b^a^)  :=  o. 

Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  le  pa- 
rallélisme des  droites  (2)  et  (3). 

8.  Les  équations 

(/)  A  =  o,     Bz=o 
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désignant  deux  rayons  conjugués  d'un  J^sceàu  harmo^ 
nique,  les  deux  autres  rayons  du  faisceau  sont  représentés 
par  les  équations 

(/')  A  — XB  =  o,     AH->B=o. 

Si  l'on  prend,  en  effet,  (fig.  4)>  1^  deux  premiers  rayons 

Fig.  4. 


A  et  B  pour  axes  des  x  et  des  y,  les  fondions  A  et  B  se 
transforment  identiquement  en  ax  et  t)  ;  cl  les  équa- 
tions [f')  des  deux  derniers  rayons  deviennent  en  même 
temps 

ax  —  \by  ^=^0,     ax  4-  a by  =  O, 


ou 


a 


Une  parallèle  x  =  k  à  Tun  des  rayons  oy  du  faisceau 
est  donc  divisée  par  les  trois  autres  en  parties  ('gales. 
Donc,  etc. 

9.   Soient 

P,.P2.P3.P4  =  0 

les  côtés  d'un  quadrilatère ,  et  Xj,  ij,  X«,  X4  des  coefficients 
dont  les  rapports  soient  déterminés  de  telle  manière  que 
la  fonction  Aj Pj  -h . . .  -f-  A4  P4  s'évanouisse  identiquement, 
ou  que  l'on  ait 

(I)  >,P,-h^P,-f-X3P3-+->4P4=0. 
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Si  nous  considérons  la  droite  représentée  par  Téquation 

(i)  >.Pi-»-^P,=  o, 

nous  verrons  qu'il  résulte  de  Tidentité  (I)  que  cette  droite 
peut  aussi  être  représentée  par  Téqualiou  complémentaire 

(l')  >3P3-+->4P4=0, 

t 

obtenue  en  retranchant,  de  la  première  (i),  l'expression 
identiquement  nulle  iiPi  +  . .  .-H  X4P4.  Les  équations 
complémentaires  (i),  (1')  représentent  donc  une  seule  et 
même  droite  laquelle  passant  par  le  sommet  i  2  d'après 
Téquation  (i),  par  le  sommet  opposé  34f  d'après  l'équa- 
tion (1'),  n'est  autre  que  la  diagonale  (1  2,  34)  du  quadri- 
latère proposé. 

Si  l'on  désigne  dès  lors  par 

A.B.C=o 

les  équations  des  trois  diagonales  menées  respectivement 
des  sommets  12,  23,  31  aux  sommets  opposés  du  quadri- 
latère, on  aura  identiquement 

(a)  >,P, -h^aPj^a/i.A, 

(b)  X,P,+  ^3P3=2^.B, 

(c)  >3P3-f->,P,=  2c.C; 

et  l'on  en  déduit  d'abord 

(i)  X,P,««A—  ^B  +  cC, 

(2)  >,P,saA4-^B  — cC, 

(3)  X3P3S— ûA-f-  AB-f  cC; 

ensuite 

>iPi  +  h^2-hh^i^  rt A  -+-  6B  +  cC, 

ou  encore,  et  en  ayant  égard  à  l'identité  fondamentale  (I), 

(4)  —  >4P4«rtA  +  ^B-+-cC. 

La  représentation  analytique  d'un  quadrilatère  complet^ 
rapporté  au  triangle  formé  de  ses  diagonales,  résulte  de 
ces  formules  ;  et  l'on  voit,  les  trois  diagonales  étant  repré- 
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sentées  par  les  équaiions 

A.B.C=:0, 

que  les  quatre  côtés  sont  contenus  dans  la  quadruple  équa- 
tion 

flAd=6B±:cC  =  o, 

où  a,  i,  c  désignent  des  nombres  quelconques. 

Les  propriétés  harmoniques  du  quadrilatère  complet  ré- 
sultent aussi  de  cette  analyse  (fig»  5). 


Fig.  5. 

34 

7 

;  U 

^L 

.   1 

1  \^^\^ 
/  \  ^ 

vPl 

/     2\ 

/^ 

* 

Nw 

'>•; 1 

\     • 

\ 

'V 

^ 

13 


B       24 


Car  les  traces  des  côtés  1,  3  ou  P,,  P3  du  quadrilatère 

sur  Je  côté  BC  ou  A  =  o  du  triangle  diagonal,  sont  définies 
respectivement  par  les  équations  simultanées 

OzrrP.zzzA,       O^rPs— A, 

c'est-à-dire 


A  =  o, 
^^B  -4-cC  =  o, 


A  =  0, 


Les  deux  droites  zt:  iB  H-  cC  =  o,  menées  du  sommet  A  du 
triangle  diagonal  aux  deux  sommets  1  2,  34  du  quadrila- 
tère situés  sur  le  côté  opposé,  sont  donc  harmoniquement 

conjuguées  par  rapport  aux  deux  autres  côtés  AB,  AC  de 
ce  triangle.  En  d'autres  termes,  chacune  des  trois  diago- 
nales (12,  3  4)  du  quadrilatère  est  divisée  harmonique- 
ment (aux  points  B  et  C)  par  les  deux  autres. 
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§  II.  —  De  rèquntion  de  la  tangente  en  un  point  d'aune 
courbe  algébrique  rapportée  à  un  nombre  quelconque 
de  droites  jîxes. 

10.  Une  courbe  plane  quelconque  rapportée,  en  premier 
lieu,  au  triangle  de  référence 

o=:A  =  B=C, 

étant  représentée  par  l'équation  homogène 

/(A,B,  C)=:o; 

proposons'uous  de  former  Téquation  de  la  tangente  pour 
le  point  (a,  i,  e)  de  la  courbe.  Et  soit  d'abord,  avec  trois 
coefficients  indéterminés  w,  w,  p, 

wA-î- /iB -h/?C  =  o 

Téquation  d*une  corde  variable  menée  du  point  («,  i,  t)  au 
point  voisin  (a  +  ^a,  b-\-$b^  c-{-dc).  Les  rapports  m: /il/; 
seront  définis  par  les  relations 

ma  -{■-  nb  -\-  pc  =:o, 

m 

m  {a  -\-âa)  -\- n  (b  -{-^b)  -\- /j{c -h  $c)  =:o; 
ou  par  celles-ci, 

1 .  ma  -i-  nb  -\-  pc  =z  o, 

2.  mda  -h  n§b  -{-  p§c  =z  o. 

Or  les  coordonnées  A,  B,  C  d'un  point  quelconque  du  plan 
de  la  figure  étant  des  fonctions  déterminées  des  coordonnées 
cartésiennesj)^,  x  du  même  point  *,  les  coordonnées  triangu- 
laires «,  i,  c  de  chaque  point  de  la  courbe  sont  des  fonc- 
tions déterminées  de  l'abscisse  x  de  ce  point  •,  et  leurs  déri- 
vées respectives  par  rapport  à  x,  a',  fe',  c'  sont  pareillement 
déterminées.  Si  donc  on  désigne  par  Sx  raccroissement  de 
l'abscisse  dans  le  passage  du  point  (a,  b,  c)  de  la  courbe  au 
point  voisin  (a  4- cîa,. . .),  on  verra  que  les  coefficients 
m,  //,  Pj  relatifs  à  l'équation  de  la  corde  résultante,  sont 


■  4  CHAPITRE    PREMIER. 

définis  par  les  équations 

i'.  ma -^  nb -^' pc:=iOy 

Sa  $h  fie 

Sx  âx        '    $.T 

De  là,  en  imaginant  que  dx  décroisse  indéfiniment  et  pas- 
sant à  la  limite,  on  voit,  Téquation 

(o)  mA -I- /zB4-;?C=:o 

désignant  actuellement  la  tangente  au  point  {/7,  /?,  c)  de  la 
courbe,  que  les  rapports  m\n\p  seront  définis  par  les 
équations 

(i)  am -^  bn -^  cp  ==  o, 

(a)  a'm  -^b'n-h  (/pzzzo. 

Mais  le  point  (a,  h^  c)  appartenant  à  la  courbe,  on  a 

Tégalité 

/{a,byc)=o, 

que  l'on  peut  écrire,  d'après  le  théorème  d'Euler  sur  les 
fonctions  homogènes, 

(!')  a/^{a,b,c)-^b/;^^c/;  =  6.        ' 

Le  point  variable  (a -i-  Sa, . .  .)  appartenant  de  même  à 
la  courbe,  on  a  cette  autre  égalité 

/(a  -hSa,  b  -^  Sb,  c  +  Se)  —/(a,  b,  c)  __ 

Sx 

d'où,  en  passant  à  la  limite  et  prenant  la  dérivée  d'après  la 
règle  relative  aux  fonctions  composées, 

(2')  fl'/;  (  a,  b,  c)  +  6'/;  +  c'/;  =  o. 

La  détermination  des  coefficients  m,  /i,  p^  relatifs  à  Té- 
quation  (o)  de  la  tangente,  résulte  maintenant  des  équa- 
tions (i),  (a)  comparées  aux  égalités  (i'),  (a')*,  et.  puis- 
que Ton  passe  des  unes  aux  autres  en  remplaçant,  dans 
les  premières,  les  inconnues  m,  /i,  p  par  les  nombres 
f'^  [a^b,  c),  y,' ,  /'  5  ces  nombres  sont  précisément  les  va- 
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leurs  de  ces  inconnues^  ou  peut  poser 

m  n        p 

et  V équation  de  la  tangente  au  point  (a,  &,  c)  est 

A/;(^,^'c)-+-B/;  +  c/;  =  o 

11.  Si  la  courbe  considérée,  rapportée  à  un  polygone  de 
référence  quelconque 

A.B.C.D. . .  =0 

est  représentée  par  Véquation  homogène 

/(A,B,C,D,...)==o, 

Véquation  de  la  tangente  pour  le  point  (a,  ft,  c,  //,...) 
de  la  courbe  est  encore 

A/^  (a,  b,  r,  ./...)  4-  B/;  4-  C/^  +  D/j  +  . . .  =0. 

(Plucker,  System  der  Analytischen  Géométrie,  p.  119.) 
La  démonstration  est  toute  semblable  à  la  précédente^  à 
une  différence  près  qu'il  est  bon  d'indiquer,  et  qui  tient  à 
ce  que  la  tangente  peut  maintenant  être  représentée  d'une 
infinité  de  manières  par  une  équation  de  la  forme 

A/w-|-B/î-f-C/?-hD5'-l-...r=o, 

Reprenant  dès  lors  la  même  analyse,  on  verrait  que  les 
nouvelles  équations  (i)  et  (2)  ne  sont  plus  déterminées, 
•  mais  admettent,  en  m,  n,  p,  ^, . . .,  une  infinité  de  solu- 
tions. Celle  d'ailleurs  de  ces  solutions  qui  résulte  de  la 
comparaison  des  équations  (i)  et  (2)  aux  égalités  (1^) 
et  (2'),  et  qui  se  traduit  par  celte  série  de  proportions 

m         n  p         q 

ri    /•/    w    'TT'  •  •  •  > 

'^n  ^  b  '^c  J  à 

subsiste  toujours,  et  Téquation  correspondante 

A  /a  +  B  /*  +  C  /;  -^  D  /;  + . . .  =  o 


é 
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est,  non  plus  la  seule  forme  possible,  mais  la  seule  utile  de 
Téquation  de  la  tangente. 

La  démonstration  de  Fauteur,  fondée  sur.  l'emploi  des 
infiniment  petits,  est  beaucoup  plus  rapide.  (Plucrer,..., 
p.  1 19).  N'est-il  pas  remarquable  qu'une  aussi  belle  propo- 
sition, et  dont  les  applications  sont  continuelles,  n'ait  pu 
passer  encore  dans  aucun  de  nos  Traités  de  Calcul  intiui- 
tésimal?  Les  plus  récents  n'en  disent  rien. 

12.  application.  —  Soient,  avec  six  coefficients  homo- 
gènes ou  cinq  rapports  arbitraires, 

/(A,  B,  C)  =  a AM- pB^ -h7C=»-h  aa'BC -+- 2p'CA  4- '2  7'AB=i:o 
Téquation  générale  des  courbes  du  second  ordre;  et 

(t)  A/^(«,  ^,c)  +  B/; +  €/;.=  o, 

ou,  en  développant, 

A(aa-+-p'c4-7'^)-f-B(p^-l-7'aH-aV)-f  C{yc-ho:' b -\-^'a)  =  o 

1  équation  de  la  tangente  pour  le  point  (a,  i,  c)  de  la  courbe. 
Si  l'on  ordonne  celte  équation  suivant  les  coefficients  a,  jS, 
y,  a',  (3',  y',  de  cette  manière, 

aA«  -¥-  pBb  -+-  yCc 

-hoL'{Bc-hCb)  H-p'(Cfl+Ac)  -hy'iAb-hBa)  =  o, 

on  reconnaît  qu'elle  est  symétrique  par  rapport  aux  coor- 
données courantes  A,  B,  C  et  à  celles  a^  i,  c  du  point  de 
contact.  Ces  coordonnées  peuvent  donc  s'échanger  les 
unes  dans  les  autres,  et  l'équation  de  la  tangente  peut 
s'écrire 

(n  «/;(A,  B,C)  +  é/;  +  c/^==o. 

13.  Théorème.  —  V équation  de  la  polaire  dUin  point 
quelconque  (a,  Z>,  c),  par  rappoi^tà  une  courbe  du  second 
ordi^e 

/(A,B,  C):=o 


PRÉLIMIN  AIRES.  ij 

est  identique  à  l'équation  de  la  tangente  pour  ce  même 
point  (a,  è,  c)  que  Von  supposerait  situé  sur  la  courbe. 

Considérons  d'abord   un    point  extérieur  à  la  courbe 
(Jig»6)y  et  soit  («1,  &i,c,)  le  point  de  contact  de  Tune  quel- 

Fig.  6. 
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conque  des  tangentes  issues  de  ce  point.  L'équation  de 
cette  tangente  pourra  s'écrire 

\t')  ^./;(A,  B,  C)  ^-  b,/;  +  r./^^o, 

et  comme  le  point  (a,  t,  c)  appartient  à  cette  tangente, 
Ton  aura 

«./;(«, ^r)H-ô,/;-+-r,y;:  =  o. 

Or  cette  égalité  exprime  que  la  droite 

(P)  A/^(«,^r)-t-B/;-f-C/;  =  o 

contient  le  point  de  contact  (a^^  &i,  Cj)  de  chacune  des  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  par  le  point  (a,  i,  c).  La  droite  (P) 
est  donc  la  corde  de  contact  de  ces  tangentes,  ou  la  polaire 
de  ce  point. 

Quelle  que  soit,  en  second  lieu,  la  position  intérieure 
ou  extérieure  du  point  (a,  fe,  c),  la  droite  (P)  est  le  lieu 
géométrique  des  points  de  concours  des  tangentes  me- 
nées à  la  courbe  par  les  traces  sur  celle-ci  d^une  corde 
quelconque  issue  du  point  considéré  :  ou  la  polaire  même 
de  ce  point. 

Car,  si  (^1,^1,^1)  est  l'un  de  ces  points  de  concours 

2 
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[fis-  7)9  '^  corde  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce 
point  sera  représentée  par  Téquatioii 


(p) 


A/;(«.,  i.,c.)+B/;_+c/;=o, 


que  l'on  peut  ordonner  par  rapport  à  n,,  ft,,  Cj  de  celte 


manière 


(P') 


«./;(A,B,C)4-^./^'4-c. /'  =  o. 


Et  puisque  cette  corde  passe  par  le  point  («,  ft,  c),  on  a 


Fig.  7. 


/ 


■^ 


r 


/ 


/  ^ 


/ 


Or  cette  égalité  exprime  que  la  droite 

(P)  A/;(«,6,c)+By;'  +  c/;=o 

passe  par  chacun  des  points  de  concours,  tels  que  («i ,  ii ,  c,). 
La  droite  représentée  par  cette  équation  est  donc  le,  lieu 
géométrique  de  ces  points  de  concours,  ou  la  polaire  du 
point  (a,  i,  c). 

14.  Véqualion  de  la  polaire  irun  point  quelconque 
[dy  b^  C,  ^v)'  P^''  ^^^ppovt  à  une  courbe  du  second  ordre 
représentée  par  Péquation  homogène 

/(A,  B,  C,  D,...)=o, 

est  identique  à  V équation  de  la  tangente  pour  le  point 
(<7,  è,  c,  d,,..)  que  Poti  supposerait  situé  sur  la  courbe;  et 
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peut  s'écrire  indifféremment 

Ay;  [a,  b,  c,  d, . . . )+  B/;  +  cy;  +  d/;  + . . .  =  o, 

ou 

a/l  (A,  B,  C,  D, .  .  .)  4-  bf^  -+-  c/^  -h  r//^  +  .  .  .  =  o. 

La  démonsiration  ne  diffère  en  rien  de  la  première,  et 
repose,  comme  celle-là,  sur  ridenlité  des  deux  formes  pré- 
cédentes pour  toute  fonction  homogène  et  du  second  de- 
gré, /i  d'un  nombre  quelconque  de  variables  A,  B,  C,  D, . .. 

15.  La  polaire  du  point  (a,  i),  par  rapport  au  système 

de  deux  droites 

AB=o, 


sera  donc 


ou 


A^  -f-Bfl=:0, 


A       B 

--l--=:o: 
a        b 


A        B 
la  polaire  et  la  droite -==0,    menée   du  pôle    au 

point  de  concours  des  deux  proposées,  sont  hamionique- 
ment  conjuguées  par  rapport  au  système  de  ces  droites, 

§  in.  —  Des  coordonnées  polyédriques  d\ni  point  mo- 
bile rapporté  à  un  nombre  quelconque  de  plans  fixes. 
Équation  du  plan, 

16.  La  situation  d'un  point  quelconque  de  l'espace,  dé- 
finie dans  le  système  cartésien  par  les  distances  x^j^  z  de 
ce  point  aux  plans  des  faces  d'un  irièdre  fixe,  peut  encore 
être  définie  d'une  manière  plus  générale  par  les  distances 
A,  B,  C,  D, . . .  du  point  considéré  aux  plans  des  faces  d'un 
polyèdre  quelconque  que  l'on  dit  de  référence.  Ces  dis- 
tances sont  alors  les  coordonnées  polyédriques  du  point,  et 
leurs  signes  sont  tels,  d'ordinaire,  que,  toutes  négatives  par 
exemple  pour  un  point   intérieur   au   polyèdre  de  réfé- 

2. 
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rence,  chacune  d'elles  passe  par  zéro  et  change  de  signe, 
lorsque  le  point  considéré  atteint  et  dépasse  le  plan  de  la 
face  correspondante  du  polyèdre. 

17.  Si  les  plans  de  ces  diverses  faces  sont  eux-mêmes 
représentés,  par  rapport  à  un  certain  système  d'axes  ox^ 
oy,  oz,  par  des  équations  telles  que 

les  coordonnées  polyédriques  du  point  (xi,  )  i,  ^i)  ne  seront 
autres  que  les  nombres 

résultant  de  la  substitution  des  coordonnées  cartésiennes 
de  ce  point  dans  les  fonctions  A,  B,  C,. . .  relatives  aux 
plans  des  diverses  faces  du  polyèdre  de  référence  ;  et  leurs 
signes  varieront,  avec  la  position  de  ce  point,  conformé- 
ment à  ce  théorème  : 

Les  coordonnées  de  de iix  points  distincts  1,2,  substi- 
tués dans  la  fonction  d'un  plan 

A  =:z  ax  -^  by  -h  cz  -^  d  z=  o  j 

lui  font  acquérir  des  valeurs  ax^  4-  i/i  4-  czi  -i-  d , 
aXt-^-fyi-^  cz^-\-  d^  de  même  signe  ou  de  signes  con- 
traires, suivant  que  les  points  considérés  sont  d^un  même 
côté  ou  de  part  et  d'autre  de  ce  plan. 

18.  Si  le  irièdre  des  axes  auxiliaires  oXy  oj^  oz  est  tri- 
rectangle,  et  si  les  fonctions  A,  6,  C,  D,  • . .   sont  de  la 

forme 

A  =  .r  cos  0L-\-  jr  cos  p  -f-  z  COS7  —  u , 

B  =  j:cosa'-}-/cosp'-f-  zcosy'  —  ^'> 


les  coordonnées  polyédriques  Ai,  Bi,  Cj,...  d'un  point 
quelconque  mesurent  ses  distances  orthogonales  aux  plans 
des  diverses  faces  du  polyèdre;  chacune  de  ces  dislances 
étant  :  positive  pour  un  point  situé  du  côté  opposé  à  Fori- 
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gîne  o  par  rapport  au  plan  de  chacune  de  ces  faces;  néga- 
tive pour  un  point  situé  du  même  côté  que  l'origine  dont 
les  coordonnées  o  =  x  =:y  =  z  font  acquérir  à  toutes  ces 
fonctions  des  valeurs  négatives  —  tr,  — n', . . . 

19.  Les  coordonnées  polyédriques  d'un  point  ne  sont 
pas  indépendantes  les  unes  des  autres  ;  mais,  dès  que  trois 
d'entre  elles  sont  données,  toutes  les  autres  en  résultent. 

Par  exemple,  les  coordonnées  léiraédrîques  (et  orthogo- 
nales) A,  B,  C,  D  d'un  point  quelconque  m  sont  liées  par 
la  relation 

dans  laquelle  a,  6,  c,  det\  désignent  les  aires  des  faces  et 
le  volume  du  tétraèdre  de  référence.  C'est  ce  qui  résulte  de 
l'égalité 

pyramide  wBCD  -^  /wCDA  -H  mDAB  -f-  /w  ABC  ~  pyr.  ABCD. 

L'expression  a  A  H-  iB  -h  cC  -+-  dD,  où  le3  lettres  a,  i, 

c,   d   conservent  la  signification    précédente,    n'est  donc 

qu'une  fonction  apparente  des  trois  variables  x^  j<,  z\  et 

l'équation 

«  A  -h  ^B  -f-  cC  -h  r/D  :=  o 

se  réduit,  en  réalité,  à  une  constante  égalée  à  zéro  : 
3V=o. 

20.  Toute  équation  du  premier  degré  par  rapport  aux 
coordonnées  polyédriques  d'un  point  est  aussi  du  premier 
degré  par  rapport  aux  coordonnées  oc^  j^  z  du  point  mo- 
bile, et  représente  un  plan, 

21.  Réciproquement,  un  plan  quelconque  peut  être  re- 
présenté par  une  équation  linéaire  vu/wniogène  delà  forme 

/7iA4-/îB-l-;>C-l-^D-f-...=  o. 

Ce  mode  de  représentation  étant  d'ailleurs  unique,  ou  sus- 
ceptible d'une  infinité  de  déterminations,  suivant  que  l'on 
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y  emploie  un  léiraèdrc  de  référence,  ou  un  polyèdre  quel- 
conque. 

Dans  le  cas  d'un  tétraèdre  [fig,  8),  l'équaiion  prëcédenle 

Fig.  8. 


^/ 


r  :  '       \ 

l      \ 


résulterait  de  rélimination  des  constantes  V,  V  entre 
l'identité 

(r)  —  flA—  ^B  — cC--^D=::3V, 

€t  l'équation  que  Totj  obtient  en  faisant  II  =  o  dans  la  re- 
lation 

relation  existant  entre  les  dislances  orthogonales  A,  B,  C, 
D  et  R  d'un  point  quelconque  aux  faces  du  tétraèdre  de  ré- 
férence, ou  au  plan  considéré  R  \  et  dans  laquelle  rz',  b\  c', 
rf,  /■  et  V  désignent  les  aires  des  faces  el  le  volume  du  tronc 
de  pyramide  détaché  par  ce  plan  dans  le  tétraèdre. 

22.  Si  le  plan  R  ==  o  passe  par  l'un  des  sommets  (A.B.C) 
du  tétraèdre  de  référence,  les  deux  équations  équivalcnies 

Rnz'o     et     ///A-f- «B -f-/?C  — o 

entraînent  l'identité 

wA-|-/iB-h/?C-t-rR^o. 

//  existe  donc  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
les  distances  d'un  point  quelconque  de  V espace  à  quatre 
plans  qui  concourent  en  un  même  point. 
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23.  L'équalion 

aX-^bB  -hcC-\-  dD=:o, 

où  a,  i,  Cy  d  onl  la  même  signification  qu'au  n°  19,  se  ré- 
duit à  une  constante  égalée  à  zéro.  Ce  sera  donc  exprimer 
le  parallélisme  de  deux  plans  que  d'exprimer  qu'une  com- 
binaison de  leurs  équalîons  se  réduit  à  l'équation  précé- 
dente. Et  Ton  peut  dire  que  deux  plans  quelconques,  pa- 
rallèles entre  eux,  se  coupent  suivant  une  droite  située 
dans  le  plan  à  /'//?/?/«  représenté  par  l'équation 

§  IV.' —  De  Véqualion  du  plan  tangent  en  un  point  d'aune 
surface  algébrique  rappoitée  à  un  nombre  quelconque 
de  plans  fixes. 

24.  Soient  d'abord 

o  — A=zB=rC  — D 

les  plans  des  faces  du  tétraèdre  de  référence, 

> 

(S)  /(A,  B,  C,  D)=zzo 

la  surface  donnée  5  et 

(i)  /(A,  B,  C,  D)  =  o,     (p(A.  B,  C,  D)z=zo 

les  équations  respectivement  homogènes  à^wxie  courbe  pas- 
sant par  le  point  que  Ton  considère,  et  située  tout  entière 
sur  la  surface.  Une  corde  variable,  menée  de  ce  point 
(rt,  i,  c,  rf)  à  un  point  voisin  («  -h  à a^  b  -f-  àb^ .  .  .)  pris 
sur  la  même  courbe,  peut  être  représentée  d'une  infinité 
de  manières  par  un  système  d'équations  telles  que 

(2)  wA-h  «B-h/;C -h  <7D  z=o,     ^uA -h  vB  + wC -f  x'^  =  o> 

dont  les  huit  paramètres  seront  seulement  assujettis  aux 
quatre  conditions 

ma  -\-  nh  '\-  pc  -f-  qd  mi  o,      \La  -4-  v ^  -t-  o c  -}-  yd  =  o, 
mSa-hriâb  -i-  p8c  -\-  q^d=zO',     \i.èa  -h  v^/^ -h  cr^cH-x^rf— o; 
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or,  les  coordonnées  tétraédriques  A,  B,  C,  D  d'un  point 
quelconque  de  Tespace  étant  des  fonctions  déterminées  des 
coordonnées  recli lignes  z,  j^  x  du  même  point  ;  les  coor- 
données tétraédriques  a,  J,  c,  d  d'un  point  quelconque  de 
la  courbe  (i)  sont  des  fonctions  déterminées  de  l'abscisse  x 
de  ce  point,  et  leurs  dérivées  respectives  a',  i', ...  par 
rapport  à  x  sont  pareillement  déterminées.  Si  donc  on 
désigne  par  dx  l'accroissement  de  l'abscisse  x  dans  le 
passage  du  point  particulier  (a,  £,  c,  d)'  au  point  voisin 
(a  -h  cfa,  i-hcîfc,...),  on  verra  que  les  conditions  imposées 
aux  coefficients  des  équations  de  la  corde  qu'ils  déterminent 
peuvent  être  remplacées  par  celles-ci  : 


ma  H-  nb 

-^  pc  4-  dq  : 

-o, 

'^a 

■4-v6 

-htDC-f-  x«i; 

_o, 

+ 

db 

6x 

6c 

6d 

6x 

o, 

6a 

m  — 

6x 

6a  6b  6c  6d 

^6i'^^'6^-^''6^'^^'6^  =  ''' 

De  là,  en  imaginant  que  dx  décroisse  indéfiniment,  et 
passant  à  la  limite  \  on  voit  que  la  tangente  au  point 
(rt,  è,  c,  d)  de  la  courbe  considérée  sera  représentée  par 
l'ensemble  des  équations  (a),  si  les  coefficients  qui  y  figu- 
rent satisfont  aux  conditions  suivantes  : 

(  3  )  am  -+■  bn  -{-  cp  -^  dq  =o, 

(4)  ail  ~\- by  -{- czj -{- dy:=  o, 

(5)  a  m  4-  b'n  +  c'p  -h  d'q  =  o, 

(6)  a'it-\- b'v -hc'u -hd'y  =  o.      ' 

Mais  le  point  (a,  i,  c,  d)  appartenant  à  chacune  des 
deux  surfaces  (i),  on  a  les  égalités 

/[a,  b,  r,  ^)  =  o,     <p  (a,  b,  c,  d)  —  o, 

que  l'on  peut  écrire,    d'après  le  théorème  des  fonctions 
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homogènes , 

(3'  )  a/;  (n,  b,  c,  d)  +  hfl  +  cfl  -^  df^  =  o, 

(4')  ^?1(^»  ^>,Cyd)-^  h^^^c^^  -^rd^^—0. 

Le  point  variable  (a  +  Ja,  i  -f-  Ji,. . .)  appartenant 
do  même  à  chacune  de  ces  surfaces,  on  a  aussi 

f{a-\-èa,  b-hêb,,.  ,) —/(a,  b,.  . ,) 
ï^ =  °' 


(f[a-]-êaf  b  -\-  Sb,.,  ,)  —  y(«,  ^,..  .) 


=rO; 


d'où,  en  passant  à  la  limite  et  prenant  les  dérivées  d'après 
la  règle  relative  aux  fonctions  composées , 

(5')      «'/;  («»,  b,  c,  d)  +  6'/;  4-  «'/;  +  rf'/;  =  o, 

(6')        a'f'Ja,  b,  c,  d)  +  fc>;+  c>;  +  rf>;,  =  o. 

Or,  si  Ton  compare  maintenant  les  équations  (3),  (4)i 
(5),  (6)  aux  égalités  correspondanles  (3'),  (4'),  (5'),  (6'), 
on  voit  que  l'on  passe  des  unes  aux  autres  en  substituant 
aux  inconnues 

qui  figurent  dans  les  premières,  les  nombres 

Ces  nombres  forment  donc  l'un  des  systèmes  de  valeurs 
que  l'on  peut  attribuer  à  ces  inconnues,  et  leur  substitu- 
tion dans  les  équations  (2)  donne  définitivement 

(  A/;  (a,  b,  c,  d)  +  B/;  +  c/;  -h  d/j  -o, 

(^^      (  A^>By;  +  C7;H-Dy',=o. 

Telle  est,  pour  le  point  (a,  i,  c,  ^),  la  tangente  à  la 
courbe  d'intersection  des  deux  surfaces 

/(A,B,C,  D)=o,     <p  (A,  B,  C,  D)  =  o. 

Et  si,  conservant  le  point  (a,  &,  c,  d)  ainsi  que  la  première 
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de  ces  surfaces,  on  fait  varier  la  seconde;  on  voit  que  le 
lieu  de  toutes  ces  jLangeiites  est  le  plan  représenté  par 
Téquation 

A  /;  {a,  b,  c,  cl)  +  B/; + c/;  -+-  d/;  =  o. 

25.  Si  Ton  substitue  au  tétraèdre  précédent  un  polyèdre 
quelconque,  on  passera  de  la  même  manière,  et  par  utie 
démonstration  identique,  de  l'équation  homogène  de  la 
surface  à  celle  du  plan  tangent  on  l'un  quelconque  de  ses 
points. 

26.  Applications,  —  Soient,  avec  dix  coefficients  ho- 
mogènes ou  neuf  rapports  arbitraires, 

/(P.»  P2,  Ps,  P4)  =  V  >'..  p;  +  2y\„p.  p. = o, 

l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  rapportées, 
en  vue  d'une  meilleure  notation,  au  télraèdre 

o  =  P,  zrr  P2  nz  P3  =rr  F,  ; 

et 

(T)    P. /;  (7^,,  p.y.p^, ih)  4-  p,/;  -+-  p^y,;  +  p. /;  ==  o, 

ou  en  développant 

[t]  y    Xm/?,  p,  +^y    ^.2(/?.Pa-H/^aP.)  =  0, 

l'équation  du  plan  tangent  pour  le  point  (pi^  Ptf  pi^  Pk) 
de  la  surface.  Comme  cette  dernière  équation  (t)  est  évi- 
demment symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  cou- 
rantes Pi, . . .  ,P4  et  à  celles  pi, . .  .  ,/^4  du  point  de  contact, 
il  en  est  de  même  de  la  précédente  (T)  ;  et  l'équation  du 
plan  tangent  peut  aussi  s'écrire 

(T')  /.,/;_  (p„  p„  P3,  p,)  +;,,/; +;,,/;^ +;,,/;=:  o. 

27.  L^équation  t/e/plan  polaire  d'un  point  quelconque 
de  l* espace  (/?!,•••  9^*)  J^^^'  rapport  à  une  surface  du 
second  ordre  est  identique  à  V équation  du  plan  tangent 


r 
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pour  le  même  point  regardé  comme  appartenant  à  la  sur- 
face (/^.  9). 

J. 


/ 


•  ■  ••h 

Que  le  point  considéré  soit  d'abord  extéiieui\  et 
soit  (tj,,.. .,«74)  le  point  de  contact  de  l'un  quelconque  des 
plans  tangents  menés,  de  ce  point,  à  la  surface.  L'équalion 
de  ce  plan  pourra  s'écrire 

(T.)    i^./p^(p.,...,P4)-h^./p,-+-nT3/;^+BT,/;^==o, 

et  puisqu'il  passe  parle  point  (/7,,. .  mPO?  ^"  ^^^^ 
Or  celle  égalité  exprime  que  le  plan 

1  '1  '8  4 

contient  le  point  de  contact  (cti,.  .  .,^4)  de  l'un  quelconque 
des  plans  tangents  issus  du  point  considéré  (/^i,. .  •,^'4)» 
L'équation  (P)  représente  donc  le  plan  de  la  courbe  de 
contact  du  cône  circonscrit  à  la  surface  et  ayant  pour  som- 
met le  point  [p\^"*'iPk)  '  ou  \e  plan  polaire  de  ce  point. 
Quel  que  soit  enfin  le  point  (^1,.  .  -^/u)?  inténeur  ou 
extérieur^  Téqualion  (P)  représente  le  lieu  géométrique  des 
sommets  des  cônes  circonscrits  a  la  surface  suivant  les  sec- 
tions déterminées  dans  celle-ci  par  les  divers  plans  issus  du 

Fig.  10. 
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/ 

i 

■1 

point  (/^i,.  .  .,/^4)»  ou  le  plan  polaire  de  ce  point  (Jig-  10) 


I 


I 
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Car  si  (cti,  . . . ,  CT4)  est  Fun  de  ces  sommets,  le  plan  de 
la  courbe  de  contact  du  cône  correspondant  et  de  la  surface 
sera  représenté  par  Téquation 

que  Ton  peut  ordonner,  par  rapport  à  o,, .  . . ,  U4,  de  celle 


manière 


(F')        «^,/p^(P.,...,P,)-f-T5,/p^-4-03/p'^--hcT,/p^=o. 

Et  comme  ce  plan  doit  passer  par  le  point  (p^^,  ,  ,p!,)^ 
on  a 

Or  cette  égalité  exprime  que  le  plan 

p./,.'.(/^.»--->/^4)-HP./;^-i-P3/;^-4-p,/;^=o 

passe  par  chacun  des  sommets  tels  que  (cji,. . ., t74).  Le 
plan  représenté  par  cette  dernière  équation  est  donc  le  lieu 
géométrique  de  tous  ces  sommets,  ou  le  plan  polaire  du 
point  (/;,,..., /74). 

28.  Une  surface  du  second  ordre  étant  définie  relatif 
v^ement  à  un  polyèdre  quelconque  (Pi,P,,...,  P„),  par 
r équation  homogène 

/(P.,P„...,P„)i=o  : 

le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  (/?i,  pj, .  .  »^Pn)^ 
par  rapport  à  cette  surface,  est  encore  représenté  par 
l'une  ou  l'autre  de  ces  équations 

(p)  p./;  +  p,/;+...+p„/;^=o, 

ou 

(P')  Pifp-^  '  "  H-/«/p  =0. 

La  démonstration,  fondée  sur  l'identité  des  deux  for- 
mes (P),  (P')  dans  le  cas  d'une  fonction  du  second  degré, 
est  identique  à  la  précédente. 
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29.  Le  plan  polaire  du  polut  (a,  b)^  par  rapport  au 
système  de  deux  plans 

AB=:0, 

sera  donc 

.7       «  A        B 

Au  -hBa  z=zo     ou f---  =  o. 

a         o 

A       B 

Le  plan  polaire,  et  le  plan a  ^^  ^  mené  du  pôle  à  l'in- 
tersection des  deux  proposés,  sont  harmoniquemeut  con- 
jugués par  rapport  au  système  de  ces  plans. 

§  V,  —  Des  coordonnées  iangentielles  d'aune  droite  ou 
d^un  plan  mobile  rapportés  aux  sommets  d^un  poly- 
gone plan  ou  gauche, 

30.  La  connaissance  du  mouvement  d'une  droite  qui  se 
déplace  dans  un  plan  fixe  suivant  une  loi  quelconque,  sup- 
pose que  l'on  soit  en  état  de  construire  cette  droite  à  une 
époque  quelconque  de  son  mouvement.  Les  données  numé- 
riques qui  permettent  cette  construction  sont  dites,  en  gé- 
néral, les  coordonnées  àe  la  droite  mobile^  et  seront  ici, 
d'une  manière  spéciale,  les  distances  A,  B,  C  ...  de  celte 
droite  à  un  nombre  quelconque  de  points  fixes  A,  B,  C,... 
situés  dans  le  plan  de  la  figure  :  ou  seulement  les  nombres, 
positifs  ou  négatifs,  A  :  B  :  C  : . . .  qui  mesurent  les  rapports 
de  toutes  ces  distances,  moins  une,  a  Tune  d'entre  elles.  Le 
mouvement  général  de  la  droite  sera  d'ailleurs  défini  par 
une  relation  quelconque 

C 


/B     C 


entre  ces  rapports,  ou  par  une  équation  homogène  quel- 
conque 

/(A,B,C,...)  =  o 

entre  ces  distances. 

Comme  la  droite,  dans  son  mouvement,  roule  en  gêné- 
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rai  sur  une  certaine  courbe  à  laquelle  elle  ne  cesse  point 
d'être  tangente,  et  qui  est  dite  son  ejweloppe ;  Téquation 
précédente,  à  l'aide  de  laquelle  on  pourra  construire  autant 
de  tangentes  que  Ton  voudra  de  celte  enveloppe^  en  est 
dile  V équation  tangeniielle, 

31.  Le  mouvement  d'un  plan  dans  l'espace  donne 
lieu  à  des  définitions  toutes  semblables.  Les  distances 
A,  B,  C,  D, . . .  du  plan  mobile  à  un  nombre  quelconque 
de  points  fixes,  ou  seulement  les  rapports  A  !  B  :  C  :  D  : . . . 
de  toutes  ces  uistances,  moins  une,  à  l'une  d'entre  elles, 
sont  encore  les  coordonnées  de  ce  plan  dont  le  mouvement 
demeure  défini  par  une  relation  quelconque 

./B     C     D  \ 

entre  ces  rapports,  ou  par  une  équation  quelconque,  mais 

homogène 

/(A,B,C,  D,...,)z=o 

entre  ces  distances. 

Et  comme  ce  plan  roule  en  général,  durant  tout  son 
mouvement,  sur  une  certaine  surface  à  laquelle  il  ne  cesse 
pas  de  demeurer  tangent  et  qui  est  dite  son  en\>e1oppe ; 
l'équation  précédente,  à  l'aide  de  laquelle  on  pourra  con- 
struire les  divers  plans  tangents  de  celte  enveloppe^  en  sera 
dite  encore  V équation  tangentielle. 

32.  Toute  équation  linéaire  et  homogène  entre  les  coor- 
données d'une  droite,  ou  d^un  plan  mobile^  représente  un 
point  (Mœbius)^  ce  qui  veut  dire  que  toutes  les  droites  et 
tous  les  plans  dont  les  coordonnées,  ou  les  distances  aux 
divers  points  fixcs^  satisfont  à  une  telle  équation,  passent 
par  un  point  déterminé,  et  que  l'on  dit,  dans  ce  sens,  re- 
présenté par  cette  équation. 

La  théorie  géométrique  du  centre  des  distances  propor- 
tionnelles, ou  du  centre  de  grav^ité,  conduit  naturellement 


I 


I 
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à  celle  proposition.  Pour  la  vérifier  à  ^n'on,  désignons  par 

(l)  a.T-^Pjr  -\-y  ==  O 

OU 

(i')  (XX  -4-  Pj  -hyz  -{-  $  =  o 

l'équation  en  coordonnées  rectiligncs  ordinaires  de  ia 
droite  ou  du  plan  mobile  5  et  soient  J^i,  jKi  )  ^îv/s»  •  •  ">  ^" 
•^n  7"iî  ^1  î  -^î)  J'j*  -^ïî  •  '')  Jfis  points  fixes  de  référence. 
Nous  aurons,  par  hypothèse, 

y    >,(a.ri-|-pj. +  7)==o,    >    X,(a.r,  H-Pj, -4-73, +  d^)  =  o, 

OU,  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  aux  paramè- 
tres variables  a,  j3,  .  . . , 

^/i  ^n  ^n 

(2)  a\    >,jp,  -f-p>    ^1^1  +  7/^  >i  =  o, 

^n  ^«  Y^n  ^M 

(2')       a  >    >,a:,  H-  p  >    ^,  j,  -f-  7  >    >,  z,  -h  O    ^»  =  «• 

De  là,  par  réliminalion  du  paramètre  y  entre  l'équation  (1) 
et  l'égalité  (2),  du  paramètre  d  entre  Téquation  fi')  et 
l'égalité  (2')',  les  équations  (i),  (i')  de  la  droite  ou  du  plan 
mobile  pourront  s'écrire  définitivement 


Or  il  est  clair  maintenant  que  la  droite  tourne  autour  du 
point  représenté  par  les  équations 


X  — • —  9         Y  


et  le  plan  mobile  autour  du  point 


-,  A|  .r,  2.,  A|  7,  ^ i,  A|  o, 

2,  A|  £|  A|  i,  Al 
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33.  Chacun  de  ces  points  disparaît  à  l'infini  dans  une 
direction  déterminée 

si  la  somme  algébrique  des  coefficients  ^i. .  .  . ,  A„  est  c'gale 


k  zéro  : 


1 


n 

>i  =  O. 
i 


La  droite  mobile  se  déplace,  dans  ce  cas,  parallèlement  à 
elle-même;  et  le  plan  mobile,  parallèlement  à  une  droite 
fixe. 

34".  Réciproquement  il  existe  une  relation  linéaire  et 
homogène  entre  les  coordonnées  de  toutes  les  droites  ou 
de  tous  les  plans  issus  d^un  même  point.  En  d'autres 
termes,  un  point  quelconque  M  peut  être  représenté  par 
une  équation  linéaire  et  homogène  entre  les  coordonnées 
(tangentielles)  d'une  droite  ou  d^un  plan  mobile 

flA-i- ^B -+-cC  =  o     ou     «AH- ^B -hcCH- É?D=:o. 

Soient  d'abord,  dans  le  cas  d'une  figure  plane,  A,  B,  C 
les  trois  points  de  référence  et  M  {fig*  ii)  le  point  consi- 

Fig.  II. 
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déré.  Menons  la  droite  MA  qui  coupe  en  A'  la  droite  BC,  et 
désignons  par  A,  B,  C,  M,  A'  les  distances  des  points  de 
même  nom  à  une  droite  menée  dans  le  plan  de  la  figure. 

Les  distances  des  points   en  ligne  droite  M,  A  et  A'; 
ou  A',  B  et  C,  à  une  droite  quelconque  étant  liées  par  une 
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relation  linéaire  et  homogène,  on  aura 

wM  -+-  flA-h  û'A'  =  o, 
—  a'A'-f-ôB-hcC  =o; 

et,  par  suite, 

/wM-h/îAH-  bB  -hcC  =  o. 

Les  distances  de  quatre  points  situés  dans  un  même  plan  à 
une  droite  quelconque  de  ce  plan,  ou  à  un  plan  quelconque, 
sont  donc  liées  par  une  relation  linéaire  et  homogène.  De 
là,  en  supposant  que  la  droite  considérée  passe  par  le 
point  M,  la  relation  qu'on  voulait  établir  : 

«A-f-  ^B  -h  cC  =  o, 

Passant  en  second  lieu  au  cas  général  où  les  points  de 
référence  et  le  point  M  sont  situés  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  nous  joindrons  le  point  M  (Jig*  12) 

Fig.  12. 

1  ■• 
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^^/ 


à  l'un  des  quatre  points  de  référence  A,  par  une  droite  qui 
rencontre  le  plan  BCD  des  trois  autres,  suivant  le  point  A'. 
Et  nous  aurons,  entre  les  distances  à  un  plan  quelconque, 
d'abord  des  trois  points  en  ligne  droite  M,  A,  A',  ensuite 
des  quatre  points  situés  dans  un  même  plan  A',  B,  C,  D, 
les  relations 

/wM-f-aA4-a'A'=:o, 

—  a'k!  -h  6 B  4-  cC  4-  rfD  =  o  ; 
entre  lesquelles  éliminant  A',  il  vient 

wM-hflA-f-  ftB-f-rC  -4-rfD  =  o. 
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De  là,  en  supposant  que  le  plan  considéré  passe  par  le 
point  M,  la  relation  que  Ton  voulait  établir  : 

aA-hbB-^cC-hdJ>  =  o. 

35.  Il  résulte  implicitement  de  cette  démonstration,  ou 
plus  explicitement  de  celle  du  n^  32,  que  deux  quelconques 
des  coordonnées  d'une  droite  (ou  d'un  plan)  sont  de  même 
signe  ou  de  signes  contraires^  suivant  que  les  points  de  ré- 
férence correspondants  sont  d'un  même  côté  ou  de  part  et 
d'autre  de  cette  droite  (ou  de  ce  plan). 

36.  Ainsi  l'équation 

AH-B  =  o 


représentera  le  point  milieu  du  segment  ÂB,  cl  l'équation 

A  — BrrrO 


le  point  à  l'infini  dans  la  direction  AB. 

37.  Toute  combinaison  linéaire  et  homogène  des  équa- 
tions de  deux  points  représe^ite  un  nouveau  point  situé  sur 
la  droite  qui  réunit  les  deux  premiers. 

L'équation  (i)77zM  H-ziN  =  o  est  effectivement  satis- 
faite par  la  double  substitution  o=M  =  N.  L'une  des 
droites  ou  l'un  des  plans  issus  du  point  représenté  par  IV- 
quation  (i)  passe  donc  en  même  temps  par  chacun  des 
points  représentés  par  les  équations  M  =  o  et  N  =  o. 

38.  De  même,  dans  l'espace,  toute  combinaison  linéaire 

et  homogène 

/wM4-«N  -hpV=zo 

des  équations  de  trois  points  représente  un  nouveau  point 
situé  dans  le  plan  défini  par  les  trois  premiers. 

§  VI.  —  De  l'équation  du  point  suii^ant  lequel  une  droite 
ou  un  plan  mobile ,  rapportés  à  un  nombre  quelconque 
de  points  fixes  j  touchent  leur  enveloppe, 

39.  Soit,  en  premier  lieu, 

(o)      •  /(A,B,C)  =  o 
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réquatîon  tangentielle  d^uoe  courbe  plane  quelconque,  ou 
la  relation  homogèue  existant  entre  les  distances  A,  6,  C 
des  trois  points  de  même  nom,  considérés  comme  points  de 
référence,  à  l'une  quelconque  des  tangentes  de  cette  courbe. 
L'une  de  ces  tangentes  étant  définie  par  ses  trois  coordon- 
nées a,  &,  c,  proposons- nous  d'obtenir  l'équation  de  son 
point  de  contact. 

Considérons,  à  cet  effet,  en  même  temps  que  la  tangente 
(a,  ft,c),  une  tangente  voisine  (a-h  da^  b-\-db^  c-h^c),  et 
soit 

l'équation  inconnue  du  point  de  concours  de  ces  tangentes, 
ou  la  relation  existant  entre  les  coordonnées  de  toute  droite 
issue  de  ce  point.  Deux  de  ces  droites  étant  les  tangentes 
(a,  i,  c),  [a  -H  da^  b  -H  5è,  c  +  6c)^  l'on  aura 

ma  -\-nb  -t-/?c=o,     m  (a  -{-$a)  -\-  n[b  -\-Sb)  -h  p{c  H-^f)  =  o, 

ou  encore 

ma -\- nb -\- pci=: Of 

m  Sa  -h  nSb  -hpSc=:  o. 

Mais,  puisque  la  coiirbe  que  nous  considérons  est  détermi- 
née, les  coordonnées  a,  fe,  c  de  chacune  de  ces  tangentes 
sont  des  fonctions  déterminées  d'une  même  variable,  par 
exemple,  de  l'abscisse  x  du  point  de  contact;  et  leurs  dé- 
rivées respectives  par  rapport  à  x,  a',  i',  c'  sont  pareille 
ment  déterminées.  Les  coefficients  m,  n,  p  peuvent  donc 
être  définis  par  les  équations 

ma  -\-  nb  -^  pc  =zOy 
Sa  $b  Se 


Sx  Sx  Sx 


De  là,  en  imaginant  que  dx décroisse  indéfiniment,  et  pa$-> 
sant  à  la  limite,  on  voit  que  la  limite  du  point  d'intersec- 
tion de  deux  tangentes  consécutives,  ou  le  point  de  contact 
de  la  tangente  [a^byc)  sur  son  enveloppe  sera  représenté 

3 
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par  réquation 

(i)  A/w -4- B/i -+- Cjo  — o 

si  les  coefficieats  m,  /î,  p  sont  choisis  de  manière  à  vérifier 
les  équations 

(  2  )  am  -{-  bn  -h  cp  :=:  o  y 

(3)  a'in-{'b'n-\'c'p=no. 

Or,  la  droite  (a,  fe,  c)  étant  riiue  des  tangentes  de  la 
courbe  proposée  (o),  on  a  Tégalité 

f[a,b,c):=o, 
que  l'on  peut  écrire,  la  fonction^ étant  homogène  : 

(2')  afJa,b,c)^bfl^cf^=o. 

La  droite  [a  -h  Ja,  b  4-  5è,  • , .  )  étant  une  autre  tangente 
de  la  même  courbe,  on  a  cette  autre  égalité 

f(a  -hSa,  b-^  $b,  c  -h  Se)  —/{a,  by  c)  __ 

d'où,  en  passant  à  la  limite,  et  prenant  la  dérivée  d'après 
la  règle  relative  aux  fonctions  composées, 

(3')  a'/'(a.b,c)+b'/;^-h.^f^=0. 

Si  l'on  compare  maintenant  les  équations  (2)  et  (3)  aux 
égalités  correspondantes  (2')  ,  (3'),  on  voit  que  l'on  peut 
passer  des  unes  aux  antres  en  remplaçant,  dans  les  pre- 
mières, les  inconnues  m,  «,  p  respectivement  par  les  nom- 
bresy  yf'  <if' .  Ces  nombres  forment  donc  l'un  des  sys- 
tèmes de  valeurs  que  l'on  peut  attribuer  h  ces  inconnues, 
et  leur  substitution  dans  l'équation  (i)  donne  enfin 

(2')  A/;(/7,6,c)  +  B/;  +  cy;'  =  o. 

Tel/e  est  Véqiiafion  du  point  de  contact  de  la  tangente 

(a,b^c). 

40.   Le  nombre  des  points  de  référence  étant  quel- 


PRÉLlMIlSAlftES.  37 

conque^  et  r équation  tangenlielle  de  la  courbe 
(o')  /(A,B,C,D,...)==o 

demeurant  homogène^  le  point  de  contact  de  chaque 
tangente  (a,  ft,  c,  «?,..,)  est  encore  représenté  par 
l 'équation 

A/;  (a,  b,  ^,d,...)-h  B/;  -f-  c/;  4-  D/;  +  . . .  =0. 

(PLi}CK.Ea,  System  der  Analjt,  Geom.,  p.  119.) 

41.  Si  la  fonction  f  est  du  second  degré ^  la  courbe 
correspondante  est  de  la  seconde  classe  et  aussi  du  second 
ordre.  Dans  ce  cas  spécial,  Téquation  du  point  de  contact, 
symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  courantes  A,  B,  C 
et  à  celles  a,  &,  c  de  la  tangente,  peut  s'écrire 

[t)  a/;(«,6,c)4-b/;h-c/;=o, 

ou 

Et  si  a,  i,  c  désignent  les  coordonnées^  non  plus  d'une 
tangente,  mais  d^une  droite  tracée  arbitrairement  dans  le 
plan  de  la  courbe^  Vune  quelconque  des  équations  pré- 
cédentes représentera  encore  le  pôle  de  cette  droite  par 
rapport  à  la  courbe. 

Soient,  en  effet,  û,,  t,,  Cj  les  coordonnées  de  la  tan- 
gente menée  à  la  courbe  [Jig.  i3)  par  Tune  quelconque 

Fig.  i3. 
V 

n. 


r   „v 


4  A  »<^ 


dr  ses  traces  sur  la  droite  considérée  (^,  i,  r).  Le  point  de 
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contact  de  celte  tangente  sera  représenté  par  l'équation 

(O  «./;(A,B,c)H-ô./^-f-c,/^;=o, 

et  puisque  l'une  des  droites  passant  par  ce  point  de  con- 
tact est  la  droite  (a,  £,  c)  elle-même,  les  coordonnées  de 
celle-ci  vérifieront  l'équation  de  ce  point,  et  Ton  aura 

Or  cette  ég^ilité  exprime  que  la  tangente  (a,  i,  c)  est  l'une 
des  droites  passant  parle  point  représenté  par  Téquatiou 

ip)  A/;(«,6,c)  +  B/;-f-Cy^  =  o. 

Les  deux  tangentes  menées  à  la  courbe  par  ses  traces  sur 
la  droite  (a,  ft,  c)  passent  donc  l'une  et  l'autre  par  le  point 
représenté  par  cette  équation,  et  qui  n'est  autre  que  le 
point  de  concours  de  ces  tangentes  ou  le  pôle  de  la  droite 
(a,  b,c). 

Si  cette  droite  ne  coupe  pas  la  courbe,  le  point  représenté 
parTéqualion  précédente  est  encore  le  point  de  concours 
des  cordes  de  contact  de  toutes  les  couples  de  tangenles 
menées  à  la  courbe  parles  divers  points  de  la  droite  (a,  b,  c)^ 
ou  le  pôle  de  cette  droite. 

Car  si  ai,  &i,  c^  désignent  les  coordonnées  de  l'une 
quelconque  de  ces  cordes  de  contact,  le  pôle  p  de  cette 
corde  (fig>  i4)  pourra  être  représenté  par  Téquation 

(p)  «.  /;  (  A,  B,  C)  +  bj;^  +  cj;,  z=o. 

l'ig.  14. 
P  abc 


vt  comme  le  point  p  appartient,  par  définition,  à  la  droite 
(a,  i,  c),  les  coordonnées  de  celle-ci  doivent  vérifier  cette 
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équation,  et  Toii  a 

a,  f^  [a,  h,  c)  -h  bj[  -f-  cj[  =  o. 

Or  celte  égalité  exprime  que  toutes  les  cordes  de  contact 
(^1,  il,  Cl)  passent  par  le  point  représenté  par  Féquation 

Donc,  etc. 

42.  Le  pôle  d'une  droite  (a,  h)  par  rapport  à  une  co- 
nique évanouissante,  réduite  à  un  système  de  deux  points 

A,  B,  et  représentée  par  Téquation 

ABi=rO, 

n*est  autre  que  le  conjugué  harmonique,  par  rapport  à  ces 
deux  points,  de  la  trace  de  la  droite  considérée  sur  la 
droite  qui  les  réunit.  L'équation  du  pôle  de  la  droite  {a^h) 

kb  -f-  B«=:o, 

obtenue  conformément  à  la  règle  précédente,  peut  s'écrire 

en  effet 

A      B 

a        0 

La  trace  de  la  droite  (a,  b)  sur  celle  (  AB)  qui  réunit  les  deux 
points  de  référence  a,  d'ailleurs,  pour  équation 

A       B 

r  =0, 

a        0 


mo- 


/  A         R  \ 

et  l'on  voit  que  les  deux  points  (  -  dz  j  ==  o  )  sont  har 

niquement  conjugués  par  rapport  aux  deux  points  de  réfé- 
rence A  et  B. 

43.  Nous  avons  admis  qu'une  courbe  de  la  seconde  classe 
est  aussi  du  second  ordre.  En  général^  toute  courbe  de  la 
jj^reme  dasse^  ou  à  laquelle  on  ne  peut  mener,  par  un  point 
quelconque,  plus  de  m  tangentes,  est  de  P  ordre  m  (m  —  i  ) . 

Pour   le  démontrer,    soient    a,  i,  c   les   coordonnées 
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d'une  droite  quelconque  située  dans  le  plan  de  la  courbe 

(o)  /(A,B,C)=ro. 

Considérons  L'un  quelconque  des  points  de  rencontre  de 
cette  droite  et  de  la  courbe,  et  soient  (voir  \stjig,  i3,  p.  87) 
^15  ^ij  ^1  les  coordonnées  de  la  tangente  en  ce  point^  repré- 
senté^ dès  lors,  par  Véquation 

La  droite  primitive  (a,  b^c)  passant  par  ce  point,  ses 
coordonnées  vérifient  cette  équation  5  l'on  a 

(0  «/!/«'*  ^'»  ^')  -*-  ^f'b,'^^fl,~^> 

et  puisque  les  coordonnées  a^,  ij,  Cj  forment  une  solu- 
tion de  Téquation  tangentielle  de  la  courbe^  Ton  a  égale- 
ment 

(2)  /(a„  A„c,)  =  o. 

Le  nombre  des  traces  de  la  courbe  proposée  sur  la  droite 
(a,  &,  c),  ou  le  nombre  des  tangentes  (ai,  ^1,  c^)  menées  à 
la  courbe  par  ces  différentes  traces,  est  donc  marqué  par 
le  nombre  m  [m  —  i)  des  solutions  communes  aux  équa- 

tions  (i)  et  (a)  :  Tune  du  degré  m  —  1  en  — *)  — ;  Faulre 
du  degré  m.  Donc,  etc. 

44.  Soit  enfin 
(i)  /(A,B,  C,  D)  =  o 

Véquation  tangentielle  rfune  surface  quelconque^  ou  la 
relation  homogène  existant  entre  les  distances  A,  B,  C,  D 
des  sommets  d^un  quadrangle  gauche  de  référence  à  Tun 
quelconque  des  plans  tangents  de  la  surface.  L'un  de  ces 
plans  étant  défini  par  ses  coordonnées  a,  &,  c,  d^  propo- 
sons-nous d'obtenir  Téquation  de  son  point  de  contact  t. 
Menons,   à  cet  effet,  par  ce  point  une  courbe  tt'  située 
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tout  entière  sur  la  surface  considérée  S;  et  soient 

(i)  /(A,  B,  C,  D)  =  o, 

(2)  (p(A,  B,  C,  D)  =  o 

les  équations  tangeulielles  homogènes  de  la  proposée  S 
et  de  la  développable  D  circonscrite  à  la  première  suivant 
la  ligne  commune  tt\  Désignons  par  a,  J,  c,  c?^  a  +  Ja, 
h  +  db^ ...  les  cordonnées  des  plans  tangents  communs  à 
l'une  et  à  l'autre  surface  aux  points  f,  t'  de  cette  ligne;  et 
cherchons  d'abord  les  équations  de  la  droite  TT'  commune 
intersection  de  ces  plans,  ou  de  deux  points  de  cette 
droite,  que  nous  pouvons  représenter  par  les  équations  in- 
déterminées 

(3)  km  -f-  B/z  -f-  Qp  -f-  D^  =  o, 

(4)  AfA-f-Bv  -i-Ccj4-Dx  =  o. 

Comme  chacun  des  plans  tangents  considérés  (a,  2»,  c,  J) , 
(a  -h  5a,. . .)  contient  la  droite  TT'  tout  entière,  et  passe 
dès  lors  par  chacun  des  points  (3)  et  (4)  de  celte  droite,  les 
coordonnées  de  ces  plans  doivent  vérifier  les  équations  pré- 
cédentes, et  les  coefficients  m,  /i, . . . ,  jut,  v, . . .,  jusqu'ici 
indéterminés,  doivent  satisfaire  à  ces  quatre  conditions 

am -h  bn -{- cp -h  dq  z=z  Oj  «p -|- èv -{- ctr -h  <i;^  =  G, 

mSa-\-n^b-hp3c-\-q3d  =  o,      p^a  +  v^6  H-cj^c -t-^^^^  ^' 

Or  les  plans  (a,  i,  c,  <i),  (a  -h  5a,. . .)  étant  menés  lan- 
gentiellement  à  une  surface  donnée  S  par  les  points  t^  t' 
d'une  courbe  déterminée  tracée  sur  celte  surface-,  les  coor- 
données a,  b,  c,  d  de  chacun  de  ces  plans  sont  des  fonctions 
déterminées  d'une  seule  variable  indépendante,  qui  sera, 
par  exemple,  l'abscisse  x  du  point  de  contact  correspon- 
dant :  et  leurs  dérivées  respectives  par  rapport  à  x  sont 
pareillement  déterminées.  Les   précédentes   équations  de 
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condition  peuvent  donc  être  remplacées  par  celles-ci 

am  -\-  hn-\-  cp  H-  dq  z=io^ 
tf  ft  -f-  ôv  H-  f  o  -h  i/;^  =  0  . 
$a  $b  èc  Sd 

9a  $b         $c  êd    __ 

3x^       Sx         Sx         Sx^ 

De  là,  en  imaginant  que  Sx  décroisse  indéfiniment,  el  pas- 
sant à  la  limite,  on  voit  que  la  limite  de  la  droite  TT'  sera 
représentée  par  les  équations 

(3)  A/w  H-B/i  -f-C/î-hD^  =  o, 

(4)  AfA  -hBv-hCcy+Dx  — o, 

si  les  coefficients  m,  w, .  .  . ,  fz,  v, .  .  . ,  satisfont  aux  condi- 
tions suivantes  : 

(5)  am  -\-  bn  -h  cp  -h  dq  =0, 

(6)  a^ -\-  bv  -h  cvj  -h  d'j^zzzOy 

(7)  a^m  ■+-  b'n  -+-  c' p  H-  d' q  =  0, 
(.8)  û'fA+^'v  -^c'x3-\-d'Y^  =  o. 

Mais  le  plan  (û,  ô,  c,  d)  étant  tangent  aux  deux  sur- 
faces (l)  et  (2),  ses  coordonnées  vérifient  leurs  équations; 
et  Fou  a  les  égalités 

/(rt,  b,  r,  ^)  =0,      ff[ay  by  c,  d)  =  0, 

« 
que  l'on  peut  écrire,  puisque  les  fonctions  y  et  y  sont  lio- 

mogènes,' 

(5')  a/l{a.b,c,d)-^bf^-^cf'^-^dr^^o, 

(6')  «fjfl,  b,  c,d)  +  ^,ç;-h  C(p;.-+-  //(p'^=o. 

Le  plan  [a  -h  da,  fe  -f-  J è. .  . .  )  étant  de  même  tangent 
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aux  deux  surfaces  (i)  et  (2),  Ton  a  aussi 


o, 


=0. 


as 


D'où,  en  passant  à  la  limite  et  prenant  les  dérivées  d'après 
la  règle  relative  aux  fonctions  composées, 

(7')     «'>!'(«>  ^  ^.  ^)  -^^vi-^cr,  +^'/j  =  0, 

(8')  a'<f'Ja,b,c,d)-hy<f'^-he'^'^-^d'^'^=o. 

Or,  si  Ton  compare  maintenant  les  équations  (5) ^  (6),  (7), 
(8)  aux  égalités  correspondantes  (5'),  (6'),  (7'),  (8'),  on 
voit  que  Ton  passe  des  unes  aux  autres  en  remplaçant,  dans 
les  premières,  les  inconnues 

//î,  /?,  /?,  q,     p,  V,  CT,  ^y 
respectivement  par  les  nombres 

/^ («,  ^,  c, ^),/; ,/; ,/;,  V  V  ?;,  f^. 

Ces  nombres  forment  donc  l'un  des  systèmes  de  valeurs 
que  l'on  peut  attribuer  à  ces  inconnues,  et  leur  substitu- 
tion dans  les  équations  (3),  (4)  donne  définitivement 

(3')  A/^(n,  *,r,^)-hB/;4-C/;-hD/j  =  o, 

(4')  A?;^-^  B?;+  0^;-+-  Df^=  o. 

Telles  sont  les  équations  tangentielles  de  la  limite  de  la 
droite  TT',  ou  de  deux  points  particuliers  de  cette  droite- 
limite.  D'ailleurs,  tandis  que  l'un  de  ces  points  (4^  varie 
avec  la  surface  S,  ou  avec  la  courbe  tt*  que  l'on  a  menée 
arbitrairement  par  le  point  fixe  l'^  l'autre,  représenté  par 
Féquation  (3'),  ou 

(t)  A/;  ( a,  b,  r,  d)  +  B/;  +  C/J  -h  D/j  =  o, 
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ne  dépend  que  de  la  surface  donnée  S  et  de  celui  (a,  b^c^d) 
de  ses  plans  tangents  dont  on  s'est  proposé  de  définir  le 
point  de  contact  t.  Et  il  est  aisé  de  voir,  par  la  géométrie, 
que  le  point  (3'),  ou  («),  n'est  autre  que  ce  point  de  contact 
lui-même;  car  la  limite  de  la  trace  TT',  sur  un  premier 
plan  tangent  regardé  comme  fixe,  d'un  second  plan  tangent 
qui  se  rapproche  indéfiniment  du  premier,  est  une  droite 
dont  l'orientation  varie  avec  la  courbe  décrite  par  le  point 
de  contact  du  second  de  ces  plans,  mais  qui  passe  invaria- 
blement par  le  point  de  contact  du  premier.  Donc,  etc. 

45.  L'équation  tangentielle  et  homogène  d'une  sur- 
face rapportée  à  un  nombre  quelconque  de  points  fixes 

étant 

/(A,  B,  CD,  £,...)  =  o, 

le  point  de  contact  de  la  surface  et  de  l'un  quelconque  de 
ses  plans  tangents  (a,  b^  c,  dy  e, . . .)  est  représenté  par 
r  équation 

(t)  A/;  (a,  b,  c,  d,e„..)  -f-  B/;  +C/;  H-D/j  +  E/;  +...=o. 

46.  Si  la  fonction  f  est  du  second  degré^  la  surface 
correspondante  est  de  la  seconde  classe  et  aussi  du  second 
ordre  5  la  classe  d'une  surface  étant  marquée,  comme  l'on 
sait,  par  le  nombre  des  plans  tangents  que  l'on  peut  mener 
à  celle  surface  par  une  droite  donnée.  . 

Dans  l'hypothèse  actuelle,  l'équalion  du  point  de  con- 
tact, symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  courantes  A, 
B,  C,  D  et  à  celles  a,  i,  c,  d  du  plan  tangent,  peut  s'écrire 
à  volonté 

ou 

[t')  V;  (  A,  B,  c,  D)  -^  ^/;  +  c /^  4-  ^/^  =:.  o. 

En  outre,  si  a,  è,  c,  d  désignent ^  non  plus  les  coor- 
données de  l'un  des  plans  tangents  de  la   surface,  mais 
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celles  d^unp/an  quelconque,  F  équation  précédente  repvé^ 
sentera  le  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  la  surface. 

Soient,  en  effet,  «i,  61,  Cj,  rf,  les  coordonnées  du  plan 
tangent  mené  à  la  surface  par  un  point  quelconque  de  sa 
trace  sur  le  plan  (a,  è,  c,  d).  Ce  point,  ou  le  point  de  con- 
tact de  ce  plan  tangent,  sera  représenté  par  Téquation 

(/')         «./;(A,B,  C,  D)+^/^  +  c,/;-f-rf./^z=:o, 

et  puisque  l^un  des  plans  passant  par  ce  point  est  le  plan 
(û,  i,  c,  d)  lui-même,  les  coordonnées  de  celui-ci  véri- 
fiant Téquation  précédente,  on  aura 

Or  cette  égalité  exprime  que  le  plan  (a,,  ii,  Cj,  rf,  )  passe 
par  le  point  représenté  par  l'équation 

ip)        A/;(fl,  ^c,./)-hB/;-i-c/;  +  Dy;;=o. 

Tous  les  plans  tangents  menés  à  la  surface  par  les  divers 
points  de  sa  trace  sur  le  plan  (a,  2»,c,  ^)  passent  donc 
par  le  point  (/?),  et  celui-ci  n'est  autre  que  le  pôle  du  plan 
(a,  £,  c,  d)  par  rapport  à  la  surface. 

EnGn  le  point  (p)  est  aussi  le  point  de  concours  des 
plans  des  courbes  de  contact  de  tous  les  cônes  circonscrits 
à  la  surface  et  ayant  leurs  sommets  aux  divers  points  du 
plan  [a.t  &,  c,  d)  :  ou  le  pôle  même  de  ce  plan. 

Car,  si  (a,,  &i,  C|,  di)  est  l'un  de  ces  plans  de  contact,  le 
sommet  du  cône  correspondant  sera  représenté  par  ré([ua- 
tion 

(p)     A/;^(fl.,  ^,  c,  d,)  4-  B/; + c/;^  4-  d/j = o, 

que  l'on  peut  écrire 

{p')        /i./;(A,  B,  C,D)4.6,/;4.^./^-hrf./^  =  o; 

et,  comme  Tun  des  plans  menés  par  ce  sommet  est  le  plan 
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(rt,  i,  c,  rf),  on  aura 

Or  cette  égalité  exprime  que  le  plan  (a,,  &,,  Cj,  //,)  passe 
par  le  point  représenté  par  l'équation 

{p)       Kfi  (a,  b,  c,  d)  -f-  B/;  +  c/;  +  D/;  =  o. 

Donc,  etc. 

47,  Le  pôle  d'un  plan  (a,  ô,  c,  c?),  par  rapport  à  une 
surface  évanouissante  réduite  à  une  courbe  de  la  seconde 
classe  et  représentée  par  Téquation  à  trois  variables 

/(A,B,C)=:o, 

coïncide  avec  le  pôle,  pris  relativement  à  celte  courbe,  de 
la  trace  de  ce  plan  sur  celui  ABC  des  trois  points  de  réfé- 
rence. 

L'équation  du  pôle,  déduite  de  la  formule  générale,  est 
effectivement 

A/^(«,  ^c)-f- B/; +  €/;==:  o, 

équation  d'un  point,  situé  dans  le  plan  ABC  des  trois  points 
de  référence  qui  entrent  seuls  dans  l'équation  de  la  sur- 
face proposée,  et  dont  la  position  dépend,  non  du  plan 
même  (a,  i,  c,  d)  que  Ton  considère,  mais  seulement  de 
sa  trace  («,  i,  c)  sur  le  plan  des  points  de  référence. 

48.  Enfin,  si  par  un  accident  encore  plus  particulier, 
une  surface  de  la  seconde  classe  se  réduit  à  un  système  de 
deux  points  réels  ou  imaginaires,  et  représentés  par  l'équa- 
tion à  deux  variables 

/(A,B)  =  o, 

le  pôle  d'un  plan  quelconque  (a,  h,  c,  d)  coïncidera  avec 

le  pôle,  pris  relativement  à  ce  système  de  deux  points,  de 

la  trace  du  plan  considéré  sur  la  droite  AB  qui  les  réunit. 

L'équation  du  pôle,  déduite  de  la  formule  générale,  est 
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effeclîvement 

équation  d'un  point,  situé  sur  la  droite  ÂB  des  deux  points 
de  référence  qui  entrent  seuls  dans  Téquation  de  la  surface 
proposée,  et  dont  la  position  dépend,  non  du  plan  même 
(^,  by  c,  d)  que  Ton  considère,  mais  seulement  de  sa  trace 
(^,  b)  sur  la  droite  qui  réunit  les  deux  points  de  réfé- 
rence. 

49.  Des  réductions  semblables  à  celles  des  n^^  47  et  48 
se  produisent  encore,  quel  que  soit  le  nombre  des  points  de 
référence  intervenant  dans  Téqualion 

/(A,  B,  fi,  D,E,...)  =  o 

de  la  surface,  si  tous  ces  points  appartiennent  à  un  même 
plan. 

§  VII.  —  Des  formes  principales  de  V équation  d'une 
courbe  du  second  ordre  rapportée  à  un  triangle,  un 
quadrilatère,  un  hexagone  \nscr\is\  à  un  triangle^  un 
quadrilatère^  un  pentagone  conjugués*,  et  de  leurs  cor- 
rélatii^es. 

50.  Les  côtés  d'un  triangle  étant  représentés  par  les 

équations 

ABC=:o, 

les  côtés  successifs  d'un  quadrilatère  par 

ABCD  =  o , 

Téquation  de  toute  conique  circonscrite  à  ce  triangle,  ou  h 
ce  quadrilatère,  pourra  s'écrire 

(i)  aBC  -*-  ^CA  -h  cAB  =  o; 

ou 

(2)  AC4-)^BD=:o. 

La  forme  (i)  donne  lieu,  en  particulier,  à  une  élégante 
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démonstration  du  théorème  de  Carnoi  (Borillier,  Annales 
de  Gergonne,  t.  XVIII,  p.  8245  1827-28). 

51.  Les  côtés  successifs  d'une  hexagone  inscriptible 
étant  représentés,  dans  leur  ordre,  par  les  équations 

(H)     (A-f-D)(B— D)(C-f-D)(A  — D)(BH-D)(C— D)  =  o, 

l'équation  de  la  conique  circonscrite  est 

(  3 )  D»  -t-  AB  -h  BC  -h  CA  =  o. 

52.  Les  diverses  formes  (i),  (2),  (3)  conviennent  aussi 
aux  équations  tangentielles  d'une  conique  inscrite  à  un 
triangle,  un  quadrangle,  un  hexagone;  et  la  dernière,  (3), 
peut  s'appliquer  à  la  démonstration  des  théorèmes  de  Stei- 
ner^  Kîrkmann^  Hesse^  sur  Vhexagramme  mystique, 

53.  Définitions.  —  On  sait  que  deux  points  sont  dits 
conjugués j  par  rapport  à  une  conique,  lorsque  la  polaire 
de  l'un  quelconque  de  ces  points,  par  rapport  à  la  courbe, 
passe  par  l'autre;  que  deux  droites  sont  dites  conjuguées 
quand  le  pôle  de  Tune  de  ces  droites  est  situé  sur  l'autre. 
Et  l'on  peut  dire  commodément,  d'à»  point  et  d'ime  droite^ 
qu'ils  sont  conjugués  par  rapport  à  une  conique,  au  lieu  de 
dire  que  ce  point  représente  le  pôle  de  cette  droite  par  rap- 
port à  la  courbe. 

Un  triangle  défini  par  ses  trois  côtés 

P,P,P3  =  o 

est  dit  conjugué  à  une  conique  lorsque  deux  quelconques 
de  ses  sommets  sont  conjugués  par  rapport  à  cette  conique  : 
chacun  des  sommets  du  triangle  représente  dans  ce  cas  le 
pôle  du  côté  opposé  par  rapport  à  la  courbe,  et  celle-ci  est 
représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(4)  ^'x.pf  =  o. 

54.  Si  les  sommets  opposés  d'un  quadrilatère 

P.P,PaP4=0 
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font  deux  couples  de  points  conjugués  par  rapport  à  une 
conique,  nous  dirons  de  même  que  ce  quadrilatère  et  celte 
conique  sont  conjugués  ;  et  nous  verrons  plus  loin  que  l'é- 
quation de  celte  dernière  peut  s'écrire 

(5)  ^\,PÎ=o. 

55.  Enfin  si  chacun  des  sommets  d'un  pentagone 

P,P,...P5  =  o 

représente  le  pôle  du  côté  opposé  par  rapport  à  une  cer- 
taine conique,  nous  dirons  encore  que  ce  pentagone  et 
cette  conique  sont  conjugués;  et  nous  verrons  plus  loin, 
ce  qui  n'est  d'ailleurs  que  curieux,  que  Téquation  de  la 
courbe  peut  encore  s'écrire 

(6)  ^\,nî  =  o, 

en  désignant  par 

n,n|.  ..05  =  0 

les  équations  de  cinq  plans  menés  arbitrairement  par  cha- 
cun des  côtés 

»  I)  *  3»  •  •   •  >    "s 

« 

du  pentagone  donné. 

56.  lih  triangle^  un  quadrangle^  un  pentagone  étant 
définis,  non  plus  par  leurs  côlés,  mais  par  leurs  sommets 

P,P,P3  =  o,     P.PaPaP.^o,     P.P,.  ..Ps  =  o, 

l'équation  langéntielle  d'une  conique  conjuguée  sera  en- 
core comprise  dans  l'une  des  formes  (4),  (5),  (6).  Nous 
dirons  d'ailleurs  qu'un  quadrangte  et  une  conique  sont 
conjugués  lorsque  les  côtés  opposés  de  l'un  font  deux  cou- 
ples de  droites  conjuguées  par  rapport  à  l'autre.  Les  défi- 
nitions relatives  au  triangle  et  au  pentagone  ne  souffrent 
aucun  changement.  Toutefois  les  lettres  ITi,. . .,  Ils,  qui 
figurent  dans  l'équation  (6)  changent  ici  de  signification  et 

4 


5o  CHAPITRE    PREMIER. 

ne  se  rapportent  plus  qu'aux   sommets  d'uu   pentagone 
gauche  dont  les  côtés  successifs  s'appuieraient  sur  les  som- 
mets successifs  Pi,. . . ,  P5  du  pentagone  proposé. 
57.  Notons  enfin  la  forme 

{7)  AB-f->0  =  o 

de  l'équation  d'une  conique  rapportée,  soit  à  deux  de  ses 
tangentes  AB=  o  et  à  leur  corde  de  contact  C  =  05  soit 
à  deux  de  ses  points  AB  =  o  et  au  pôle  C  =  o  de  la  corde 
qui  les  réunit. 

08.  Les  diverses  formes  quadratiques 

(4)  y>,pf=o, 

(5)  ^\.PÎ=o, 

dont  la  signification  nous  est  actuellement  connue^  n'étant 
que  des  cas  particuliers  des  suivantes 

(4')  Vx,P.Q,  =  o, 


(^')  X 


>iP.Qi==o, 


il  serait  naturel  de  rechercher  la  commune  définition  de 
toutes  les  courbes  contenues  dans  Tune  ou  rauy:e  de  ces 
dernières  équations,  les  lignes  droites  ou  circulaires  qu'elles 
peuvent  contenir,  leur  nombre,  leurs  propriétés,  leur  con- 
struction, etc.  Toutes  ces  questions,  et  leurs  analogues 
dans  l'espace,  traitées  d'une  manière  convenable,  ne  pré- 
sentent qu'une  médiocre  difficulté.  Elles  ont  cependant 
des  applications  fort  intéressantes,  et  nous  donneront  la 
clef  d'un  grand  nombre  d'analogies  remarquables,  jusqu'ici 
non  remarquées,  entre  les  polygones  et  les  polyèdres,  les 
courbes  et  les  surfaces  du  second  ordre.  Mais  nous  y  trou- 
verons surtout  divers  exemples  de  cette  expansion  singu- 
lière, si  souvent  observée  dans  l'analyse,  dont  l'explication 
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est  peut-èlre  dans  la  mobilité  des  signes  qu'elle  emploie  ou 
dans  Tindéterminationde  sa  langue,  et  qui  fait  que  toute  la 
lumière  qu'elle  vient  de  réunir  sur  un  objet,  se  réfléchit 
aussitôt  sur  un  autre,  souvent  fort  éloigné  du  premier.  C'est 
ainsi,  comme  nous  le  verrons  par  la  suite,  qu'on  ne  peut 
connaître  le  sens  de  l'équation 

(4')  V>.PiQ.  =  o 

et  savoir  que  toutes  les  coniques  qui  y  sont  contenues  ad- 
meltent  trois  couples  de  points  conjugués  communs  que 
Ton  peut  construire,  sans  se  trouver  par  cela  même  en  état 
de  déterminer  tous  les  éléments  d'un  ellipsoïde  de  révolution 
circonscrit  à  un  hexaèdre.  De  même  pour  Téqualion 

(5')  '  ^'x»P.Q.  =  o; 

et  si  Ton  sait  que  toutes  les  courbes  qu'elle  renferme  ad- 
mettent deux  couples  de  points  conjugués  communs  que  Ton 
peut  définir,  si  l'on  s'est  mis  en  étal  de  construire  les  lignes 
droites  ou  circulaires  qui  y  sont  contenues,  on  saura  par 
cela  même  déterminer  les  éléments  principaux  : 

D'un  cylindre  parabolique  défini  par  six  points; 

D'un  hyperboloïde,  par  six  points  et  une  génératrice  rec- 
tiligne; 

D'un  ellipsojfde,  par  sept  points  et  un  plan  cyclique; 

D'un  paraboloïde,  par  six  points  et  un  plan  directeur,  etc. 

§  VIII.  —  Des  formes  principales  de  V équation  d\ine 
surface  du  second  ordre  rapportée  à  un  tétraèdre^  un 
pentagone  gauche^  un  octaèdre,  un  hexaèdre  inscrits  ; 
à  un  tétraèdre^  un  pentaèdre^  un  hexaèdre  conjugués; 
et  de  leurs  corrélatives. 

59.  Toute  surface  du  second  ordre  circonscrite  au  té- 
traèdre 

(l)  P»P,P3P4=r0, 

4. 
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peut  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(Bobillier). 

Et  sî,  dans  l'équation  (i),  Pj,  P,,  Ps,  P4  désignent,  dans 
leur  ordre  de  succession^  les  plans  des  angles  successifs 
d'un  quadrilatère  gauche^  l'équation  de  tout  liyperboloïde 
à  une  nappe  passant  par  les  quatre  côtés  de  ce  quadrilatère 
pourra  s'écrire 

(i")  P,P3H-XP,P4=:=o; 

celle  de  tout  hyperboloïde  fSLSsani  par  les  deux  diagonales 
du  quadrilatère 

(l*')  fl„P,  P,  -f-  «mP.Ps  -^  ^34P3P4   -^  ^4.P4  Pi  =  ©. 

60.  Si 

(2)  P,P,P3P4P,  =  0 

désignent  dans  leur  ordre  de  succession  les  plans  des  angles 
successifs  d'un  pentagone  gauche,  l'équation  de  toute  sur- 
face du  second  ordre  circonscrite  à  ce  pentagone  poui  ra 
s'écrire 

(2')    «,3  P,  P3  -f-  au  P,P4  H-  «3S  P3P5  -H  «4.  P4  Pi  -^  ^5i  P&  P,  =  o. 

61.  Toute  surface  circonscrite  a  un  octaèdre  hexngo-. 
nal,  dont  les  plans  des Jaces  opposées  sont  respectivement 

(3)  o  =  P,  Q,  z=  P,Q,  :=  P3Q3  z=  p/q„ 

peut  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(3')  y\p.Q,  =  o; 

toute  surface  circonscrite  à  V hexaèdre 

(4)  Oz:=P,Q.  =  P,Q,=:P3Q3, 

par  l'équation 

(4')  y>.P.Q.:=o; 
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enfin ,   toute   surface  circonscrite  au  tronc  de  pyramide 
triangulaire  résultant  de  la  section 

(5)  .du  trièdre  ABC  =  o     par  les  deux  plans  DD'  =  o , 
par  l'équation 

(5')  flBC  +  ^CA  -f-  cAB  +  DD'  =  o. 

62.  Les  diiFérentes  formes  (i'),  (a'),  (3'),  (4')  relatives 
aux  surfaces  circonscrites  au  tétraèdre^  au  pentagoue 
gauche,  à  Toctaèdre  ou  à  Thexaèdre,  conviennent  aussi 
aux  équations  tangentielles  d'une  surface  inscrite  au  té* 
traèdre,  au  pentaèdre,  à  l'hexaèdre  ou  à  l'octaèdre. 

63.  Nous  aurons  aussi  à  utiliser  dans  la  suite  l'équation 
générale  des  surfaces  du  second  ordre  tangentes  à  deux 
plans  donnés 

(6)  PQ==o, 
suii^ant  une  corde  de  contact  donnée 

(6)  O^CzrrC. 

Soit  donc 
(6')  2PQ-{-F(C,  C')  =  o 

l'équation  cherchée.  Comme  toute  surface  du  second  ordre 
est  coupée  par  l'un  quelconque  de  ses  plans  tangents  sui- 
vant un  système  de  deux  droites,  réelles  ou  imaginaires,  qui 
se  croisent  au  point  de  contact*,  l'un  quelconque  des  sys- 
tèmes suivants 

(/>)  P  =  o,      F(C,C')=ro, 

(q)  Q:^0,       F(C,C')r=:0 

doit  représenter  un  système  de  deux  droites  réelles  ou  ima- 
ginaires qui  se  croisent  au  point  PCC  =  o  pour  le  pre- 
mier système,  au  poini  QCC'=  o  pour  le  second.  Et  ces 
deux  conditions  se  trouveront  remplies  en  même  temps  si  la 
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seule  équation 

F  (C,  C)  =  o 

représente  un  système  de  deux  plans,  réels  ou  imagi- 
naires, qui  se  croisent  suivant  la  droite  CC'  =  o.  Nous 
poserons  dès  lors 

F  (C,  C)  =  cO  +  c'C"  -+-  27 ce, 

et  nous  aurons  pour  l'équalion  cherchée 

(6")  aPQ  +  cO  H-  c'C'  H-  27CC'  =  o. 

Les  surfaces  proposées  sont  d'ailleurs  assujetties  à  six  con- 
ditions, et  Téquation  précédente  contient  trois  paramètres 
indéterminés.  Elle  a  donc  toute  la  généralité  que  comporte 
la  question. 

64.  La  forme  précédente  (6")  fournit  encore  Véquaiion 

tangentielle  d'une  surface  du  second  ordre  rapportée  à 

deux  de  ses  points 

PQ  =  o 

et  à  la  polaire 

o  =  C  =  C 

de  la  corde  qui  les  réunit. 

65.  Définitions,  —  On  dit  que  deux  points  sont  conju- 
gués par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre,  lorsque  le 
plan  polaire  de  l'un  de  ces  points,  par  rapport  à  la  surface, 
passe  par  l'autre*,  que  deux  plans  sont  conjugués^  lorsque 
le  pôle  de  l'un  de  ces  plans  appartient  à  l'autre;  que  deux 
droites  enfin  sont  conjuguées  lorsque  les  plans  polaires  de 
deux  points  de  Tune  de  ces  droites  passent  par  l'autre.  Et 
Ton  peut  dire  commodément  d'un  point  et  d'un  plan,  d'un 
poinlet  d'une  droite,  d'une  droite  et  d'un  plan,  qu'ils  sont 
conjugués  au  lieu  de  dire  que  ce  point  représente  le  pôle  de 
ce  plan,  que  cette  droite  appartient  au  plan  polaire  de  ce 
point  ou  contient  le  pôle  de  ce  plan. 
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66.  Un  tétraèdre  défini  par  ses  différentes  faces 

(7)  P,  PaP3P4  =  0 

est  dit  conjugué  à  une  surface  du  second  ordre  lorsque  cha- 
cun des  sommets  de  ce  tétraèdre  représente  le  pôle  du  plan 
de  la  face  opposée  par  rapport  à  la  surface,  dont  l'équa- 
tion peut  dès  lors  s'écrire 

(7')  ^^.p;=o. 

67.  Si  le  plan  polaire  de  chacun  des  sommets  d'un^en- 
taèdre 

(8)  P.  P,  P3  P4  Ps  ==  o, 

par  rapport  à  une  surface,  passe  par  l'arête  opposée,  nous 
dirons  de  même  que  le  peniaèdre  et  la  surface  sont  con- 
jugués;  et  l'équation  de  celle-ci  pourra  s'écrire 


(8')  Y,^'^' 


G. 


Les  plans  des  diverses  faces  du  pentaèdre  précédent,  consi- 
dérés dans  unordre  de  succession  déterminé,  se  coupantdeux 
à  deux  consécutivement  suivant  les  côtés  d'un  pentagone 
gauche,  on  peut  dire  encore,  d'une  manière  équivalente,  que 
ce  pentagone  est  conjugué  à  la  surface,  ou  que  le  plan 
polaire  de  chacun  de  ses  sommets  passe  par  le  côté  opposé  ; 
et  la  surface  est  encore  représentée  par  l'équation  (8'),  dans 
laquelle  Pi,  P,,...P5  désignent  les  plans  des  angles  succes- 
sifs du  pentagone  considéré. 

La  surface  (8')  peut  se  réduire  accidentellement  à  un 
cône  :  dans  ce  cas  le  pentagone  gauche  précédent  projeté 
cenlralement,  suivant  le  sommet  du  cône,  sur  un  plan 
quelconque,  donne  naissance  à  un  nouveau  pentagone  con- 
jugué à  la  conique  qui  fait  la  trace  du  cône  sur  le  plan  con- 
sidéré. 
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68.  Enfin  si  deux  sommets  opposés  quelconques  d'un 
hexaèdre 

(9)  P.PaP3P4P5Pe  — o 

sont  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre, 
nous  dirons  encore  que  Thexaèdre  et  la  surface  sont  con- 
jugués*, et  Téquation  de  cette  dernière  pourra  s'écrire 

(9')  ^*À,PÎ=:0. 

69.  Les  sommets  d*un  tétragone   gauche  ou  d'un  té- 
traèdre étant  définis  par  les  équations 

(10)  P.P,P3P4=0, 

Téquation  tangentielle  de  toute  surface  conjuguée  est 
encore 

(10')  ^S..P|:=0. 

Telle  serait  d'ailleurs  la  définition  normale  du  tétragone  ou 
quadrangle  gauche  conjugué  à  une  surface,  que  chacun 
des  sommets  de  ce  tétragone  représente  le  pôle  correspon- 
dant du  plan  déterminé  par  les  trois  autres. 

Toute  surface  conjuguée  à  un  tétragone  est  aussi  conju- 
guée au  tétraèdre  construit  sur  les  mêmes  sommets. 

70.  Les  sommets  d'un  pentagone  gauche  étant  définis 
par  les  équations 

(il)  P,P,P3P4P.  =  o, 

l'équation  tangentielle  de  lout'e  surface  conjuguée  est  de 
même 

(II')  y'x.p;:=o; 

et  nous  dirons  d'ailleurs  qu'un  pentagone  gauche  est  con- 
jugué à  une  surface  du  second  ordre  lorsque  le  pôle  corres- 
pondant du  plan  de  chacun  des  angles  de  ce  pentagone  est 
situé  sur  le  côté  opposé. 
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La  surface  représentée  par  l'équation  tangentielle  (lo') 
peut  perdre  Tune  de  ses  dimensions  et  se  réduire  acciden- 
tellement à  une  coni<iue\  la  définition  précédente  subsiste 
toujours  :  le  pôle  du  pbn  de  chacun  des  angles  du  pen- 
tagone, par  rapport  à  celte  conique,  appartient  encore  au 
côté  opposé;  le  pentagone  et  la  courbe  sont  encore  conjugués. 
Toutefois^  comme  le  pôle  d'un  plan  quelconque  par  rapport 
à  une  conique  n'est  autre  que  le  pôle  de  la  trace  de  ce  plan 
sur  celui  de  la  conique,  on  pourra  dired'une  manière  équi- 
valente que  les  traces^  sur  le  plan  d'une  conique  conjuguée, 
des  côtés  successifs  d'un  pentagone  gauche  déterminent 
les  sommets  successifs  d'un  pentagone  plan  conjugué  à 
cette  conique  (n°  55,  p.  49)» 

Etant  donné  un  pentagone  gauche  conjugué  à  une  coni- 
que, cette  courbe  est  déterminée  en  même  temps  que  le 
plan  qui  doit  la  contenir. 

71.  Enfin  les  sommets  (d'un  hexagone  gauche  ou)  d'un 
octaèdre  hexagonal  étant  définis  par  les  équations 

(I2)  P.P,P,P4P»Pe  =  o, 

l'équation  tangentielle  de  toiHe  surface  conjuguée  est 
encore 

(12')  ^*À.Pjr=.0; 

et  nous  dirons  qu'un  octaèdre  est  conjugué  à  une  surface 
du  second  ordre  lorsque  le  pôle  correspondant  de  chacune 
des  faces  de  l'octaèdre  est  situé  sur  la  face  opposée,  ou  que 
deux  faces  opposées  quelconques  de  l'octaèdre  sont  conju- 
guées par  rapport  à  la  surface. 

Si  la  surface  représentée  par  l'équation  (12')  se  réduit  à 
une  conique,  la  même  déGnition  subsiste;  mais  l'on  peut 
dire  d'une  manière  équivalente,  que  les  traces  des  faces 
opposées  d'un  octaèdre  sur  le  plan  d^une  conique  con- 
juguée/on/  quatre  couples  de  droites  conjuguées  par  rap- 
port à  cette  conique. 
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CHAPITRE.  IL 

THÉORIE  DE  L'INVOLUTION. 

àSoMMAiRE.  —  Interprétation  de  l'identité  Z,  >tPiQi  ^  o>  o"  résumé 
onalytique  de  la  théorie  de  l'involution. 


§  I.  —  Faisceaux  en  inv^olution. 

72.  Soient,  dans  un  même  plan  et  autour  d^une  même 
origine,  trois  couples  de  droites 

P,  Q,  r=:0,       P,q,=0,       PsQjr^O. 

Nous  dirons  que  ces  droites  sont  en  im^olution  si  elles  se 
trouvent  dans  une  telle  dépendance  mutuelle  qu^il  existe 
une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  produits  des 
distances  d'un  point  quelconque  du  plan  de  la  figure 
aux  deux  droites  de  chaque  couple  :  de  telle  sorte  que 
Ton  ait  identiquement 

La  fonction  équivalente 

^1  Cr  —  Wi  J^)  fj  —  ni\  .r)  +  >,  (j  —  wj  .r)  (y  —  m\  x) 
-+-  >.3  (X  —  ^z^)  if  —  'w'j  x) 

est  alors  identiquement  nulle,  quelque  soit  le  point  consi- 
déré (x^j)'^  la  direction  de  la  sixième  droite  dépend  Je 
celles  de  toutes  les  autres^  et  les  quatre  premières  de- 
meurant fixes,  si  la  cinquième 

P3  =  o 

tourne  d'une  manière  continue  au  lourde  l'origine,  la  droite 
conjuguée 

Q3=0 
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se  déplace  en  même  temps,  et  ]e  faisceau  des  droites  résul- 
tai! te$  estdite/i  ins^olulion. 

Il  est  à  remarquer,  le  rayon  mobile  P3  venant  se  placer 
sur  l'une  des  droites  Pi  on  Pj  des  deux  premières  couples, 
que  la  rayon  conjugué  Q3  se  place  en  même  temps  sur  la 
droiee  correspondante  Qi  ou  Qj^  et  c'est  ce  qui  résulte  des 
identités  spéciales 

>|PlQl-hO.P2Q,  +  >3P3Q8  =  0,         O.P,Q,-+-^P2Q2+X3P3Q3=0, 

lesquelles  expriment  la  coïncidence  des  deux  droites  de  la 
troisième  couple  avec  celles  de  la  première  ou  de  la  seconde. 
Si,  par  exemple,  les  rayons  Pj  Qj,  Pj  Qî,  Ps  Qs?»*-  ^ont 
harmoniquement  conjugués  par  rapport  à  un  même  sys- 
tème de  deux  droites  AB  =  o,  Ton  a 

P,Q,  =  (A-4-/'.B)(A-/-.B), 
ou 

p.q.=a»-x;b% 

P3Q3  =  A»-i?JB^ 
el  par  suite 

Or  cette  dernière  fonction,  qui  ne  contient  que  deux  termes 
distincts  en  A*  et  B*,  peut  s'évanouir  identiquement  par 
une  convenable  détermination  des  rapports  Xit^jl^s^  et 
les  rayons  considérés  sont  en  im^olulion , 

73.  Deux- rayons  conjugués  coïncidants  forment  l'un 
des  rayons  doubles  du  faisceau.  Nous  allons  voir  qu'un 
faisceau  quelconque  admet  toujours  deux  rayons  doubles, 
réels  d'ailleurs,  ou  imaginaires,  et  qui  sont  l'une  ou  l'autre 
des  deux  droites  distinctes  Pg  =  o  définies  par  l'ideniitc 

>.  P.  Q. -H^PaQ, -h).3P3'=o• 
74•.  Théobème.  —  Si   par  le  centre  d'un    faisceau   <n 
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involution  Ton  fait  passer  une  conique  quelconque 

S  =  o; 

les  difTérentes  cordes,  interceptées  dans  cette  conique  par 
les  difTérentes  couples  de  rayons  conjugués  du  faisceau, 
concourent  en  un  même  point  :  le  pôle  relatif  du  faisceau 
et  de  la  conique  employée. 
Soient,  effectivement, 

t-.|,      Ls,      C3 

les  cordes  relatives  aux  trois  couples  de  rayons  conjugués 

P.Q.,    PiQ.,     P3Q5; 
et 

Tz=:0 

la  tangente  menée  à  la  conique  auxiliaire,  par  Toriginc  du 
faisceau.  L^équation  de  celle  courbe  pouvant  s'écrire 

(i)  S  =  P.Q. -4-C.T, 

(2)  S  =  PaQ,H-CaT, 

(3)  SsPaQa-f-CaT, 

toutes  ces  formes  sont  équivalentes  et  entraînent,  quels  que 
soient  les  nombres  i,,  ?.j,  X3,  Tidenlilé 

(4)  (>.  +  ^2  +  ^3)  S=y^.  P.Q.  -l-T  {\,  C,  +  X,Ca  4- V.C.,). 

INfais  puisque  les  droites  P,Qi,...,  PsQs  sonten  involulîon, 
l'on  peut  poser  identiquement 

(5)  ^\p,Q.  =  o; 
la  relation  précédente  devient 

(4'  )        (>,  +  >,+  >3)  s = T  (>,  C.  -f-  ^^  c,  4-  ^  C3  )  ; 

et  cette  identité  exige  (la  courbe  auxiliaire  S  ne  se  rédui- 
sant pas  à  un  système  de  deux  droites)  que  Ton  ait  iden- 


THÉORIE    DE   l'iJÎVOLUTION.  6i 

liquemeut 
el 

A,  Ci|  -\-  Àj  Cj  "f-  A3  C3  ==  o. 

Les  trois  cordes  Cj,  Cj;,  Cg  se  coupent  donc  en  un  même 
point. 

75.   CoBOLLÂiRE  I.  —  Un  faisceau  en  ùwolution  étant 
défini  par  deux  couples  de  rayons  conjugués 

oOy  oa'i     ob,  ob' j 

les  cordes 

aa\     bb' 

inierceplées  par  les  rayons  de  chaque  couple,  dans  un  cer- 
cle quelconque  mené  par  l'origine,  se  coupent  en  un 
point  w  qui  représente  le  pôle  relatif  du  faisceau.  Et,  ce 
pôle  obtenu,  on  en  déduit  graphiquement  [fig»  i5)  : 

Fig.  i5. 


1°  Le  rajon  oc'  conjugué  à  un  rayon  quelconque  oc  : 
en  réunissant  au  pôle  w  la  trace  c  de  ce  rayon  sur  le  cercle, 
et  joignant  à  l'origine  o  le  second  point. d'inlerseclion  J  de 
la  droite  résultante  tùcc'  et  du  cercle; 

2?  Les  rayons  doubles  du  faisceau,  od^  oD  :  par  les  tan- 
gentes menées  du  pôle  au  cercle  auxiliaire  et  les  rayons 
menés  de  l'origine  aux  points  de  contact  de  ces  tangentes; 

3**  Le  système  des  rayons  conjugués  orthogonaux  :  les- 
quels aboutissent,  dans  lé  cercle,  aux  extrémités  du  dia- 
mètre passant  par  le  pôle; 
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4**  Les  deux  systèmes  distincts  de  rayons  conjugués  se 
coupant  sous  un  angle  donné  :  et  qui  correspondent  aux 
deux  cordes  que  Ton  peut  mener,  du  pôle,  à  travers  le  cer- 
cle ,  de  manière  qu'elles  soient  vues,  de  l'origine,  sous 
Tangle  donné. 

76.  Corollaire  II.  —  Deux  faisceaux  en  in^olulion^ 
décrits  autour  de  la  même  origine  o,  étant  définis  respec- 
tivement par  deux  couples  de  rayons  conjugués 

oOy  oa!  ;  oh^  oW  \     ou     o/r,,  od ^  ;  o6„  o^', , 

i 

on  pourra  déterminer  comme  précédemment  le  pôle  relatif 

i 

!  &>       ou       (k)| 

I 

de  chacun  de  ces  faisceaux,  par  rapport  à  un  cercle  quel- 
conque issu  de  Forigine;  et  les  droites  menées,  de  l'ori- 
gine,aux  points  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  droite 
des  pôles  cowj,  représenteront  les  rayons  conjugués  com- 
muns aux  deux  faisceaux . 

• 
§  II.  —  Divisions  en  ùwolution, 

77.   Considérons  encore  trois  couples  de  points  situes 
en  ligne  droite  et  définis  par  les  équations  langentielles 

P,Q,  1=0,     P,Q,  =0,     P3Q3=:o. 

Nous  dirons  que  ces  points  sont  en  im^olution  s'ils  se  trou- 
vent dans*une  telle  dépendance  mutuelle  qu'il  existe  une/'e- 
lation  linéaire  et  homogène  entre  les  produits  des  distances 
d'un  point  quelconque  de  la  droite  qui  les  réunit  aux 
deux  points  de  chaque  couple^  de  telle  sorte  que  Ton  ait 
identiquement 

X,  P,  Q.  -f- X,  Ps  Qa  -h  X,  P3  Q3  =  o. 
La  fonction  équivalente 

est  alors  identiquement  nulle  queUeque  soit  la  position  du 
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point  [x)  sur  la  droite  considérées  la  position  du  sixième 
point  q^  dépend  de  celles  de  tous  les  autres,;  et  les  quatre 
premiers  demeurant  fixes,  si  le  cinquième 

Pi 

décrit  la  droite  donnée,  d'un  mouvement  continu  :  le  point 
conjugué 

se  déplace  en  même  temps  ;  et  la  division  résultante  est  dite 
en  immolation, 

78.  Un  faisceau  en  involution  coupé  par  une  droite 
quelconque  donne  naissance  à  une  division  en  involution. 
Et  réciproquement,  les  points  conjugués  d'une  telle  dii^i- 
5zon, réunis  à  un  point  extérieur  quelconque,  donnentnais* 
sance  aux  rajons  conjugués  d'un  faisceau.  Tous  les  pro- 
blèmes concernant  une  division  en  involution  définie  par 
deux  couples  de  points  conjugués,  se  peuvent  donc  ramener 
aux  problèmes  analogues,  déjà  résolus,  touchant  un  faisceau 
défini  par  deux  couples  de  rayons  conjugués.  On  saura 
donc  obtenir  graphiquement,  à  Taide  de  deux  couples  de 
points  conjugués  :  les  deux  points  doubles  de  la  division  5  le 
point  conjugué  à  un  cinquième  point  quelconque*,  le  point 
central  de  la  division,  ou  le  point  conjugué  au  point  à 
l'infini;  et  les  points  conjugués  communs  à  deux  divi- 
sions tracées  sur  la  même  droite. 

79.  Scolie,  —  L'identité  fondamentale  {n°  72,  p.  58) 


s 


3 
>,P,Q,so, 


ou 

relative  à  six  droites  en  involution,  devant  être  vérifiée 
quel  que  soit  le  point  [x^y)-^  les  coefficients  des  termes 
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en  a:*,  ^y^J^  doivent  s'y  réduire  séparément  à  zéro,  et  les 
équations  suivantes 

\  nix  m\  -4-  ^2  /lîj  m\  -h  \  in^  m\ z=  n , 
X  (/il,  -h  m\ )  -f-  >a  ( m,  -+-  ///,)  -h  ^3  {'«3  -+•  ni\)  =  o , 

>i -4- Xj -+- >8  =  o 

doivent  admettre  une  solution  commune  en  Xj,  ^s,  ).s;  ce 
qui  entraîne  la  condition 

■///,  m\  nii  m\  /W3  m\ 

m  y  -+-  /w',      /IÎ2  4-  nt\      in^  -\-  m\       =:  o 
I  I  I 

que  Ton  peut  aussi  écrire 


/n,  w. 

//i,H-  w, 

I 

m  2  ///, 

/w,  -4-  ///, 

I 

//Î3  'w  3 

nij-h  m^ 

I 

=  o. 


Or  il  résulte  de  cette  dernière  que  les  équations 

la.nti  m\  -|-  ^  (//îj -+-  m\)  -h  ac  =  o , 

2a  .  Wj  /w',  -f-  6  (/Wa  4-  /w'j)  -f-  2C  z=  o  , 

2a. /7i,  ///3-I-  blm^-h  m\)  -i-  2C  =  o, 

admettent  en  a,  &,  c  une  solution  commune  difTérente  de 
zéro  \  ou  que  les  coefficients  angulaires  m,  m!  des  deux 
rayons  de  cliaque  couple  sont  liés  par  une  relation  de 
celte  forme 

(1')  2a./w/w' -h  6(//i  -I- //i') -I- 2cm  o. 

Il  en  résulte  qu'un  faisceau  en  immolation  ne  diffère  pas 
du  faisceau  des  diamètres  d'une  conique 

et  que  à  deux  rayons  conjugués  quelconques,  ou  coïnci- 
dants yOn  orthogonaux deV un ^  correspondent, dans  Tautrc*, 
deux  quelconques  des  diamètres  conjugués  de  la  courbe, 
ou  Tune  de  ses  asymptotes^  ou  ses  axes  principaux. 
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80.  On  verrait  de  même  que  Tidentité 


s 


I 


OU 

I  _|_  >3  (;C  _  ^33)  (^  _  ^3)  =  o, 

relalive  à  trois  couples  de  points  en  involution,  exprime 
que  les  distances  x,  x'  des  deux  points  de  chaque  couple  à 
'  un  point  déterminé  de  la  droite  qui  les  réunit,  sont  liées 
par  une  relation  de  la  forme 

(II')  2a.j?j:'+ ô(j:  H- a;')  -f- 2C  =  o. 

On  sait  d'ailleurs  quelepoint  conjugué  du  point  à  Vinjini 
est  dît  le  point  central  de  la  division.  Sa  distance  x  à  l'ori- 
gine s'obtient  en  faisant  a:'=  oo  dans  l'équation  précé- 
dente, ce  qui  donne 

ia,x  -f-  ^  =  o. 

Si  le  point  central  est  pris  pour  origine,  le  coefficient  h 
devient  nul,  et  la  relation  d'învolution  reçoit  cette  forme 
plus  simple 

(II")  jr..r'=  const. 
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CHAPITRE  m. 

THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES. 

Sommaire.  —  Étude  analytique  du  lieu  des  centres  :  des  coniques  tan- 
gentes à  quatre  droites,  —  des  surfaces  du  second  ordre  inscrites  à 
un  système  de  sept  plans.  —  Théorèmes  de  Newton,  de  Steiner,  de 
M.  J.  Mention.  —  Détermination  de  la  sphère  et  du  plan  représentés  par- 
les équations 


(S) 


C) 


§  I.  —  Du  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  au  qua- 
drilatère Pj .  .  .p4=  o,  et  de  la  droite  représentée  par 
Véquation 


s 


81.  Les  problèmes  qui  font  l'objet  de  ce  Chapitre  reçoi- 
vent un  double  intérêt  des  difficultés  analytiques  qu'ils 
présentent  et  de  leur  construction  géonnétrique  jusqu'ici 
inachevée.  On  connaît  depuis  longtemps  cette  analogie 
dont  le  premier  terme  est  dû  à  Newton  :  «  Le  lieu  des 
centres  des  ellipses  inscrites  à  un  quadrilatère  étant  une 
droite,  le  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes  inscrits  à  un  sys- 
tème de  sept  plans  est  un  plan  p)  et  cette  autre,  due  pour  la 
première  moitié  à  Sleiner,  pour  la  seconde  à  M.  Mention  : 
«  Le  lieu  des  centres  des  ellipses  inscrites  à  un  triangle,  et 
dont  le  cercle  diagonal  (j:'-f-j^'=  a*-f- J')  conserve  un 
rayon  constant,  étant  un  cercle,  le  lieu  des  centres  des  ellip- 
soïdes inscrits  à  un  système  de  six  plans  et  dont  la  sphère 
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diagonale  (x*  -\-y^-\-  z^  =  a* H-  £*-f-  c*)  conserve  un  rayon 
constant,  est  une  sphère.  »  Il  restait  à  compléter  ces  ana- 
logies et,  comme  on  sait  construire  dans  le  plan  la  droite 
ou  le  cercle  des  centres,  à  construire  aussî  dans  l'espace  le 
plan  ou  la  sphère  des  centres  à  Taide  des  plans  donnés  : 
question  en  apparence  fort  difficile,  dont  une  solution  im* 
prévue  pouvait  naître,  sans  doute,  de  la  géométrie  ou  du 
hasard  ,  mais  qui  paraissait  devoir  se  dérober  longtemps  au 
calcul.  Si  Ton  aborde,  en  effet,  parla  voie  analytique  ordi- 
naire la  détermination  de  l'un  quelconque  des  lieux  géomé- 
triques précédents,  on  se  trouve,  dès  le  début,  en  présence 
d'éliminations  à  peu  près  irréalisables.  Et,  bien  que  Ton 
puisse  eu  venir  à  bout  à  Taide  de  certaines  relations  dites 
d^ identité^  calculées  d^abord  par  M.  Terquem  pour  les 
courbes  du  second  ordre,  par  M.  Mention  pour  les  sur- 
faces, Fextrème  complication  des  calculs  permet  seulement 
de  reconnaître,  dans  chaque  cas,  la  nature  du  lieu.  C^est 
ainsi  que  M.  Mention  a  pu  constater  Fexistence  d'une 
sphère  des  centres  analogue  au  cercle  reconnu  par  Sleiner, 
mais  sans  apercevoir  la  position  du  centre  de  cette  sphère 
par  rapport  aux  six  plans  donnés. 

On  peut  traiter  tous  ces  problèmes  par  une  méthode  di- 
recte n'exigeant  que  très-peu  de  calculs,  et  prenant  son 
point  de  départ  dans  l'interprétation  géométrique  des  équa- 
tions de  la  tangente  à  l'ellipse,  ou  du  plan  tangent  à  l'el- 
lipsoïde, rapportés  à  leurs  axes  de  figure  5  équations  que 
l'on  peut  transporter  ensuite  à  des  axes  quelconques.  Ainsi 
commencés,  tous  les  calculs  s'achèvent  heureusement 5  et 
cette  analogie  qui  existait  au  commencement  entre  les  pro- 
blèmes plans  ou  solides  que  l'on  s'était  proposés,  se  re- 
trouve d'une  manière  frappante  dans  l'identité  de  forme 
des  équations  finales  qui  les  résolvent  et  qui  sont  :  d'une 
part, 

5. 
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de  Taulre, 

\  >,  Pf  =  o,      y  XiPJ  =  a^-hb^-h  c\ 

On  voit,  d'ailleurs,  parla  forme  de  toutes  ces  équations, 
que  chacune  d'elles  est  la  plus  simple  possible,  eu  t^gard 
au  nombre  des  variables  P,,  Pj,. . .,  P„  qu'elle  renferme, 
et  qui  n'y  sont  pas  mêlées  les  unes  aux  autres,  mais  y  figu- 
rent seulement  par  leurs  carrés.  De  là  une  facilité  d'inter- 
prétation à  laquelle  ajoute  encore  le  parallélisme  des  équa- 
tions correspondantes  pour  le  plan  et  pour  l'espace.  Car  les 
considérations  à  l'aide  desquelles  on  peut,  dans  le  plan, 
déduire  de  la  seule  forme  de  son  équation  la  position  du 
lieu  que  l'on  étudie  par  rapport  aux  données  géométriques 
de  la  question,  se  trouvent  naturellement  indiquées  comme 
devant  être  essayées  de  même,  quand  ou  aura  à  étudier  la 
position  du  lieu  correspondant  de  l'espace.  Or  il  arrive 
que  cet  essai  réussit,  et  que  ces  mêmes  considérations  suf- 
fisent pour  faire  apparaître  tous  les  détails  de  position^ 
essentiels  ici,  qui  étaient  d'abord  cachés  dans  l'équation 
du  lieu.  Mais,  comme  nous  le  verrons,  beaucoup  d'autres 
choses  apparaissent  en  même  temps  auxquelles  on  ne  son- 
geait pas,  que  personne  n'avait  encore  aperçues,  et  qui 
donnent  :  à  la  géométrie  comparée  des  polygones  et  des  po- 
lyèdres, plusieurs  théorèmes  nouveau!x^  à  la  théorie  des 
lieux  géométriques  plans  ou  solides,  de  tous  les  ordres 
et  de  toutes  les  classes,  un  principe  unique,  jusqu'ici 
ignoré,  et  qui  parait  contenir  toute  celte  théorie. 

82.  L'ellipse  (2a,  ^b)  étant  rapportée  à  ses  axes  de 
figure,  l'une  quelconque  de  ses  tangentes  peut  être  repré- 
sentée par  l'équation  connue 

jrcosa  4- jsinazrr  P  =  y/a'cos'a  -i-  ^'sin'a, 

a  désignant  l'inclinaison,  sur  Taxe  an,  de  la  normale  cor- 
respondante N,  et  P==  y/a*cos*a  H- i*  sîn*«  la  distance 
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ciu  centre  delà  courbe  à  la  tangenle  considérée.  Traduisant 
cette  équation  en  langage  ordinaire,  on  peut  dire  que  le 
carré  de  la  distance  du  centre  d'une  conique  à  Vune  quel- 
conque de  ses  tangentes  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
dès  produits  de  chacun  des  demi- axes  de  la  courbe  par  le 
cosinus  de  V angle  formé  par  la  direction  de  cet  axe  av^ec 
la  normale  correspondante^ y 

P'=rt»cos»(N,  û)  +  ^='cos*(N,  6); 

et  celte  formule  est  ensuite  applicable,  comme  nous  Tal- 
ions voir,  à  un  système  quelconque  d'axes  coordonnés. 

83.  Du  lieu  des  centres  dus  coniques  inscrites  à  un 
quadrilatère. 

Soient,  relativement  à  un  système  quelconque  d'axes 
rectangulaires, 

P,P,P,P,z=o 

les  côtés  du  quadrilatère  donné;  chacune  des  fonctions  P„ 
étant  de  la  forme 

où  A„  et  B„  désignent  les  cosinus  des  angles  formés  avec  ox. 
oj  par  la  normale  N  au  côté  correspondant,  ou  les  cosinus 
directeurs  de  cette  normale. 

Si  l'on  désigne  de  même  par  a  et  (3,  a'  et  j3'  les  cosinus 
directeurs  de  chacun  des  axes  2a  ou  ib  d'une  ellipse  tan- 
genle aux  quatre  droites,  on  aura  pour  le  carré  de  la  di- 
slance du  centre  (x^y)  de  cette  ellipse  à  chacune  de  ces 
droites,  cette  double  expression 

ou,  en  développant  les  cosinus. 

Appliquant  celle  relation  à  chacune  des  quatre  tang<^utes 
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données,  il  vient 

1°  PÎ=(A,^-hB.jr  — i:r.)'=«UA.a-f-B,p)^-h3»(A,a'-t-B.p7, 
2«  ?,»==  (A,x  4-B,r  — CT,;»=:  «'(A,a  -h  B,p)'4-  ^MA^«»'+  B»P?> 
3»  PÎ=(A3J7-4-B3r  — ci3)'=û'(A3a  +  B3p)^H-6'(A3a'-hB3P7S 

et  la  délermination  du  lieu  des  centres  est  ramenée  à  l'éli- 
mination, entre  ces  quatre  équations,  des  trois  paramètres 
indépendants  auxquels  se  réduisent  les  six  variables  a,  &, 

«,  p,  «',  p'. 

Or  cette  élimination  se  réalise  aisément  en  vertu  d'un 
mode  particulier  de  symétrie  que  présentent  les  équations 
I**,  2^5  3°,  4">  et  d'après  lequel  les  quantités 

«•^a»  et  ô'a'S       «'p2  et  ^2p/2^       ^^^p  et  b^^p' 

entrant  de  la  même  manière  dans  toutes  les  combinaisons 
que  Ton  en  pourra  former;  il  suffira  de  rendre  nuls  les 
coefficients  des  termes  en 

* 
dans  l'équation  résultant  de  celte  combinaison,  pour  voir 

disparaître  toutes  les  variables. 

Si  Ton  désigne,  dès  lors,  par  Ij,  ij,  X3,  1,,  quatre  coeffi- 
cients indéterminés  dont  les  rapports  soient  définis  par  les 
relations  suivantes 

>,A;  +  >.,AJ+>3A?4->4A;=ro, 
X,B;-4->,Bî-h>.3BJ-f->,BÎ=o, 

>,A,Bi-h  XjAaBa-h  >âA3B3-h  >4  A4B4=r:  o, 

et  qu'ayant  multiplié  les  équations  1°,  2^,  3^,  4**  respecti- 
vement par  X,,  X,,  Xj  ^4,  on  les  ajoute  membre  à  membre  : 
le  second  membre  de  l'équation  résultante  est  identique- 
ment nul,  en  vertu  des  relations  (X)  ;  tous  les  paramètres 
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variables  $e  trouvent  éliminés,  et  Téquation  du  lieu  est 
(I)  {ou  ^  • 

'>,p;  =  o. 


s 


D'ailleurs,  eu  vertu  des  relations  (X),  les  termes  en  a:', 
j^,  j^'  disparaissent  d'eux-mêmes  du  premier  membre  de 
cette  équation,  qui  représente  dès  lors  une  droite;  et  l'on  a 
ce  théorème  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  au  quadii- 
latère  PiPjP8P*=o  est  la  droiie  représentée  par  Vé- 
quation 

(i)  \v\  -I-  >..Pî  -i-  >3Pî.+ >«p: = o, 

rendue  linéaire  en  x  et  y  par  un  choix  com^enable  des 
coefficients  Xj, . .  .X4. 

84.  Remarque  I, —  Quels  que  soient  Tangle  des  axes  ox^ 
oj  et  la  forme  des  fonctions  P,  la  droite  des  centres  demeure 
représentée  par  l'équation  (i);  ou,  en  prenant  pour  axes 
des  x  et  àesj  deux  des  quatre  droites  données,  par  celle-ci  : 

les  coefficients  a,  j3,  X,  X'  étant  toujours  choisis  de  manière 
à  produire  la  disparition  des  termes  en  j:*,  xj^j^ .  Il  serait 
donc  facile  de  vériGer,  conformément  au  théorème  de 
Newton,  que /a  ligne  des  centres  se  confond  avec  la  droite 
des  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les 
quatre  tangentes  (  Principes  de  la  Philosophie  naturelle, 
liv.  I",  prop.  27).  Mais  cette  vérification  est  rendue  inu- 
tile par  notre  analyse,  et  la  position  de  la  droite  des  centres 
est  en  évidence  dans  l'équation  (i). 

Remarquons,  en  effet,  les  coefficients  X,,...X4  étant 
d'abord  supposés  quelconques  et  la  ligne  (i)  étant  traitée 


7  2  CHAPITRE    III. 

comme  une  courbe  du  second  ordre,  que  la  polaire  prise 
par  rapport  à  cette  ligne  d\m  point  quelconque  (pi,  pj, 
Pi)  Pk)  est  représentée  par  l'équalion  (p.  i8,  n°  14)  ; 

et  que  celle-ci  devient,  par  la  double  hypothèse  o  =  pi=r/^8, 

La  polaire^  prise  par  rapport  à  Tune  quelconque  des 
courbes  (i),  de  chacun  des  sommets  (o  =  pt=zpi)  du 
quadrilatère  considéré^  passe  donc  par  le  sommet  opposé 
(  o  =  Ps  =  P4  ) .  Et  deux  sommets  opposés  quelconques  du 
quadrilatère  sont  conjugués  par  rapport  à  chacune  de  ces 
lignes  (*). 

Or,  dans  toute  courbe  du  second  ordre,  le  segment  qui 
réunit  deux  points  conjugués  est  divisé  harmoniquement 
par  ces  points  et  par  la  courbe.  Si  donc  la  courbe  (1)  se 
réduit  à  un  système  de  deux  droites  D,  D',  celles-ci  divisent 
harmoniquement  le  segment  compris  entre  deux  points 
conjugués  quelconques;  et  si  la  courbe  (i)  se  réduit  enfin  à 
une  droite  unique  D,  ou  au  système  formé  de  cette  droite 
et  de  la  droite  à  Tinfini,  le  segment  compris  entre  deux 
points  conjugués  quelconques,  étant  encore  divisé  harmo- 
niquement par  la  droite  D  et  la  droite  à  Tinfini,  se  trou- 
vera divisé  en  deux  parties  égales  par  la  seule  droite  D.  La 
droite  D,  représentée  par  l'équation  (i),  divise  donc  en 
parties  égales  le  segment  compris  entre  deux  sommets  op- 
posés quelconques,  ou  chacune  des  diagonales  du  quadrila- 
tère proposé. 

85.  Remarque  II,  —  Cinq  tangentes  d'une  conique 
étant  données,  le  centre  de  la  courbe  est  au  point  de  con- 
cours  des  médianes   des   cinq  quadrilatères    formés    par 

(*)  Deux  points  étant  dits  conjugués  par  rapport  à  une  courbe  du  second 
ordre,  lorsque  la  polaire  deTun  de  ces  points,  prise  par  rapport  à  la  courbe, 
passe  par  l'autre. 
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quatre  quelconques  de  ces  tangentes  : 

86.  Remarque  III.  —  Une  conique  étant  définie  par 
les  cinq  tangentes 

P,P2P3P4Ps  =  0, 

V  équation 

o=Vx,PÎ=D, 

abaissée  au  premier  degré  à  l'aide  des  coefficients,  repré^ 
sente  le  faisceau  des  diamètres  de  cette  conique.  Réci- 
proquement, etc. 
Soient  en  effet 

(o)  o  =  D=^V.PÎ 

l'une  des  droites  contenues  dans  Téqualion  précédente,  et 

(i)  o  =  D,=y        XF, 

(2)  o  =  D,=y        XF, 

♦ 

(3...)  o  =  D3=y        XP»;    ... 

les  médianes  des  quadrilatères  formés  des  cinq  tangentes 
données,  moins  Isl  première  P,,  ou  la  seconde  Pj,  ou  la 
troisième  P^  v  •  •  • 
Si  entre  les  identités 

(o)  D=^V.PÎ 

et 

on  élimine  le  terme  en  P,  qui  figure  au  second  membre  de 
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Tune  et  de  Taulre,  la  comparaison  de  l'identité  résul- 
tante 

à  Tune  des  premières 

permet  d'écrire  identiquement 

ou 

(0,1,2)  D^iW|D, -I- /ifjDj. 

La  droite  D  =  o  passe  donc  par  le  point  de  commune  in- 
tersection de  deux  quelconques  des  droites  Di  Di . . .  D5  =  o, 
ou  par  le  centre  de  la  conique  considérée. 

Réciproquement,  un  diamètre  quelconque  d^une  co- 
nique dé/iiïie  par  les  cinq  tangentes  Pi  Pj . . .  P5  =  o 
peut   être  représenté  par  une    équation    de    la  forme 

\   ij  PJ  =  o;  car  deux  des  diamètres  de  la  courbe  étant 

représentés  par  les  équations 

oLd=V>.PÎ,     o  =  D'=Vp,PÎ, 

et  tous  les  diamètres  concourant  en  un  même  point,  un 
troisième  diamètre  quelconque  sera  représenté  par  une 
combinaison  homogène  des  deux  équations  précédentes 


aD  -f-  a'D=:  o     OU 


J\.p;  =  o. 


87.  Remarque  IV,  —  La  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  six  droites 

V\  1:  2  .  •  •  Ir  5  r^  O 

soient  tangentes  à  une  même  conique  est  qu  il  existe^  entre 
les  carrés  des  distances  de  toutes  ces  droites  à  un  point 
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quelconque  de  leur  plan^  une  relation  linéaire  et  homo^ 
gène 


jLJt 


le  signe  ^  désignant  toujours  une  identité. 

Si  les  droites  données  sont  d'abord  six  tangentes  d'une 
même  conique,  Tun  quelconque  des  diamètres  D  =  o  de 
cette  dernière  donnera  lieu  aux  identités 

et  celles-ci  entraînent  la  relation  identique 


S' 


V,PJ  =  0. 


Et  si,  d'autre  part^  six  droites  donnent  lieu  à  une  telle 
identité,  les  six  coniques  tangentes  à  cinq  de  ces  droites 
ont  les  mêmes  diamètres 

le  même  centre,  et  se  confondent  en  une  même  courbe  tan- 
gente aux  six  droites  considérées. 

88.  On  peut  établir  géométriquement  le  théorème  de 
Newton  à  l'aide  des  considérations  suivantes  où  intervien- 
nent quelques  propriétés  de  l'hyperboloïde  à  \ine  nappe 
que  nous  aurons  à  utiliser  dans  la  suite. 

i**  Que  l'on  considère  d'abord  le  lieu  des  centres  de  tous 
les  hyperboloïdes  gauches  menés  par  deux  droites  don* 
nées^  non  situées  dans  un  même  plan. 

Les  deux  plans^  parallèles  entre  eux,  menés  suivant  ces 
droites,  font  un  système  de  deux  plans  tangents  parallèles^ 
communs  à  tous  les  hyperboloïdes  considérés  dont  les  cen- 
tres appartiennent  dès  lors  à  un  même  plan  parallèle  aux 
deux  précédents  et  équidistant  de  l'un  et  de  l'autre.  Le 
lieu  actuel  des  centres  est  donc  le  plan  parallèle  à  cha^ 
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cune  des  droites  données  et  éqiddistant  de  Vune  et  de 
Vautre  y  ou  le  plan  médian  relatif  à  ces  droites. 

7,^  Il  résulte  de  là  que  le  lieu  des  centres  des  hyperho- 
loïdes  à  une  nappe ^  menés  par  les  quatre  côtés  d'^un  qua- 
drilatère gauche^  n'est  autre  que  la  commune  înlersection 
des  deux  plans  médians  relatifs  aux  côtés  pairs  ou  impairs, 
ou  la  médiane  de  ce  quadrilatère  :  chacun  de  ces  plans  mé- 
dians contient,  en  effet,  les  points  milieux  des  deux  diago- 
nales^ ainsi  que  la  droite  qui  les  réunit. 

3°  Si  Ton  revient  maintenant  à  la  figure  primitive  com- 
posée d'un  quadrilatère  plan  ahcd  et  de  Tune  quelconque 
des  ellipses  inscrites;  celle-ci  pourra  représenter  l'ellipse 
de  gorge  d'un  hyperboloïde  auxiliaire  passant  par  les  quatre 
côtés  d'un  quadrilatère  gauche  ABCD,  mené  arbitraire- 
ment dans  Fespace  sous  la  seule  condition  que  sa  projection 
orthogonale  sur  le  plan  de  cette  ellipse  coïncide  avec  le 
quadrilatère  abcd.  Or,  le  centre  de  cet  hyperboloïde,  ou 
le  centre  même  de  V ellipse  considérée^  devant  se  trouver  à 
la  fois  sur  le  plan  de  cette  ellipse  et  sur  la  médiane  du  qua- 
drilatère gauche  ÂBCD;  ce  centre  n'est  autre  que  la  trace 
de  cette  médiane  sur  ce  plan,  c'est-à-dire  un  point  de  la 
projection  sur  le  plan  abcd  de  la  médiane  de  ce  quadrila- 
tère gauche,  ou  un  point  de  la  médiane  du  quadn'latère 
projeté  abcd,  c.  q.  F.  d. 

89.  Remarque,  —  Le  théorème  général  relatif  au  lieu 
des  centres  des  hyperboloïdes  menés  par  les  côtés  d'un  qua- 
drilatère gauche  n'est  donc  qu'un  corollaire  immédiat  de 
la  situation  du  centre  de  toute  surface  du  second  ordre  par 
rapport  à  deux  plans  tangents  parallèles.  La  situation  du 
centre  d'une  conique,  à  égales  distances  de  deux  tangentes 
parallèles,  devrait  donc  suffire  aussi  à  l'établissement  di- 
rect du  théorème  de  Newton.  Cependant  il  n'en  est  rien, 
ou  il  parait  n'en  être  rien.  Et  la  séparation  que  présentent, 
au  point  de  vue  de   la  démonstration ,  deux  théorèmes 
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pourtant  si  voisins,  subsiste  comme  une  singularité  géomé- 
trique dont  Texplication  est  peut-être  assez  cachée,  mais 
que  Tanalyse  peut  faire  disparaître^  comme  on  le  verra,  en 
ramenant  ces  deux  théorèmes,  et  plusieurs  autres  sembla- 
bles, à  ce  même  principe  dont  nous  venons  de  parler. 

90.  Du  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un 
triangle^  et  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  principaux 
est  assujettie  à  demeurer  constante. 

Les  côtés  du  triangle  étant  représentés  par  les  équations 

et  toutes  les  notations  du  n**83  étant  conservées,  la  déter- 
mination du  lieu  actuel  des  centres  [(j^,j^)  ou  (Pj,  Pj,  P3)] 
dépendra  de  Télimination  des  trois  paramètres  indépen- 
dants auxquels  se  réduisent  les  six  variables  a,  i,  a,  j3, 
a',  (3',  entre  ces  quatre  équations  : 

l«  PÎ  =  (AiX  +  B,7  — cr,)»=:/i»(Aia-hB,p)>-l-^»(A,a'-t-B.p')'; 

3«  P^=:(A3-F-f-B3j  — i:r3)'=:a'(A3a-4-B3p)^-h^^(A3a'-t-B3p')M 
4**  «2  _,^  ^2  _,  ^.ï  _-  const. 

Or  si,  désignant  parXj,  X,,  X3  trois  coefficients  définis  par 
les  conditions-suivantes  : 

/)i,Aî-4-^A5-f->3Al=:i, 
(>)  !x.BÎ-t>X,B^, -h>3BJ=i, 

X|  Al  Bi  -f-  ^3  A2  B]  +  ^3  A3  B3  rzr  o, 

Ton  ajoute,  membre  à  membre,  les  équations  1°,  2**,  3*^ 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  nombres 
ii,  3ij,  ^8  :  le  second  membre  de  l'équation  résultante  de- 
vient, en  vertu  des  relations  (X), 

toutes  les  variables  se  trouvent  éliminées,  et  il  vient,  pour 
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Féqualion  du  lieu, 

(II)  {ou  '  ' 

D'ailleurs,  les  termes  du  second  degré  de  celte  équation  se 
réduisent  à  or* -f-j^*,  en  vertu  des  relations  (X).  Le  lieu 
considéré  est  donc  un  cercle,  et  Ton  a  ce  théorème  : 
Le  heu  des  centres  des  coniques  inscrites  au  triangle 

P,P,P3  —  O, 

et  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  principaux  demeure 
constante^  est  le  cercle  i^eprésenté  par  Vcquation 

[1)  \     X,PÎ  =::rt*-h  A»=COnSt. 

ramenée  à  la  forme  circulaire  x'  -|- j*  -4-  .  . .  par  un  choix 
conv^enable  des  coefficients. 

91.  Remarque  I.  —  Si  les  axes  ox^  oj  se  coupent  sous 
un  angle  quelconque,  Téqualion  précédente  est  encore  ap- 
plicable. On  peut  donc  prendre  pour  axes  deux  des  trois 
tangentes  données,  el  le  lieu  des  centres  demeure  repré* 
sente  par  Téquation 

(2')  OLX^^  Pj'+X  (  — -f-*^  —  iy=z:a2-4-6» 

ramenée  maintenant  à  la  forme  circulaire 

^^  -♦-  j'  -4-  2  .r^cos  (.r,  j)  -h .  .  . 

par  un  choix  convenable  des  coefficients.  La  détermina- 
lion  du  centre  du  cercle  {2)  ou  (2')  en  résulterait  aisé- 
ment, et  Ton  vérifierait,  conformément  au  théorème  de 
Sleiner,  qu'il  coïncide  avec  le  point  de  rencontre  des 
hauteurs  dvL  triangle  donné.  Mais  cette  vérification  serait 
ici  superflue,  la  position  du  centre  étant  en  évidence  dans 
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TéquatioD  (2)  ^  aussitôt  du  moins  que  Ton  y  suppose  nulle 
la  constante  a*  -+-  i",  ce  qui  ne  change  rien  à  la  position  du 
point  cherché. 
Posons,  en  effet, 

Téquation  (2)  prend  la  forme  homogène 

(2")  ^\p'=zo: 

et  l'on  voit  bien  maintenant,  le  cercle  représenté  par  cette 
dernière  équation  étant  conjugué  au  triangle  P,  PiP3  =  o, 
que  le  centre  de  ce  cercle  coïncide  avec  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  de  ce  triangle. 

92.  Remarque  II.  —  La  somme  des  caiTes  des  demi- 
axes  d^une  ellipse  inscrite  à  un  triangle  est  mesurée  par 
la  puissance  du  centre  de  la  courbe  par  rapport  au  cercle 
conjugué  à  ce  triangle. 

Les  coordbnnées  or,  j^  ou  P,,  Pj,  P3  du  centre  de  toute 
ellipse  inscrite  vérifient,  en  effet,  Téquation  (2) 

a'  -^-  b'  =^'W]~{x—  k]'  ->t  {^— B)^— R'; 

et  Ton  peut  dire  que  ces  coordonnées,  substituées  dans  la 
fonction 


1 


du  cercle  conjugué  au  triangle^  lui  font  acquérir  une  va- 
leur simultanément  égale  à  la  somme  a*  -f-  i*  des  carrés 
des  demi-axes  de  l'ellipse  considérée,  et  à  la  puissance  du 
centre  de  celle-ci  par  rapport  à  ce  cercle. 
Si  Ton  appelle  cercle  diagonal  de  l'ellipse 


—.  -^  1-.  =1 
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le  cercle  concentrique 

x^-\-  f^=:  a^  -h  b^ 

• 

ayant  pour  rayon  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur 
les  derai-axes  principaux  de  la  courbe,  le  théorème  pré- 
cédent devient  susceptible  de  cet  autre  énoncé  : 

Les  cercles  diagonaux  de  toutes  les  coniques  inscrites  à 
un  même  triangle  sont  orthogonaux  à  un  même  cercle,  le 
cercle  conjugué  à  ce  triangle. 

93.  Remarque  III.  —  Le  lieu  des  centres  des  hyper- 
boles équilatères 

inscrites  à  un  triangle  est  le  cercle  conjugué  à  ce  triangle. 
Ce  cercle,  d'ailleurs,  est  réel,  se  réduit  à  un  point  ou  de- 
vient imaginaire^  suivant  que  le  triangle  proposé  est  obtu- 
sangle,  rectangle  ou  acutangle. 

* 

94.  Remarque  IV.  —  Les  centres  des  hyperboles  équi- 
latères définies  par  quatre  tangentes  appartiennent  à  cha- 
cun des  cercles  conjugués  des  quatre  triangles  résultant  de 
trois  quelconques  de  ces  tangentes.  Ces  quatre  -cercles  se 
coupent  dans  les  doux  mêmes  points,  centres  de  deux  hy- 
perboles répondant  à  la  question^  et  la  droite  qui  les  réu- 
nit, ou  Taxe  radical  de  ces  cercles,  se  confond  avec  la  mé- 
diane du  quadrilatère  résultant  des  tangentes  données. 

93.  Remarque  V.  —  Le  théorème  de  Newton  peut 
être  considéré  comme  une  conséquence  du  théorème  de 
Steiner. 

Soit,  en  effet,  a}  -f-  é'  la  somme  des  carrés  des  demi-axes 
de  Tune  quelconque  des  coniques  tangentes  aux  quatre 
droites  PiP,P8P4  =  o.  Le  centre  de  cette  conique,  apparte- 
nant, d'après  ce  dernier  théorème,  à  chacun  des  cercles 
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appartiendra  aussi  à  leur  axe  radical  représenté  par  Tune 
des  équations 

OU 

>',P;  H-  À'.PJ  +  V3PÎ  -+-  a\VI  =  o  : 

et  le  lieu  des  centres  n'est  autre  que  la  droite  unique  et 
déterminée  représentée  par  cette  équation. 

96.  Remarque  VI. —  Comme  celui  de  Newton,  le  théo- 
rème de  Steiner  peut  devenir  évident  à  Faide  de  quelques 
considérations  empruntées  de  la  Géométrie  de  l'espace. 

D'après  le  théorème  de  Monge,  le  lieu  décrit  par  le  som- 
met d'un  trièdre  trirectangle  circonscrit  à  l'ellipsoïde 
(a,  b^c)  est  une  sphère  concentrique  ayant  pour  rayon  la 
diagonale  du  parallèlipipède  construit  sur  les  trois  demi- 
axes  de  l'ellipsoïde  :  R  =  ^a*-f-è*  -hc*.  Or,  si  l'un  de  ces 
demi-axes  c  diminue  graduellement  et  tend  vers  zéro,  le 
théorème  subsiste  toujours  pour  se  transformer,  à  la  limite, 
en  celui-ci  :  Le  lieu  décrit  par  le  Sommet  d*un  trièdre 
trirectangle  circonscrit  à  VeWpse  (a,  b)  est  une  sphère 
concentrique  ayant  pour  rayon  la  diagonale  du  rectangle 

construit  sur  les  demi-axes  de  l'ellipse  :  R  =  y/a*  -h  A". 
Cest,  d'ailleurs  ,  ce  que  Ton  vérifierait,  par  un  calcul  di- 
rect, en  formant  Téquation  générale  des  cônes  menés  sui- 
vant la  courbe 

et  écrivant  la  condition  nécessaire  pour  que  trois  des  plans 
tangents  de  l'un  de  ces  cônes  forment  un  trièdre  trirec- 
tangle. La  somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux 
d^une  conique  est  donc  représentée  par  le  carré  de  la  dis- 
tance du  centre  de  la  courbe  au  sommet  de  Vun  quelcon- 

que  des  trièdres  trirectangles  circonscrits  :  a'  -h  i*  =  oM. 
Que  Ton  considère  maintenant  (^g*  16)  le  lieu  des  cen- 
tres odes  coniques  inscrites  au  triangle  donné  ÂBCet  dont 

6 
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les  carrés  des  demi-axes  principaux,  a*,  6*,  conservent  une 
somme  constante  :  on  verra,  le  triangle  circonscrit  ABC 

et  le  nombre  sja}  -+-  6*  étant  donnés ^  qu'il  en  est  de  même 

Fig.  i6. 
M 


du  sommet   M   du   trièdre  tri  rectangle   construit   sur  ce 

tri  angle  comme  base,  et  de  la  distance  Mo  =  o  M  =  \]a'^  H-  i* 
de  ce  sommet  M  au  centre  de  Tune  quelconque  des  coniques 
de  la  série.  Le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  coniques  coïn- 
cide donc  avec  la  section  d'une  sphère  décrite  du  point  M 

comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  \Ja*  -+-  4*,  par  le  plan 
ABC  du  triangle  donné  :  et  cette  section  est  un  cercle  ayant 
pour  centre  la  projection  du  point  M  sur  ce  plan,  ou  le  point 
de  rencontre  H  des  trois  hauteurs  de  ce  triangle;  ce  qui  est 
la  partie  essentielle  du  théorème  de  Steîner. 

Mais  on  déduit  encore,  de  l'égalité  a*-|-  J*  =  oM  , 


a^-\-b^=:o\i   4-  HM  ; 

ou,  en  remarquant  que  le  triangle  «MA  est  rectangle  en  M, 
et  que  les  segments  Ha,  HA  sont,  dans  la  figure,  de  sens 
opposés  ou  de  signes  contraires, 


a^-^b^=oïL  — H«.HA  =  oH   — p': 

p  désignant  le  rayon,  imaginaire  dans  la  figure,  du  cercle 

conjugué  au  triangle  ABC  [p  =  r  ^ —  i)-  Or  lé  centre  de 
ce  cercle  étant  le  point  H  lui-même,  la  relation 
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exprime  que  la  somme  des  caiTes  des  demi-axes  de  toute 
ellipse  inscrite  à  un  triangle  est  mesurée  par  la  puissance 
du  centre  o  de  la  courbe  par  rapport  au  cercle  conjugué 
au  triangle.  Et  c'est  aussi,  comme  nous  l'avons  vu  (Remar- 
que II)  la  dernière  conséquence  de  l'équa lion  (a)  (p.  78). 

§  II,  —  Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  aux  sept  plans  Pi. .  .P7  =  o  :  ou  du  plan 

représenté  par  V équation  \  XiPJ  =  o. 

97.  On  sait  que  l'équation  générale  des  plans  taàgents  à 
l'ellipsoïde 

rapporté  à  ses  axes  de  figure,  est 

P  désignant  la  distance  du  centre  de  la  surface  au  plan  tan- 
gent considéré;  et  a,  j3,  y  les  cosinus  des  inclinaisons,  sur 
les  axes  2a,  ai,  ne  de  l'ellipsoïde,  de  la  normale  correspon- 
dante N.  Traduisant  cette  équation  en  langage  ordinaire, 
on  peut  dire  que  le  carré  de  la  distance  du  centre  d^un 
ellipsoïde  à  Vun  quelconque  de  ses  plans  tangents  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  produits  obtenus  en  multi- 
pliant chacun  des  demi^axes  principaux  a,  i,  c  de  la 
surface  par  le  cosinus  de  V  angle  formé  par  la  direction  de 
cet  axe  avec  la  normale  correspondante  N  : 

P>  =  fl»cos^(N,  a)  -f-  ^'cos'»(If,  ^ ) -f- c^ ces»  ( N,  c). 

98.  Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  à  sept  plans  donnés. 

Soient,  relativement  à  un  système   quelconque  d'axes 
rectangulaires, 

les  sept  plans  donnés;   chacune  des  fonctions  P  étant  de 

la  forme 

P  =  Ax  +  Bj-f-Cs  —  CT, 

6. 


84  CHAPITRE    III. 

OÙ  A,  B,  C  désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  N 
menée  de  Forigine  au  plan  considéré,  et  zs  la  distance  de 
Torigine  a  ce  plan. 

Soient,  en  outre,  (x,  j<",  2)  le  centre  d'un  ellipsoïde  tan- 
gent aux  sept  plans  donnés;  a,  &,  c  les  longueurs  de  ses 
demi-axes  principaux;  et 

a,  p,  7    les  cosinus  directeurs  do  l'axe  2a, 

D'après  la  remarque  précédente,  on  aura  celle  double  ex- 
pression de  la  dislance  du  centre  de  rellipsoïde  à  Tun 
quelconque  des  sept  plans  tangents  : 

P'  =  ( Ax  -f-^B^  -h  C«  —  rnY 

=  a»cos»(N,«)  H-  /»*cos»(N,^)  H-  c'cos'  (N,f); 

ou,  en  développant  les  cosinus, 

=r:a'(Aa  +B|î   -f-Cv)» 
+  ^'(Aa'-hBp'  -hCv')» 
-hc»(Aa''-f-Bp"-f-C7«)^ 

Delà,  en  appliquant  celle  équation  à  chacun  des  plans  P,, 
V  P, 

1°  (A.x-fB.jH-C,  3  — w,)' 

=  «'(A,a   -f-B,p    -f-Cv)^ 
-i-^*(A.a'  -+-B,p'  H-C.7')' 
-fc'(A,a"  +  B.  p"-f-C,7"j% 

2'*  (A,J:-f-B,^-hCaZ— tj,)' 

=:û'(A3a   -f-B^p    -|-C,7;^ 

-hb^(A20L'  -hB,p'  -f-Cj7')» 

-Hr>(A,a''-f-B,p"-l-C,7")S 


=:fl»(A,  a  H-B,  p    -f-C,7)* 
-f- Z^» (  A,  a' -f- B, p'  4-C,/)' 
4-c»(A,«''-hB,p''-hC,7V, 
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et  la  détermination  du  lieu  des  centres  {^yy^  z)  serait  ra- 
menée à  Télimination  des  douze  variables 


«,  6,  c;     a,  p,  7;      a',  p',  7';     a'',  f\  7" 

entre  les  sept  équations  que  l'on  vient  d'écrire  et  les  six 
relations  que  l'on  sait  exister  entre  les  neuf  cosinus  relatifs 
à  trois  directions  rectangulaires  (a,  &,  e).  Mais  il  arrive  ici 
que  l'élimination  peut  s'effectuer  indépendamment  de  ces 
six  relations.  C'est  ce  qui  résulte,  au  point  de  vue  analyti- 
que, d'un  mode  particulier  de  symétrie  que  présentent  les 
équations  i**,  2*^, . . . ,  7**,  et  d'après  lequel  les  quantités 

fl'a%  b^a'^  et  c^a.''\ 

rt'P%  b^p'^  et  c'P"\ 

0^7*,  b'y^^  et  c'7"*; 

«»ap,  b^(x!p'  et  c»a"p", 

«'p7,  ^'P'7'  et  r'P''7", 

«»a7,  b^ay'  et  c'a"  7" 

entrant  de  la  même  manière  dans  toute  combinaison  de  ces 
équations,  il  suffira  de  rendre  nuls  les  coefficients  des  ter- 
mes en 

a'a^  fl'p%  a*7';     a^ap,  «2p7,  a^ay 

dans  l'équation  résultant  de  cette  combinaison,  pour  voir 
disparaître  toutes  les  variables. 

Egalant  donc  à  zéro  le  coefficient  de  chacune  de  ces  quan- 
tités dans  Téquation  qui  résulterait  de  l'addition  membre 
h  membre  des  relations  i^,  2**,...,  y^  après  leur  multiplica- 
tion respective  par  les  nombres  indéterminés  ^1,  ^2 v?  ^'7» 
il  vient 


(>) 


i.AÎ      4-X,AJ      +.. 

.-f-;,A?        0, 

l.BJ      -)-X,BÎ      +.. 

.4->,BÎ          0, 

hC\     -hhC\      +.. 

.-i->,c;       0; 

^1  A|B|  +  X2A2B2  -4- . . 

.-h).,A,B,       0, 

>,B,C, +),B2C,  H-.. 

.-h  V,B,C,  —  0, 

>,A,C,  +  >.AaC2-h.  . 

.  -f-  ).îA7C7   0. 
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Otsî,  multipliant  les  équations  i®,  2®,...,  7° respectivement 
par  les  nombres  actuellement  déterminés  ^1,  ^s,.  •  •)  ^-7)  ^^ 
les  ajoute  membre  à  membre  ^  le  second  membre  de  Téqua- 
tion  résultante,  ordonné  par  rapport  aux  dix-liuit  quantités 

telles  que  a* a*,  û*P*^  ^'7*5  ^'^/^j  ^'Py,  a* «y,...,  a  tous  ses 
coeflScîenls  nuls,  en  vertu  des  relations  ().),  et  s^annule 
lui-même  identiquement.  L'élimination  des  douze  variables 
se  trouve  donc  effectuée,  et  le  lieu  des  centres  est  défini 
par  Féquation 

>.,  (A,  a:  -h  B,  j  -j-  C,  «  —  u,  )* 


+  X,  ( A,  x  +  B,  j  -f-  C,  z  —  my=:o 
ou 

">,PÎ=io. 


i: 


Il  résulte,  d'ailleurs,  des  mêmes  relations  (X),  que  les  carrés 
et  les  rectangles  des  coordonnées  courantes  x^  y^  z  dispa- 
raissent d'eux-mêmes  de  cette  équation,  qui  s'abaisse  au 
premier  degré  et  nous  donne  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre  tan^ 
gentes  aux  sept  plans 

ITi   "2  •  •  •  *  7  O 

est  le  plan  représenté  par  T équation 

% 

(I)  ^«" 

2^>.pî=o, 

rendue  linéaire  en  x,  j",  z  par  un  choix  conuenable  des 
coefficients, 

99.  Remarque  I,  —  On  peut  établir  que  le  lieu  des  cen- 
tres des  ellipsoïdes  inscrits  à  un  octaèdre  hexagonal  est  le 
plan  mené  par  les  points  milieux  des  trois  diagonales.  Ce 
plan,  rapporté  à  sept  quelconques  des  faces  de  l'ociaèdre, 
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peut  donc  êlre  représenié,  de  huit  manières  différentes^ 
par  une  équation  de  la  forme  \    l^V]  =o, 

100.  Remarque  //.  —  Développant  Téquation  du  plan 
général  des  centres,  on  trouve 

a:().,  TJi  A|  H- .  .  .  -f-  ^7  cr?  A7 ) 
+  J  (^1  «^1  B,  + .  .  .  -h  ^  U7  B7  ) 
+  z  (>i  o,  C,  + .  .  .  -i-  >7  CT7  C7)  +  H  =  o  ; 

d'où,  pour  la  normale  même  de  l'origine  à  ce  plan, 

or.  y 


\\XS\Sk\  -\-  .  .  •  -h  A7  CT}  A7        A| OiBi  -}-  • .  .  -f-  /7cr7B7 

z 


/|  CTi  Lu  ~T~  •  •  .  •"T"  A7  T3'\  v«7 

La  normale  menée  de  l'origine  au  plan  des  centres  coïn- 
cide donc  avec  la  résultante  d'un  conlour  polygonal  dont 
les  côtés  successifs  seraient  représentés,  en  grandeur,  direc- 
tion et  sens,  par  les  perpendiculaires  Ui,  C7t,...,  gtt menées 
de  l'origine  à  chacun  des  plans  donnés,  mullipliées  respec^ 
tivement  par  les  membres  Xi,  ^2, . . . ,  X7. 

Il  est  remarquable  que  les  changements  apportés  dans  ce 
contour  par  le  déplacement  de  l'origine  laissent  invariable 
la  direction  de  sa  résultante. 

101.   Remarque  m»  — L'équation 

conserve  la  même  signification  quelle  que  soit  Tobliquité 
des  axes.  Si  l'on  choisit,  par  exemple,  trois  des  sept  plans 
donnés  pour  plans  des  x^j^  z,  le  plan  général  des  centres 
demeure  représenté  par  l'équation 

rendue  linéaire  en  x^y^  z  à  Taidedes  coefficients. 
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102.  Bemarque  IF.  —  La  droite  d^s  centres  de  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  tangentes  à  huit  plans  donnés 

P,P,...P,  ==o 

est  définie  par  les  équations 

y  X,PÎ=o,      Vx,PÎ  =  o,   ..; 
et  il  est  aisé  de  voir  que  V équation 

o  =  ^'x.PÎ  =  Q, 

abaissée  au  premier  degré  à  Taide  des  coefficients,  repré- 
sente tous  les  plans  menés ^  en  nombre   infini,  par  la 
droite  générale  des  centres  ;  ou  le  système  des  plans  dia- 
métraux communs  à  toutes  les  surfaces  de  la  série. 
Soient/  effectivement, 

(o)  o  =  Q  =  ^V.PÎ 

Tun  quelconque  des  plans  contenus  dans  Téquation  précé- 
dente; et 

(i)  o=Q.=y  ip». 

(2)  o=Q,=y  ÀP», 

*  •  

(3)  o  =  Q3=y     XF,... 

les  plans  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre  langenles 
aux  huit  plans  donnés,  moins  le  premier  P,,  ou  le  second 
Pj,  ou  le  troisième  Ps  ; . . . 
Si  entre  les  deux  identités 

(o)  Q=^V,PÎ, 

(i)  Q'^2-/*" 
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on  élimine  le  terme  en  P,  qui  figure  au  second  membre  de 
l'une  et  de  l'autre;  et  que  l'on  compare  l'identité  résul- 
tante 

(0,1)  «Q-|-flr,Q,=y     XP» 

à  l'une  des  premières 

(2)  Q,=^^^^P^ 

on  a  encore  identiquement 

ou 

(0,1,2)  Q^w.Q,  4-/W2Q2. 

Le  plan  Q  =  o  passe  donc  par  la  commune  intersection  de 
deux  quelconques  des  plans  QiQî...Q8=  o  ou  par  la 
droite  des  centres  de  toutes  les  surfaces  considérées. 

Réciproquement^  un  plan  quelconque  mené  par  la  droite 
des  centres  peut  être  représenté  par  une  équation  de  la 
forme 

'  X,PÎ=o. 


s; 


Car  deux  des  plans  menés  par  celte  droite  étant  déjà  re- 
présentés par  les  équations 


=  Q=^'>,PÎ,     o  =  Q's^\,P 


2 
2* 


un  troisième  plan  mené  par  la  même  droite  sera  représenté 
par  une  combinaison  homogène  des  deux  précédentes 

aQH-a'Q'=:o,     ou     \    fA,Pj3=o. 

103.   Remarque  F.  —  On  démontrerait  de  même  que 
V  équation 

o=^[>.PJ=Q, 
abaissée  au  premier  degré  à  l'aide  des  coefficients,  représente 
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tous  les  plans  menés  par  le  centre  de  la  surface  du  second 
ordre  définie  par  les  neuf  plans  tangents 

P,P,...P,  =  o, 

ou  le  système  des  plans  diamétraux  de  celte  surface, 

104.  Remarque  VI.  — La  condition' nécQs^^Hre  et  suffi- 
sante pour  que  dix  plans 

soient  tangents  à  une  même  surface  du  second  ordre,  est 
qu  il  existe,  entre  les  carrés  de  leurs  distances  à  un  point 
quelconque,  une  relation  linéaire  et  homogène 

le  signe  ^  désignant  une  identité. 

Et  si  certains  plans ^  au  nombre  de  neuf  ou  de  huit^  se 
trouvent  dans  de  telles  dépendances  qu^ ils  donnent  lieu  à 
l'une  des  identités 

ou 

(r)  y\,Pî=o, 

toute  surface  du  second  ordre  menée  tangentiellement  à 
tous  ces  plans ^  moins  un,  sera  d^ elle-même  tangente  au 
plan  que  Von  av^ait  omis. 

En  effet,  il  résulte  d'abord  de  ridentilé  (a)  que  tout  plan 


o=Q  =  Vx,PJ 


mené  par  le  centre  de  la  surface  (1,  2, . . , ,  8,  9)  peut  aussi 


s'écrire 


et  passe,  dès  lors,  par  le  centre  de  la  surface  (2, 3,...,  9, 10)  : 
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ces  deux  surfaces  ont  le  même  ceiilre  et  huit  plans  tangents 
communs  ;  elles  coïncident. 

Il  résulte,  de  même,  de  Tidentilé   (6),  que  tout  plan 


or=Q=«X^  +  y%,p^ 


mené  par  le  centre  de  la  surface  (Pj, . . . ,  Pg,  X)  peut  aussi 


s'écrire 


■ 

et  contient  leceuiredela  surface  (P,,. . .,  P9,X)  :  ces  deux 
surfaces  ont  le  même  centre  et  huit  plans  tangents  communs 
(P,, . . . ,  Pg,  X)  •,  elles  coïncident. 

11  résulte  enfin  de  Tidentilé  (c)  que  tout  plan 

mené  par  le  centre  de  la  surface  (P,,...,  P7,X,Y)  peut  aussi 


s'écrire 


o  =  Q  =  rtX'4-^Y'+y  a;pî 

et  contient  le  centre  de  la  surface  (Pj, . . . ,  Pg,  X,  Y)  :  ces 
deux  surfaces  ont  le  même  centre  et  huit  plans  tangents 
commun  s  (  Pi,...  ^  P?,  XetY)*,  elles  coïncident. 

Réciproquement,  dix  plans  tangents  d'une  surface  du 
second  ordre  donnent  toujours  lieu  a  Tidcntité  (a). 

Car  Tun  quelconque  des  plans  diamétraux  Q  =  o  de  la 
surface  donne  lieu  aux  identités 

et  celles-ci  entraînent  la  relation  identique     * 

10 

).';?? =o. 


s; 


lOo.  Remarque  FIL  —  Il  resterait  maintenant  à  dé- 
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duire  de  Téquatioii  principale 

(I)  ^\.Pf  =  o, 

convenablement  interprétée,  la  construction  même  du  plan 
général  des  centres. 

Que  si,  essayant,  comme  le  veut  l'analogie,  les  considé- 
rations utilisées  déjà  dans  le  prpblème  semblable  relatif  au 
lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  quatre  droites, 
on  forme  Téquation  du  plan  polaire  d'un  point  quelconque 
(pnf'ti***)  Pi)  par  rapport  au  plan  des  centres  (I)  assimilé 
à  une  surface  du  second  ordre  par  Tadjonction  du  plan  à 
r infini  :  on  trouvera  toujours  ce  plan  polaire  représenté 
par  Téquation 

^i/?iPi  -+-^2/?2Pi  +  . . .  -I-  \iPiVi  =  o, 

et  l'on  reconnaîtra  encore  que  les  rayons  vecteurs  menés 
du  pôle  à  ce  plan  sont  divisés  en  deux  parties  égales  par 
le  plan  général  des  centres.  Mais  si,  plaçant  le  pôle  en  Tun 
des  sommets  du  solide  formé  par  les  sept  plans  donnés,  ou 
pose,  par  exemple, 

Téquation  du  plan  polaire  correspondant 

« 

>ii?i  Pi  -i-  ^j/?2  Pj  ■+•  >3/>s  Pa  +  >«  /t?4  P4  =  O 

n'admet  plus  aucune  solution  connue.  Bien  que  toujours 
parallèle  au  plan  des  centres,  le  plan  polaire  ne  nous 
laisse  apercevoir  aucun  de  ses  points,  et  nous  n'avons  plus, 
comme  précédemment,  dans  le  milieu  de  la  droite  qui  réu- 
nirait ce  point  au  pôle,  un  point  du  lieu  que  nous  cher- 
chons. L'analogie  paraît  donc  interrompue  ;  mais  nous 
allons  voir  que  l'on  peut  la  rétablir  et  déduire  géométri- 
quement le  plan  des  centres  X  =  o  de  sa  seule  équation 


^^.PÎ=o, 
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OU  de  Y  identité  équivalente 


('.)  X^'^'^ 


X, 


à  laquelle  il  doit  satisfaire  :  pourvu  que  Ton  rompe  préala- 
blement la  symétrie  qu'elle  piésente  par  rapport  aux  sept 
plans  donnés. 

A  cet  effet,  et  en  vue  d*une  notation  plus  avantageuse 
pour  la  suite  du  calcul,  substituons  d'abord,  à  la  fonction 
P7  du  septième  des  plans  donnés,  la  fonction  équiva- 
lente P, 

P7  =  P; 

et  désignant  toujours  par  X  =  o  le  plan  inconnu  des  cen- 
tres, écrivons,  au  lieu  de  Tidentilé  initiale  (/'o). 


I 


).,?;  — p»=—2/wx 


ou 

(f)    ,  y\.p;  =  p-2/iix. 

11  résulte  de  cette  dernière  que  lé  cylindre  parabolique 
représenté  par  Tune  ou  l'autre  des  équations  équivalentes 

(1)  0==V>,P?=P^~2/lfX, 

est  conjugué  k  l'hexaèdre  abcda*b' c' d'  résultant  des  six 
premiers  plans  donnés  :  de  telle  façon  que  le  plan  polaire, 
pris  par  rapport  à  ce  cylindre,  de  chacun  des  sommets 
n,  &, . . .  de  l'hexaèdre  (Pj, . . . ,  P^)  passe  par  le  sommet 
opposé  a',  fc',  . . ..  Et  l'on  voit  en  effet,  le  plan  polaire, 
pris  par  rapport  à  la  surface  (i),  d'un  point  quelconque 
(p,, . . . ,  p^)  de  l'espace  étant  représenté  par  l'équalion 
générale  (p.  a8,  n°  28) 

\    >|/?,P,  i=o     ou     ^,/?iP, -f-Xi/JjPj  4- ...•+->«  A'* P«  =  o? 
que  Téquation  du  plan  polaire  de  l'un  quelconque  des 
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sommets  o  =  pt  =  /?j  =  ps  de  l'hexaèdre  est  simple- 
ment 

^4^4  P4  -t-  ^5  Ps  P5  H-  >fi/?«  Pe  =  o  : 

équation    d'un    plan    passant    par    le    sommet    opposé 

0  =  P4  =  P5  =  P«. 

Deux  sommets  opposes  quelconques  a  et  a',  &  et  J', . . . 
de  l'hexaèdre  (P,  ...Pg)  sont  donc  conjugués  par  rap- 
port au  cylindre 

P»  — 2/wX  =  o. 

Et  sî  Ton  désigne  par  P^,  Pa'i  P*j  P^',  •  •  -  les  distances  de 
ces  sommets  au  plan  donné  P  =  o,  parX^,  X^^,  X^,  X^/, .  . . 
les  distances  des  mêmes  sommets  au  plan  inconnu  X  =  o  ; 
on  aura, entre  ces  dislances  et  le  paramètre  m,  les  relations 

PaP«'=/?/(XaH-Xa'), 

^  ^    PcPc/^/^/lXe-hXc/S 

P^P^zir ///(Xrf-f-Xjr),  t 

entre  lesquelles,  éliminant  ce  paramètre,  on  obtient  ces 
trois  équations  distinctes 

f'X\         ^^  "^  ^°' ^*  "*"  ^*' ^'  "^  '^^'  —1  ^*^  "*"  ^*'' 

^      ^  PaPa'        ~"        PôPô'        ""        Pc  Pc'         ■"        PjP^/ 

Or  les  nombres  P^,  Pv,  P^,  P^^  . . .  ,  qui  figurent  dans  ces 
équations,  étant  connus  et  désignant  les  distances  des  som- 
mets opposés  a  et  a',  6  et  i',  . . .  de  l'hexaèdre  au  plan 
donné  P 5  on  voit  qu'il  existe,  entre  les  distances  X„,  X«/  et 
Xfc,  Xj/,...  de  quatre  de  ces  sommets  au  plan  inconnu 
ou  variablelL  :=  o,  trois  équations  homogènes  du  premier 
degré  :  équations  tangentielles  qui  caractérisent,  prises 
isolément,  tous  les  plans  issus  d'un  point  déterminé  Xi,  ou 
Xj,  ou  Xz\  et,  collectivement,  le  plan  mené  par  ces  trois 
points  ou  le  plan  même  X  que  l'on  cherche. 

Le  problème  n'est  donc  plus  que  de  la  définition  géomé- 
trique du  point  (enveloppe  du  plan  mobile  X)  représenté 
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par  réquation  tangeiuielle 

Xa  -f-  Xa'  Xé  -4-  X^/ 


9^ 


(4) 


P-Pa' 


PéP*' 


OU  [en  appelant  o,  o'  (fig*  17)  les  traces  des  arêtes  oppo- 
sées ab^  a^  b*  sur  le  plan  donné  P^  et  posant 


par  celle-ci 

dans  laquelle  a,  a',  j3,  (3'  désignent  les  distances,  aux  points 

•     •      •    • 
de  référence  a,  a',  i,  i  ,  du  plan  variable  X,  ou  les  coor- 
données tangentielles  X^,  X^/,  X^,  X^^  de  ce  plan. 

Fig.  17. 
34       b' 


Or  l'équation  (5)  est  premièrement  satisfaite  parladouble 
substitution 

o  r=  a  H-  a'  =  p  -f-  6'. 

Tout  plan  mené  par  le  point  milieu  a  -f-  a'  =  o  de  la  dia- 
gonale aa',  et  par  celui  |3-|-j3'  =  o  delà  diagonale  bb'^vé- 
rîfie  donc  l'équation  (5)  et  contient  le  point  représenté  par 
cette  équation.  Le  point  (5)  est  donc  situé  sur  la  médiane 
du  quadrilatère  gauche  aba'b^. 

Pour  trouver  ensuite  un  autre  lieu  géométrique  de  ce 
point,  essayons  d'un  cbangement  àe  points  coordonnés  ;  et 
puisque  le  plan  P  =  o  (ou  P7)  entrait  d'abord  dans  les  don- 
nées du  problème  de  la  même  manière  que  les  plans  des 
diverses  faces  de  l'hexaèdre  actuel  ahcda'b'c'd'^  substi- 
tuons aux  deux  points  de  référence  &,  a\  traces  des  arêtes 
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ab,  a'b^  sur  le  plau  bca'd*  ou  Pj  =  o  de  Tune  de  ces 
faces,  les  traces  o,  o'  des  mêmes  arêtes  sur  le  plan  P7  ou 
P  =  o(/i^.i8). 

Fig.  18. 


Les  formules  de  transformation,  empruntées  de  la  relation 
que  Ton  sait  exister  entre  les  dislances  mutuelles  de  trois 
points  en  ligne  droite  (a,  &,  o,  ou  b\  a',  o')  et  leurs  dis- 
tances respectives  (a,  (3,  o)  ou  |3',  a\  o)')  à  un  même  plan, 
seront  les  suivantes  [vo/r  la  notation  (zi)]  : 

et  si  Ton  transporte  les  valeurs  résultantes  de  j3  et  a'  dans 
I  équation  (5),  elle  devient  successivement 


OL-h 


P' 


a.£l 


6.6' 


6^  (g  4-  ft)^)  -i-  ^^(  P^  —  a>^  )  _  ^  (p^  4-  ft))  +  6  (g  —  0)) 
a.b'.a  a.b'.b 

^  (a  4- «')-(«  +  «')  =J{P' H- a>)-(P'  +  «), 

OU  enfin 

(5')  (a  +  «')(^-,)=(p'  +  o.)(î-,).      . 
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Le  point  représenté  par  Tune  ou  T autre  des  équations 
équivalentes  (5),  (5'),  est  donc  situé  aussi  sur  la  médiane 
G  =  a  4-  oû'  =  j3'  -+-  Où  du  quadrilatère  àoo^b'.  Et  Von 
a  un  premier  point  du  plan  général  des  centres  X  =  o 
dans  le  point  de  concours  des  médianes  des  deux  qua- 
drilatères gauches  aba'b\  aoo'b' .  Or,  il  suffit  de  jeter  un 
coup  d'œil  sur  la  figure  pour  reconnaître  leur  mode  de  for- 
mation. 

On  voit,  en  effet,  que  deux  arêtes  opposées  de  Fhexaèdre, 

abo  et  b'a'o'^  intersections  des  plans  Pi,Pt  et  Ps^P*,  re- 
çoivent deux  côtés  opposés  ab  et  fe'a',  ao  et  b'o'  de  chacun 
de  ces  quadrilatères  :  les  deux  autres  côtés  opposés  du  pre- 
mier, ab'  et  ba'f  réunissant  les  traces  sur  ces  arêtes  des 
plans  Ps  et  Pe  ',  tandis  que  les  deux  autres  côtés  opposés  du 
second,  ab'  et  oo'^  réunissent  les  traces  des  mêmes  arêtes 
sur  les  plans  P5  et  P7  ou  P  =  o. 

Telle  est  donc  la  construction  par  points  du  plan  des 
centres  de  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  inscrites  au 
système  (Pi,  Pj, . . .  ,  P?)^  et  qui  rappelle,  autant  que  le 
permet  la  diversité  des  choses,  la  construction  de  la  droite 
des  centres  des  coniques  inscrites   à  un   quadrilatère  : 

Les  droites  12  ef  34,  intersections  respect ii^es  des  plans 


^2/(  1  ) 


(1)\34 


Pj  et  P,,  Ps  et  P4  {Jlg.  19)  étant  coupées  par  chacun  des 
trois  autres  P5,Pfi,P7,  suiv^ant  les  points  5' ef  5",  6' ef  6", 

1 
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7'  et  1"^  on  construit  les  médianes  (droites  des  points-mi- 
lieux des  diagonales)  de  deux  quelconques  des  trois  qua- 
drilatères  gauches  résultants  5'o''6''6',5'5''7''7',6'6''7'a'; 
et  Von  a^  dans  le  point  de  concours  de  ces  droites ^  un 
premier  point  du  plan  général  des  centres.  Le  nombre  des 
points  distincts,  que  Ton  peut  obtenir  de  la  sorte,  en  per- 
mutant de  toutes  les  manières  possibles  les  éléments  de 
cette  construction,  est  égal  au  triple  du  nombre  des 
combinaisons  de  sept  lettres  prises  quatre  à  quatre,  ou 
trois  à  trois  : 

-  1.2.0 

106.  Remarque  VII L  —  Le  centre  p  de  Thyperboloïde 
à  une  nappe  mené  par  les  trois  droites  afc',  ba'^  oo\  ou  le 
point  de  concours  des  médianes  des  deux  quadrilatères 
ab^a'b^  ab'0'0^  étant  dédni  (p.  gS)  par  Téquation 


(5) 


on   peut  substituer  à  celle-ci   la  proportion  équivalente 

pm  pn 


a  +  a'         p  -+-  P' 

ou 

a-+-a'   __    p-fp' 

a.a'            b.b' 

ao.alo'         ho,  h'o'  ' 

ao,a'o'        ho,h'o' 

ou  cette  autre 

pm         ao  :  ho 
pn      •  yo'\a!o* 

Tel  est  donc,  sur  la  médiane  nin  du  quadrilatère  gauche 
ab'a'b^  le  centre  ;;  de  Thyperboloïde  défini  par  les  trois 
génératrices  rectilignes  ah\  ba\  00'.  Et  si,  en  vue  d'une 
notation  plus  symétrique,  on  échange  Tune  dans  Fautre  les 
lettres  a',  b'  de  la  figure  et  de  la  proportion  précédentes, 
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on  voit  [fig.  20)  que  le  centre  de  rhyperboloïde  à  une 

Fig.  20. 


nappe  déterminé  par  les  trois  génératrices  reclilignes 

aa',      bb'y     00' 

coïncide  avec  le  point  j)  défini,  sur  la  médiane  mn  du  qua- 
drilatère abb'a'^  parla  proportion 

.  mp ao\bo 

Le  théorème  relatif  aux  divisions  homographiques,ou  pro- 
portionnelles, déterminées  sur  deux  génératrices  rectîli- 
gnes  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  ou  d'un  paraboloïde 
hyperbolique,  par  les  génératrices  de  T autre  système,  est 
contenu  dans  cette  formule. 

Pour  le  paraboloïde,  d'abord,  le  centre  p  de  la  surface 

disparait  à  Tinfini  5  et  les  rapports  — ^>    1  t\  t.t  r  devenant 
simultanément  égaux  à  l'unité,  Ton  a 


(p) 


ao        a'o' 


bo        b'o' 


Et  s'il  s'agit  ensuite  d'un  hyperboloïde,  on  déduit,  de  la 
relation  (g),  appliquée  à  une  quatrième  génératrice  wa\ 

mp' au  :  ^co 
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et  de  la  relation  (g)  elle-même,  régalité 

no',  bo  -         ft(ù',  b(ù 


(H) 


a'o'  :  b'o'  "~  /?'w'  :  ^ V 


On  voit  que  la  formule  [g]  fournit  une  transformation 

ao  :  bo 
a'o'  :  b'o' 


.1 .  j  .1  •  ao  :  bo     j         , 

élégante  du  rapport  annarmonique    ^  ,      ,  ,  dans  le  rapport 


équivalent  — ^?  dont  la  construction  exiere  seulement  le 
*  np 

tracé  des  médii^nes  [mnpyin'n'p)  des  deux  quadrilatères 

plans  ou  gaucher  alb'a'^  aoo^a' . 

107.  Remarqua  JX.  —  La  construction  du  plan  des  cen- 
tres peut  aussi  se  déduire  de  quelques  considérations  de 
géométrie. 

Reprenons,  en  effet,  les  plans  donnés  1,2,  ...,7 
{Jlg>  ig),  et  imaginons  un  hyperboloïde  à  une  nappe  H  as- 
sujetti à  passer  par  la  droite  12,  par  la  droite  34,  et  à  être 
tangent,  en  outre,  à  chacun  des  plans  non  encore  em- 
ployés 5,'  6,  7.  Assujetti  de  la  sorte  à  neuf  conditions,  cet 
hyperboloïde  est  déterminé:  et  il  est  aisé  de  voir  que  son 
centre  appartient  au  plan  général  des  centres  de  toutes  les 
surfaces  du  second  ordre  tangentes  aux  sept  plans  donnés. 
En  effet,  Thyperboloïde  H  est  d'abord  explicitement  assu- 
jetti à  toucher  chacun  des  plans  5,  6,  7.  Comme  il  passe, 
en  outre,  par  chacune  des  droites  12  et  34,  il  se  trouve  tan- 
gent à  tous  les  plans  menés  par  chacune  de  ces  droites,  et, 
en  particulier,  aux  plans  1  et  2,  3  et  4^  il  est  donc 
tangent  aux  sept  plans  donnés.  Son  centre,  d'ailleurs,  peut 
être  construit  bien  aisément.  Si  l'on  regarde,  en  effet,  les 
droites  12  et  34  comme  deux  génératrices  rectilignes  du 
premier  mode  de  génération  de  cet  hyperboloïde,  chacun 
des  plans  tangents  5,  6,  7  renfermera  une  génératrice  du 
deuxième  mode  de  génération,  rencontrant  les  génératrices 
12  et  34  du  premier  en  des  points  que  i*on  peut  construire; 
car  ils  coïncident  avec  les  traces,  sur  chacun  des  plans  5, 
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6,  7,  des  droites  12  et  34.  Construisant  donc  toutes  ces 
traces  et  les  réunissant  deux  à  deux  par  les  droites  5'5'', 
6' 6'',  7' 7'' 5  on  a  dans  celles-ci  trois  autres  généra- 
trices de  Thyperboloïde  H  dont  le  centre  se  trouve  dès  lors 
soit  au  centre  du  parallélipipède  construit  sur  ces  trois 
dernières  génératrices;  soit,  par  un  théorème  antérieur 
^voir  p.  yS,  n^  88)  au  point  de  concours  des  médianes  de 
deux  quelconques  des  quadrilatères  gauches  S^S'^ô'^B', 
g/g//^//^/^  g^gvy/z'y'.  çj  ç'ggj  aussi  la  conclusion  où  l'ana- 
lyse nous  avait  menés  déjà. 

108.  Remarque  X.  —  Nous  verrons  plus  loin  que  la 
sphère  conjuguée  d'un  hexaèdre  P, P,.  .  .?«=  o,  laquelle 
est  représentée  par  l'équation 

yx,P»=o,     ou      y     )iP»"0, 

est  orthogonale  aux  dix  sphères  décrites  sur  les  diagonales 
de  cet  hexaèdre  comme  diamètres,  ainsi  qu'à  la  sphère  rlia- 
gonale  j:*+j^*+ 2'=  a' 4- &*-{- c'  dr  toute  surface  du 

second  ordre  '—  -+- '-77  -h  -;  =  i  inscrite  à  Thexaèdre:  et  que 

a^       0^       c^  '        T 

les  sphères 

y  \v^=o,  y  ^p^=o,  y  x?^— < 

jLà-1  jLJ-6  jLd'-S 

conjuguées  aux  sept  hexaèdres  déterminés  par  un  système 
de  sept  plans,  admettent  un  même  cercle  radical  dont  le 
plan,  représenté  par  Téquation 


•    •   • 


o=^^.Pj  =  Q, 


coïncide   avec  le  lieu   des  centres  de  toutes  les   surfaces 
inscrites.  ' 

Ces  propriétés  étant  admises,  revenons  aux  deux  qua- 
drilatères gauches  5'5'''6'^6',  WWT'l'  du  numéro  précé- 
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dent  {jig^  21)^  et  soit  toujours  p  le  point  de  concours  de 
leurs  médianes  respectives  /nw,  w'/i'  :  ou  le  centre  de  Thy- 
perboloïde  H.   Si  nous  considérons  le  cercle  radical  des 

Fig.  21. 


V 


sphères  décrites  sur  les  diagonales  5'6'',  6'5''  comme  dia- 
mètres, et  celui  des  sphères  analogues  décrites  sur  les  dia- 
gonales Wl"^  l'W  \  le  premier  ayant  pour  axe  la  mé- 
diane /n/2,  le  second  la  médiane  m' n' 5  nous  verrons  que 
ces  deux  cercles  appartiennent  à  une  même  sphère  ayant 
pour  centre  le  point  p,  et  qui  n'est  autre  que  la  sphère  dia- 
gonale de  Thyperboloïde.  La  sphère  de  centre  ;?,  et  qui 
passe  par  le  premier  cercle,  est  effectivement  orthogonale 
à  la  sphère  conjuguée  de  Thexaèdre  P1...P6;  mais  la 
sphère  diagonale  de  riiyperboloïde  possède  la  même  pro- 
priété*, elle  est  d'ailleurs  décrite  autour  du  même  point  p, 
comme  centre,  et  se  confond  avec  la  précédente.  On  peut 
donc  énoncer  ce  théorème  :  «  La  sphère  diagonale  d'un 
hyperboloïde  gauche  passe  par  le  cercle  radical  des  sphères 
ayant  pour  diamètres  les  diagonales  du  quadrilatère  formé 
de  quatre  quelconques  des  génératrices  reclilignes  de  la 
surface.  »  Ces  diagonales,  d'ailleurs,  représentent  deux 
cordes  conjuguées  par  rapport  à  rhyperboloïde 5  et  l'on 
peut  rendre  à  ce  théorème  toute  sa  généralité  en  disant  que 
«  la  sphère  diagonale  de  toute  surface  du  second  ordre 
passe  par  le  cercle  radical  des  sphères  décrites  sur  deux 
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cordes  conjuguées  quelconques  de  la  surface,  comme  dia- 
mètres. »  Dans  le  plan,  le  théorème  analogue  consiste  en 
ce  que  a  le  cercle  diagonal  d'une  conique,  le  cercle  décrit 
sur  l'une  quelconque  des  cordes  de  la  courbe  comme  dia- 
mètre, et  le  cercle  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  pôle 
de  cette  corde,  se  coupent  suivant  les  deux  mêmes  points.  » 

109.  Remarque  XI.  —  L'étude  précédente  du  plan  des 
centres  X  =  o,  considéré  comme  satisfaisant  à  l'identité 

contient  aussi  la  solution  de  ce  problème  :  construire  un 
cylindre  parabolique  qui  divise  harmoniquement  les  dia- 
gonales d\in  hexaèdre  donné  Pi.-.P^,  et  dont  les 
plans   diamétraux  soient  parallèles  à  un  plan  donné 

P7=0. 

Si  l'on  se  reporte,  en  effet,  à  la  Ggure  et  à  l'analyse  du 
n°  105,  p.  91,  on  voit  que  les  six  points  représentés  par 
les  équations  (3),  p.  94?  appartiennent  au  plan  X  =  o 
mené  tangentîellement  au  cylindre  cherché  par  la  géné- 
ratrice relative  au  plan  diamétral  donné  P7  =  o.  Et  chacun 
de  ces  points  est  fourni  par  riniersection  des  médianes 
des  trois  quadrilatères  gauches  interceptés  sur  deux  arêtes 
opposées  quelconques  de  Thexaèdre,  telles  que  \^(ab)  et 
34  [a^b')^  par  deux  quelconques  des  trois  plans  5,  6,  7  ou 
P5P6P7=o(/g-.  17,  p.  95). 

§  in.  —  Théorème  de  M.  /.  Mention,  et  détermination 
de  la  sphère  représentée  par  V équation 


2 


>,p;  =  o. 

1 


110.  Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  à  six  plans  donnés,  et  dont  les  carrés  des  axes 
principaux  consentent  une  somme  constante. 
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Si  l'on  applique  au  problème  actuel  l'analyse  ei  toutes 
les  notations  du  u^  76,  on  sera  conduit  à  éliminer  les  douze 
variables  a,  A,  c,  a,  [3,  y,  a',  j3',  7',  a'^,  [3",  y''  entre  les 
équations 

1  »  p;  =  (  A,  X  H-  B.r  +  c.  «  —  u,  ]^ 

=  «»(A,a  H-B,p  -l-C,7)2 

-h6^(A,a'-f-B.p'-f-C.7')' 
-+-c»(A.a"H-B.p"4-C.7")%       . 

2''  PJ=i(A,ar-hBjr-+-Cj3--CT,'=' 

z=:fl»(A,a  H-B,p  +C,7)^ 
ÔMA,a'-f-B,p'4-C,77^ 
c^(AJa''-+-B,p"-f-C,7^l^ 


PJ  =  ( A«x  H-  B,r H-  C.«  —  m,Y 
=  a^Ae(z  -t-Bep  -h  €«7)  = 
-h^^(A«a'-+.B6P'H-C«7')= 
H-  C»  (Aga^H-  B.p"-!-  CeY']\ 

/ï'-f  ^'-hc*=/*  =  const., 


et  les  six  relations  existant  entre  les  neuf  cosinus  a,  6,  y; 
«',  |3',  y'*,  a",  jS'',  y''.  Or  réliminaiion  peut  encore  s'effec- 
tuer indépendamment  de  celles  de  ces  dernières  relations 
qui  résultent  de  Tortliogonalité  des  axes  principaux  de 
Tellipsoïde. 

Soient,  en  effet,  X^,  ),,...,  )ve  six  coefGcients  définis  par 
les  conditions  suivantes  : 


w 


/  >,a;   -f-^Aj  +.. 

.-f->eAJ            I. 

X.BJ     -h-k.Bl     H-.. 

.-HXsBJ             I, 

X.CÎ     -h\,Cl    -h.. 

.-hleCl            I, 

>,A,B,-f->,A,B2-h.. 

.4-  >«A,B6=:0, 

A|  BiCi  +  At  BjCj-f- .  . 

.  H-  XçBitCe^  0, 

\   A|A|Ci|  -f-  AjAjCa-l-  .  . 

•  ~T~  Aq  Asvtg 0. 

Si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  équations  1*^,  2°,...,  6*\ 
aprèsles  avoir  multipliées  respectivement  par  les  nombres  X, , 
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^2, . . . ,  Xe  ainsi  déterminés  ;  les  neuf  termes,  tels  que  a*(x|3, 
a*(3y,  -a' «7,  disparaissent  d'eux-mêmes  du  second  membre 
de  l'équation  résultante,  en  vertu  des  trois  dernières  con- 
ditions imposées  aux  multiplicateurs  X.  En  même  temps,  et 
en  vertu  des  trois  premières,  les  termes  en  a'a%  a*  (3*,  a' y', 
dont  les  coeflScients  deviennent  égaux  à  Tunilé,  s'y  rédui- 
sent à  a'(a*-|-P*-t-7')  =  «*;  '^^  termes  en  fe'a'%  è'/3", 
i'y^*  s'y  réduisent  à  fe'*,  les  termes  en  c'a"*,  c'jS''*,  c^y"^ 
à  6*5  et  l'ensemble  de  ces  termes  à  a*-|-  i*H-  c*,  ou  A*,  en 
vertu  de  la  relation  7°.  Les  douze  variables  se  trouvent  donc 
éliminées,  et  le  lieu  des  centres  est  défini  par  l'équation 

=  fl*  4-  ^' -f-  c' =  const. , 


ou 

X,Pf  =  «»-f-  ^2 -h  c»  =:  const. 

Il 


2; 


D'ailleurs,  les  rectangles  des  coordonnées  courantes  or,  j",  z 
disparaissent  d'eux-mêmes  de  cette  équation  en  vertu  des 
conditions  (X)*,  les  coefficients  de  x'^^j^^  z^  y  sont  égaux  à 
l'unité,  et  le  lieu  des  centres  est  une  sphère  dont  le  centre 
est  indépendant  de  la  valeur  assignée  à  la  constante 
a'-t-i*  -l-c*  /J.  Mention,  Noui^elles  j4 nnales de Mathém, , 
1 857,  t.  XVI ,  p.  228 ) .  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre  tan- 
gentes aux  six  plans  PiPj.  •  .?€=  o,  et  dont  les  carrés 
des  axes  principaux  conservent  une  somme  constante,  est 
la  sphère  représentée  par  V équation 

(I)  V  >.,p;==:a'4- ^'-+-c^=const. 

ramenée  à  la  forme 

x^ -h  y^ -h  z^ -\-  1  mx  -4-  2  «j  4-  ipz  -\-  q  z=z  u^ -\-  h^ -\-  C' 

par  un  choix  conv^enable  des  coefficients. 
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m.  Remarque I.  —  On  trouve  pour  les  coordonnées 
du  centre 

^  ^1  CTi  A|  "T"  .  •  .  — T"  AgCTg  Agf 

>ï  =:^^  Al  BT|  B| -|- .  .  , -f- AgCijj  Bg  , 
Ç  ^^^  À|  CT|  CjI|  -|-  .  .  .  -+-  AgtT^Cjig. 

Le  centre  de  la  sphère  (I)  coïncide  donc  avec  Textré- 
mité  d^un  contour  polygonal  dont  le  point  de  départ  serait 
à  l'origine,  et  dont  les  côtés  successifs  seraient  représentés 
en  grandeur,  direction  et  sens  par  les  perpendiculaires  gTi, 
t72v**9  ^6  menées  de  Torigine  aux  six  plans  donnés,  multi- 
pliées respectivement  par  les  nombres  ^i,  ^a,.  •  «^  ^s  •  ^^^ 
changements  apportés  dans  ce  contour  par  le  déplacement 
de  Torigine,  laissant  son  extrémité  i  mmobile  au  même  point. 

112.  Remarque  II.  —  L'équation  (I)  subsiste  quelle 
que  soit  l'obliquité  des  axes.  Ainsi  l'on  peut  prendre  pour 
plans  des  x^j^  z  trois  des  six  plans  tangents  donnés,  et  la 
sphère  des  centres  demeure  représentée  par  l'équation 

V^'        l  X  Y  Z  \* 

«J^-f- Br^-f-V^^-f- >    >, h  —  H î 

=  fl'  4-  ^^  +  r*  =  const . 


ramenée  toujours  à  la  for  me  x' -h  j*-|-z*+ 2  jy^cos(.ry) 
par  un  choix  convenable  des  coefficients. 

113.  Remarque  III .  —  Le  théorème  relatif  au  lieu  des 
centres  des  surfaces  inscrites  à  un  système  donné  de  sept 
plans  (n°  98)  peut  se  déduire  du  présent  théorème. 

Soit,  en  effet,  rt*-f-&*-t-c'  la  somme  des  carrés  des 
demi-axes  principaux  de  Tnn  quelconque  des  ellipsoïdes 
inscrits  au  système  PiPj. .  .P7=:  o.  Le  centre  de  cet  ellip- 
soïde devant  appartenir^  eu  particulier,  à  chacune  des 
sphères 

et 


x' 
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appartiendra  aussi  à  leur  plan  radical  représenté  par  Té- 
quation 

ou  au  plan  unique  et  déterminé 


s 


1 


ce  qui  est  le  théorème  du  n°  98,  p,  86. 

114.  Remarque  IV.  —  Toutes  les  sphères  représentées, 
en  nombre  infini,  par  l'uncdes  équations 

|7 


S 

1 

1 


i 

^,P!  =  o, 

1 


'x,PÎ  =  o 

1 


ont  le  même plan^  le  mêmte  axe  ouïe  même  centre  radical: 
le  plan  ou  la  droite  des  centres  des  ellipsoïdes  langenls  aux 
plans  donnés;  ou  le  centre  unique  de  l'ellipsoïde  tangent 
aux  neuf  plans  P^  P, . . .  Pg  =  o. 

115.  Remarque  V,  —  Revenons  à  la  sphère  principale 

(I)  y  )i,  PJ  =  û»  4-  ^'  +  c'  =  consl., 

et  cherchons  à  en  déterminer  le  centre. 

Toutes  les  sphères  répondant  aux  diverses  valeurs  de  la 
constante  étant  concentriques,  on  peut  supposer  cette 
constante  nulle.  La  sphère  correspondante  est  alors  le  lieu 
spécial  des  centres  dés  hyperboloïdes  équilateres 

à"       b'       c^ 
à  une  ou  à  deux  nappes,  tangents  aux  six  plans  donnés;  et 
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toute  la  quesiion  est  de  déterminer  le  centre  particulier  de 
cette  sphère  représentée  par  Téquation  homogène 

(II)  V>.Pf==o. 

Or  le  plan  polaire,  pris  relativement  à  la  sphère  (II)* 
d'un  point  quelconque  [pi^pu* .  «^Pe)»  a  pour  équation 

^i/'i.Pi  +  ^j/'j'Pa-l-.  •  -H-  \p6'^6  =  o; 

et  si^  au  lieu  de  laisser  ce  point  indéterminé,  on  le  place  en 
Tun  quelconque  des  sommets  de  Thexaèdre  formé  par  les 
six  plans  donnés,  en  posant^  par  exemple, 

le  plan  polaire  correspondant 

>4/?4.P4-f->5/îs.Ps-f-  >«/?«. P«=  o 

passe  par  le  sommet  opposé  o  =  P4  =  Pb  =  Pe- 

Deux  sommets  o/^/705€f^  quelconques  dePhexaèdre  formé 
par  les  six  plans  sont  donc  conjugués  par  rapport  à  la 
sphère  (II). 

Mais  la  droite  qui  réunit  deux  points  conjugués  relati- 
vement à  une  sphère,  étant  prise  pour  diamètre  d\ine  se- 
conde  sphère,  on  sait  que  ces  deux  sphères  sont  orthogo- 
nales.  La  sphère  (II)  est  donc  orthogonale  à  toutes  celles 
que  l'on  peut  décrire  sur  chacune  des  diagonales  de 
l'hexaèdre  P,  ...Pe  comme  diamètre;  son  centre  est  un 
point  de  commune  puissance  par  rapport  à  toutes  ces 
sphères,  et  le  carré  de  son  rayon  est  mesuré  par  cette 
commune  puissance.  La  détermination  que  Ton  avait  en 
vue  se  trouve  donc  réalisée,  et  Ton  a  cette  suite  de  théo- 
rèmes : 

I.  Les  dix  sphères  décrites  sur  chacune  des  diagonales 
d'un  hexaèdre  complet,  comme  diamètre^  ont  un  même 
centre  radical  et  une  même  sphère  orthogonale  :  la  sphère 
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conjuguée  de  l'hexaèdre,  représentée  parTéqualion 


1 


>,  PÎ  =  o. 


Il 
II.  Le  lieu  des  centres  ries  hyperboloïdes  équilatères 

à  une  ou  à  deux  nappes  inscrits  à  un  même  système  de 
six  plans  est  la  sphère  conjuguée  de  t hexaèdre  quils  dé- 
terminent et  se  trouvée  représenté  par  l'équation 


1 


'x.p;=:o. 


III.  Sept  plans  étant  donnés,  les  sphères  conjuguées 
des  sept  hexaèdres  qu*ils  déterminent  se  coupent  sui^^ant 
un  même  cercle  dont  la  circonférence  représente  le  lieu 
particulier  des  centres  des  hyperboloïdes  éqi\ilatères  iai- 
scrits  aux  sept  plans  donnés  :  le  //ez*  général  des  centres  de 
toutes  les  surfaces  du  second  ordre  tangentes  aux 
mêmes  plans  étant  donné  par  le  plan  même  de  ce  cercle 
(le  cercle  conjugué  des  sept  plans  du  syslème)  et  repré- 
senté par  t équation 


1 


X,Pî  =  o. 
1 


IV.  Huit  plans  étant  donnés,  les  sphères  conjuguées  des 
"vingt-huit  hexaèdres  qu^ils  déterminent  se  coupent suis^ant 
les  deux  mêmes  points  ;  ces  points  sont  les  centres  des  deux 
hyperboloïdes  cquilalères  inscriptibles  aux  huit  plans  don- 
nés; la  droite,  toujours  réelle,  qui  les  réunit,  ou  /'axe  con- 
jugué des  huit  plans,  représente  le  lieu  général  des  centres 
de  toutes  les  surfaces  inscrites,  et  coïncida  as^ec  la  com- 
mune intersection  de  tous  les  plans  contenus  dans  l'é- 
quation 

y  >.p;=ro. 

V.   Pfeuf  plans  étant  donnés,  les  sphères  conjuguées  des 
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quatre-vingt-quatre  hexaèdres  quils  déterminent  ont  un 
même  centre  radical  :  le  centre  de  la  surface  du  second 
ordre  tangente  aux  neuf  plans  donnés,  et  le  point  de 
commune  intersection  de  tous  les  plans  contenus  dans 
V  équation 


s 


On  voit  que  ces  théorèmes  contîenDent  une  seconde  con- 
struction du  problème  résolu  au  n°  105  (p,  91). 

116.  Remarque  VI.  —  La  somme  des  carrés  des  demi- 
axes  principaux  d^une  surface  du  second  ordre  inscrite 
à  un  hexaèdre  est  mesurée  par  la  puissance  du  centre  de 
la  surface  par  rapport  à  la  sphère  conjuguée  de  V hexaèdre 

Les  coordonnées  x^j^z  ou  Pj,  P^, . . . ,  Pe  du  centre  de 
toute  surface  inscrite  Sj  vérifient  effectivement  Téquation 

(I)  «»-f-^»-f-c'=:>    )i,Pî=(.r  — A)'-f-(j  — B)'-f-(z— C)'— R% 

et  l'on  peut  dire  que  ces  cordonnées,  substituées  dans  la 
fonction 


s 


X.PJ,     ou     (x-A)'-f-(7  — B)»  +  (2-~C)'— R^ 
1 


de  la  sphère  conjuguée  de  Thexaèdre,  lui  font  acquérir  une 
valeur  simultanément  égale  à  la  puissance  du  point  substi- 
tué par  rapport  à  cette  sphère,  et  à  la  somme  a*  -f- 1*+  c* 
des  carrés  des  demi-axes  principaux  de  la  surface  consi- 
dérée. • 


117.  Si  l'on  appelle  sphère  diagonale  de  l'ellipsoïde 
la  sphère  concentrique 
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ayant  pour  rayon  la  diagonale  du  parallélipipède  construit 
sur  ses  demi-axes  principaux ,  le  théorème  précédent  sera 
susceptible  de  cet  autre  énoncé  : 

Les  sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  inscrites  à  un  hexaèdre  sont  orthogonales  à  une 
même  sphère,  la  sphère  conjuguée  de  V hexaèdre. 

118.  Remarque  VII,  —  On  peut  obtenir  par  la  géomé- 
trie la  définition,  que  vient  de  nous  fournir  le  calcul,  de  la 
sphère  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  équilatères,  àuuQ 
ou  à  deux  nappes,  inscrits  à  un  hexaèdre  donné. 

Les  plans  des  diverses  faces  de  cet  hexaèdre  étant  dési- 
gnés par  les  n^*  1,  2,. . .,  6^  construisons,  en  effet,  le  qua- 
drilatère gauche  abcd  intercepté  par  les  plans  5  et  6  sur 
les  droites  12  et  34,  intersections  des  plans  1  et  2,  3  et  4 
(fie*  2^)5  G'  considérons  d'une  manière  spéciale  les  hyper- 
boloïdes à  une  nappe  menés  en  nombre  infini  par  les  côtés 
de  ce  quadrilatère.  Tous  ces  hyperboloïdes  se  trouveront 
inscrits  à  l'hexaèdre  proposé 5  leurs  centres  seront  distri- 
bués sur  la  médiane  mn  du  quadrilatère  précédent^  et  leur 
équation  générale  pourra  s'écrire 

^i)  AC-f-)iBD  =  o, 

ou 

^'^ — fc 4^~  P  4^     ~ 

les  équations 

o  =  A  =  B=rC  =  D 

désignant  les    plans  des   angles  successifs  du   quadrila- 
tère abcd. 

Il  résulte  de  la  forme  de  l'équation  (1')  que  tous  ces 
hyperboloïdes  sont  conjugués  au  tétraèdre  déterminé  par 
les  plans 

AilzcC^o,     B±dD=zo. 
La  puissance,  par  rapport  à  la  sphère  S  circonscrite  h  ce 
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tétraèdre,  du  centre  de  l'un  quelconque  de  ces  hyperbo- 
loïdes,  mesure  donc  la  somme  des  carrés  de  ses  demi-axes 
principaux  (voir  Chap.  VI)  :  cette  somme  a*-f-ft*-|-c* 
devenant  nulle,  et  cet  hyperboloïde  devenant  équîlatère 
lorsque  le  centre  correspondant,  situé  d'ailjeurs  sur  la  mé- 
diane mw,  est  en  l'une  des  traces  o  ou  o'  de  celle-ci  sur 
la  sphère  Z. 

Fig.   22. 


Or,  il  est  aisé  de  voir  que  le  tétraèdre 

susceptible  d'une  infini  té  de  détermina  lions,  a  pour  sommets 
deux  couples  quelconques  de  points  a'  et  c',  i'  et  d\  situés 
respectivement  sur  l'une  ou  l'autre  des  diagonales  ac,  bd 
du  quadrilatère  gauche  primitif,  et  les  divisant  harmoni- 
quement. 

Si  o,  o'  désignent  dès  lors  les  traces  de  la  médiane  mn 
sur  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  a'i'c'rf',  l'on  aura  : 

Par  la  division  harmonique  (a,c;a',c')  et  les  cordes 
oo\  a^c^  issues  du  point  milieu  m  du  segment  «c, 

2 

2       — ï       ac 


mo, mo'  =  ma' .  wc'  z=  ma  =  me  =  —y  =  R^; 

4 

Par  la  division  harmonique  (i,  d-^  b\  d')  et  les  cordes 
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oo'^  V d!  issues  du  point-milieu  n  du  segment  hd^ 

2  2  l)^ 

no.no*  =  nb',nd'  z=nb    =z  nd   =z  —r-  ■=.  R'*. 

4 

Or  il  résulte  de  ces  égalités  que  toute  sphère  menée  par 
les  points  o,  o',  centres  des  deux  hyperboloïdes  équilaières 
déjà  définis,  est  orthogonale  à  chacune  de  celles  que  Von 
peut  décrire  sur  les  diagonales  ac  ou  hd  comme  diamètres , 
Mais  les  diagonales  du  quadrilatère  gauche  ahcd  font  deux 
des  dix  diagonales  de  Thexaèdre  primitif  12. .  .6;  et  la 
sphère,  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  équilatères  in- 
scrits à  cet  hexaèdre,  passe,  en  particulier,  parles  points 
o,  o'  :  La  sphère^  lieu  des  centres,  est  donc  orthogonale 
à  chacune  des  sphères  diagonales  de  Vhexaèdre. 

Il  est  aisé  de  voir  que  Ton  peut  obtenir  de  la  sorte  autant 
de  couples  de  points  o,  o'  appartenant  à  la  sphère  des  cen- 
tres, qu'il  est  marqué  par  le  triple  du  nombre  des  combi- 
naisons de  six  lettres  deux  à  deux  : 

6.5 
3  C«  =  3.  —  =  3 .  i5  =  45. 

§  IV.  —  De  deux  séries  de  cercles  déduites  du  quadrila- 
tère  et  formant  un  double  système  orthogonal. 

119.  i).  Si  Ton  considère  l'un  quelconque  des  cercles 
contenus,  en  nombre  infini,  dans  Téqualion 

(1)  ^\.p;  =  o, 

on  trouve  que  la  polaire,  par  rapport  à  ce  cercle,  de  Tun 
quelconque  des  sommets  du  quadrilatère  Pi . . .  P4  =  o, 
passe  par  le  sommet  opposé.  Deux  quelconques  des  som- 
mets opposés  du  quadrilatère  sont  dès  lors  conjugués  par 
rapport  à  chacun  des  cercles  de  la  série  (I),  et  ses  trois 
diagonales  se  trouvent  divisées  harmoniquement  par  cha- 
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cun  de  ces  cercles  que  Ton  peut  dire  conjugués  au  quadri- 
latère. 

D^ailleurs,  réciproquement,  tout  cercle  conjugué  au 
quadrilatère,  ou  qui  en  divise  les  diagonales  harmonique- 
ment,  fait  partie  des  cercles  de  la  série  (I),  parmi  lesquels 
on  doit  remarquer  : 

Les  cercles  conjugués  des  quatre  triangles  résultant  des 
côtés  du  quadrilatère, 

^  "=X^'*  ^'  ^  ^"^  "■  ^'^'  "^  ^-^  "  ^'^'  ""  ^"' 

Le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  de  ses  trois  dia- 
gonales,  et  qui  divise  harmoniquement  chacune  d'elles  : 
comme  cela  résulte  de  la  division  harmonique  déterminée 
sur  chacune  de  ces  droites  par  les  deux  autres*, 

Les  deux  points  cycliques  du  quadrilatère  5  ou  les  deux 
cercles  de  rayon  nul  contenus  dans  Téquation  générale  (I), 
et  donnant  lieu  à  Tidentité  spéciale 

Soient  actuellement 

o=^^.  Pî  =(^  -  «)*  +(r-  P)^  -  p% 

deux  quelconques  des  cercles  de  la  série  (I).  L'équation 
o  =y  /,  P;  =  A:c  4- B/ -f- Ca  4- D, 

résultant  des  deux  précédentes  retranchées  Tune  de  l'autre, 
représente  à  la  fois  Taxe  radical  des  deux  cercles  considé- 
rés et  la  médiane  du  quadrilatère. 

Tous  les  cercles  de  la  série  (I),  ou  les  cercles  conjugués 
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à  un  quadrilatère,  admettent  donc  un  même  axe  radical 
(/a  médiane)'^  leurs  centres  sont  distribués  sur  la  droite 
des  hauteurs  (roû'le  Chapitre  VII),  et  les  points  limites  (*) 
des  cercles  de  cette  série  coïncident  avec  les  deux  points 
cry cliques  du  quadrilatère, 

2).  Si  ces  derniers  points  sont  réels,  la  séiie  orthogo- 
nale à  la  précédente  est  immédiatement  déterminée  et 
se  compose  de  tous  les  cercles  msnés  par  les  deux  points 
cycliques.  Dans  le  cas  contraire,  les  cercles  décrits  sur 
les  trois  diagonales  comme  diamètres  représentent  encore 
trois  cercles  de  la  série  orthogonale  et  la  déterminent. 
C'est  ce  que  l'on  voit  en  remarquant  que  deux  quelconques 
des  sommets  opposés  du  quadrilatère  sont  conjugués  par 
rapport  à  chacun  des  cercles  de  la  série  (I),  et  se  rappe- 
lant ce  théorème  :  Le  segment  qui  réunit  deux  points  con- 
jugués par  rapport  à  un  premier  cercle  étant  pris  pour 
diamètre  d'un  second  cercle,  ces  deux  cercles  sont  ortho- 
gonaux. 

3).  Mais  cette  nouvelle  série  est  susceptible  d'une  autre 
définition,  et  l'on  peut  dire  que  la  série  des  cercles  cônju^ 
gués  à  un  quadrilatère  et  la  série  des  cercles  diagonaux 
de  toutes  les  coniques  inscrites  forraei^t  un  double  système 
orthogonal. 

En  effet,  l'on  a  vu  déjà  que  le  cercle  diagonal  de  toute 
conique  inscrite  à  un  triangle  coupe  orthogonalement  le 
cercle  conjugué  de  ce  triangle  (a^oir  p.  79,  n°  92).  Les 
cercles  conjugués  des  quatre  triangles  résultant  des  côtés 
du  quadrilatère  actuel,  et  avec  eux  tous  les  cercles  de 
la  série  (I)  à  laquelle  ils  appartiennent,  seront  dès  lors 
coupés  orthogonalement  par  le  cercle  diagonal  de  chacune 
des  coniques  inscrites.  Les  cercles  diagonaux  de  ces  coni- 
ques forment  donc  une  nouvelle  série  orthogonale  à  la  pré- 
cédente (I)  et  passant  par  les  points  limites  des  cercles 

(*)  Propriétés  projectives,  p.  4i* 

8, 
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de  cette  série  ou  par  les  points  cycliques  du  quadrilatère. 
De  là  ce  théorème  : 

Les  cercles  diagonaux  rie  toutes  les  coniques  înscn'tes  à 
un  ûuadnlatère  passent  par  les  deux  mêmes  points  :  les 
points  cycliques  du  quadrilatère.  Et  chacune  de  ces  co- 
niques est  q;ue^  de  l'un  quelconque  de  ces  points^  sous  un 
angle  droit  (Plvcker,   Geom.  Analjt.  Entwick.^  t.  II, 

p.  ïpS). 

C'est  aussi  ce  que  Ton  peut  déduire  à  priori  de  la  dé(i- 
nition 

V  X,  PJ  =  (:r  -  «)' -+- (  j  -  p)' =  X»  4- Y» 
de  chacun  des  deux  points  cycliques,  ou  de  Pideniiié 


2; 


>tPÎ  — X'— T^^o 


qui  en  résulte.  Celle  dernière,  en  effet,  exprime  que  les 
quatre  côtés  d'un  quadrilatère  Pi . . .  P4  =  o  et  deux  droites 
rectangulaires  quelconques  XY  =  o,  menées  par  l'un  de 
ses  points  cycliques,  font  six  tangentes  d'une  même  co- 
nique (voir  p.  ^4»  ^^  87).  Et  comme  la  première  de  ces 
dernières  droites  X.Y  =  o  peut  être  menée  langentielle- 
ment  à  lune  quelconque  des  coniques  inscrites,  l'une  quel- 
conque de  ces  courbes  esl  vue  sous  un  angle  droit  de  cha- 
cun des  points  cycliques. 

120.    Tou^  les  cercles  contenus  en  nombre  doublement 
iujïni  dans  V équation 

(II)  o  =^*>.  Pî  =  (.r-  a)'+  (j-  p)'  — p» 

ont  un  même  centre  radical^  le  centre  de  la  conique  in- 
scrite au  pentagone  Pj . . .  Pg  =  o  ;  e/  tous  les  points  limites 
des  cercles  de  cette  série,  ou  points  cycliques  du  penta- 
gone, 

(H')  o=^^,Pî^(x~«)^  +  (r-p)^ 
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sont  distribués  sur  un  même  cercle,  le  cercle  diagonal  de 
cette  conique. 

Car  si  Ton  retranche,  membre  à  membre,  les  équations 

o=^^,  P?  =(^~-  «)' -f-  (/-  ^Y  ~p', 

de  deux  quelconques  de  ces  cercles,  l'équation  résultante 

o  ^y  ' r,  PJ  =  Aor  H-  Bj  -h  C 

représente  à  la  fois  Taxe  radical  de  ces  cercles  et  Pun  des 
diamètres  de  la  conique  inscrite  au  pentagone  (i;o/>p.  yS, 
n*^86).  Le  centre  de  celte  conique  est  donc  un  point  de 
commune  puissance  *pour  tous  les  cercles  (U)  qui  admet- 
tent dès  lors  un  même  centre  radical  et  un  même  cercle 
orthogonal  décrit  autour  de  ce  point  comme  centre. 
D'ailleurs,  les  cercles  conjugués  des  divers  tclangles  ou 
quadrilatères  qui  résultent  des  côtés  du  pentagone,  taisant 
partie  de  la  série  (II);  le  cercle  diagonal  de  la  conique  in-  ^ 
scrite  coupe  orthogonalement,  avec  chsrciin  de  ces  cercles 
conjugués,  tous  ceux  de  la  série  K  laquelle  ils  appartiens 
nent,  et  passe  en  outre  par  chacun  des  points  limites  de  la 
série  ou  par  tous  les  points  cycliques  du  pentagone  con- 
sidéré. 

121.  Étant  donné  un  triangle  conjugué  P^PaPa  =  o 
et  Vun  des  joyers  («,  (3),  ou'  Vune  des  directrices  P4  ==  o, 
d^une  conique^  proposons-nous,  comme  application  de  la 
notion  des  points  cycliques  d'un  système  de  droites,  de  con- 
struire la  directrice  ou  le  fojer  correspondant. 

L'équation  de  la  courbe  considérée  pouvant  s'écrire  sous 
ces  deux  formes  équivalentes 

(x  -  a)'  -4-  (r  -  p)^  =  h  V]    ou    V>.  p;  =  o. 
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on  a  r identité 

Le  foyer  (a,  jS)  est  donc  l'un  des  deux  points  cycliques  du 
quadrilatère  formé  des  côlés  du  triangle  donné  et  de  la  di- 
rectrice correspondante.  Il  sera  donc  bien  facile  de  con- 
struire la  directrice  à  Taide  du  foyer,  ou,  inversement,  le 
foyer  à  Taide  de  la  directrice. 

122.  Une  série  de  coniques  conjuguées  au  quadrilatère 
Pi  • . .  P4  =  o  ayant  une  directrice  commune  Pj  =  o,  quel 
est  le  lieu  du  foyer  correspondant? 

L'équation  de  Tune  quelconque  de  ces  courbes  pourra 
s'écrire  encore 

[œ-o^Y-^[y^-^Y  =  \,Y^\     ou     ^^,P;  =  o, 
et  l'on  aura  encore  l'identité 

Le  foyer  (a,  |3)  est  donc  l'un  des  points  cycliques  du  pen- 
tagone Pj . . .  P4  Pb  ,  et  le  lieu  de  tous  ces  foyers  coïn- 
cide avec  le  cercle  diagonal  de  la  conique  inscrite  à  ce 
pentagone* 

Inversement^  étant  donnés  le  quadrilatère  P, . . .  P4  =  o 
et  Fun  des  foyers  f  d'une  conique  conjuguée^  ce  foyer  y* 
etlésdeux  points  cycliques  du  quadrilatère  sont  trois  points 
du  cercle  diagonal  d'une  conique  tangente  aux  quatre 
droites  Pj,  . . . ,  P4  et  à  la  directrice  Pg  ==  o  qui  correspond 
au  loyer  donné.  Le  centre  de  ce  cercle  diagonal  est  donc 
déterminé,  et  la  directrice  Pg  roule  sur  une  conique  con- 
centrique y  inscrite  au  quadrilatère  proposé. 
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§  V.  —  De  deux  séries  de  sphères  orthogonales  déduites 

d'*un  groupe  de  sept  plans, 

123.   1)  Considërous   toutes    les  sphères  contenues  en 
nombre  infini  dans  l'équation 

(1)  ^|>,PÎ=:0. 

Les  équations  de  deux  quelconques  d'entre  elles  étant 

(i)  o=^'>..PÎ^(x-«)«+(^-.p)'+(z-7)'-p% 

(2)  o=^'v,Pîs(a:^«')»+(jr-P')»-f.{z-/)^-p'S 

l'équation 

(1,2)  o  =  Va';  PJ  =  A:f  4-  Bj  +  Cz  H-  D, 

qui  résulte  de  la  soustraction  des  deux  précédentes,  repré- 
sente à  la  fois  le  plan  du  centre  radical  des  deux  sphères 
considérées,  et  le  plan  général  des  centres  de  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  inscrites  aux  sept  plans 
Pj  Pj . . .  P7  =  o.  Toutes  les  sphères  de  la  série  (I)  possè- 
dent donc  un  même  cercle  et  un  même  plan  radical  :  le 
plan  général  des  centres  ou  le  plan  conjugué  des  sept  plans 
du  système. 

Mais  le  cercle  radical  des  sphères  de  celte  série  peut 
aussi  se  construire.  Et  comme  les  sphères  conjuguées 

0  =^^;  Pî  =(^  -  «')'  +  (r  -  P')  -f-  (^  -  iY  -  ?"' 

des  sept  hexaèdres  déterminés  par  les  plans  Pj . . .  P7  =  o, 
font  partie  de  la  série  (I)  \  le  cercle  conjugué  des  sept  plans, 
qui  fait  leur  commune  intersection,  représente  le  cercle 
radical  commun  à  toutes  les  sphères  de  la  série. 


•   120  CHAPITBE    III. 

2).  Il  est  facile  maintenant  de  définir  les  àeux  points 
sphériques  des  sept  plans  donnés  ou  les  deux  sphères,  de 
rayon  nul, 

qui  marquent  les  points  limites  de  la  série  considérée. 

Car  le  cercle  radical  commun  à  toutes  les  sphères  (I) 
étant  représenté  par  les  équations 

3  =  0,  x^  -hy^  —  r^  =  o , 

leur  équation  générale 

(  1'  )  jr'  -♦-  ^*  4-  a'  —  2  7  z  —  /-*  =  G 

pourra  s'écrire 

d'où,  pour  les  points  limites  de  la  série, 

j:  =  o,  ^=:o,   z  =  y=±r^ — I. 

Ces  points  limites,  ou  les  deux  points  sphériques  des  sept 
plans  donnés,  se  trouvent  donc  sur  Taxe  du  cercle 
(a:*  -i-J^  =  '**)  conjugué  des  sept  plans,  de  part  et  d'autre 
de  son  centre,  et  à  une  distance  de  celui>ci  mesurée  par 

r^ — I.  Ces  points  sont  donc  réels  et  distincts,  se  confon- 
dent en  un  seul  ou  deviennent  imaginaires,  suivant  que  le 
cercle  conjugué  des  sept  plans  est  iniaginaire,  se  réduit  à 
un  point  ou  acquiert  un  rayon  fini. 

3).  On  a  vu  précédemment  que  la  sphère  diagonale 
(x*  4- y*  4-  ^*  =  a*  4-  &*  4-  c*)   de  Tune  quelconque  des 

^:  H-  -; — I —  =  I  I  inscrites  à  un 
a^        (f*       c'         / 

hexaèdre,  est  orthogonale   à  la  sphère  conjuguée  de  cet 

hexaèdre  ("voir  p.  iio,  n°117).   La  sphère  diagonale  de 

Tune  quelconque  des  surfaces  du  second  ordre  inscrites 

aux  sept  plans  Pj .  . .  P7  =  o  du  système  actuel,  est  donc 

orthogonale  aux  sphères  conjuguées  des   sept  hexaèdres 
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qu'ils  déterminent,  comme  à  toutes  celles  que  Ton  peut 
mener  par  leur  cercle  radical,  ou  à  toutes  les  sphères  de  la 
série  (I).  Or,  il  résulte  immédiatement  de  là  que  les 
sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  inscrites  passent 
par  les  deux  mêmes  points  qui  sont  les  points  sphériques 
des  sept  points  considérés  ou  les  points  limites  des  sphères 
de  la  série.  Et  c'est  aussi  ce  que  l'on  peut  déduire  du  cal- 
cul suivant. 

Les  sphères  (I)  élant  représentées  avec  leiir  cercle  radi- 
cal en  évidence 

par  Téquation 

(T)  .r»  +  /'-4-  3*—  27«—  /•'=  o; 

chacune  d'elles,  ou  au  moins  chacune  des  sept  sphères  con- 
juguées qui  y  sont  comprises,  sera  coupée  orlhogonalement 
par  toutes  les  suivantes  : 

(II')       .^-4- /'-h  2'—  2a'.r—  2p'j—  27'z  4-  si'=  O, 

si  la  condition  connue 

X3 -r  u' — 2aa' — 2pfj' — 277'=:!  o, 

ou,  ici, 

(c)  — r*+ cr'— -  277'=© 

est  vérifiée,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  au  para- 
mètre y]  ou  au  moins  pour  sept  valeurs  distinctes  de  ce  pa- 
ramètre. Dans  l'un  et  l'autre  cas  ou  doit  avoir  simultané- 
ment 

(C)  7'  =  o     et     t!y'=  r^r=:  const. 

Or  il  résulte  de  ces  conditions  que  toutes  les  sphères  de  la 
série  orthogonale  (IF)  passent  par  les  deux  mêmes  points, 
représentés  par  les  équations 


(2')  x  =  Oy     7  =  0,     z=ii:  v/— cj^dzry/— 1; 
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et  coïncidant,  comme  Ton  voit,  avec  les  points  sphériques 
des  sept  plans  donnés. 

De  là  cette  première  analogie  au  théorème  déjà  men- 
tionné de  Plucker  : 

Les  sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  inscrites  à  un  système  de  sept  plans  passent  par 
les  deux  mêmes  points  situés  sur  /'axe  du  cercle  conjugué 
(x*-+-j^*=  r*)  des  sept  plans  du  système,  de  part  et 
d^ autre  du  centre  de  ce  cercle ,  et  à  une  distance  mesurée 

par  r  ^ —  i . 

1 24.  C'est  aussi  ce  que  Ton  peut  déduire,  à  priori  y  de 
la  définition 

des  points  sphériques  d'un  système  de  sept  plans,  ou  de 
l'identité 


s 


'x,  Pf— X^— Y*— Z' 
I 


qui  en  résulte.  Celle*ci  exprime,  en  effet,  que  les  sept 
plans  donnés  Pi...P7=o  et  trois  plans  rectangulaires 
quelconques  X.Y.Z  =  o,  menés  par  l'un  ou  l'autre  des  deux 
points  sphériques  qu'ils  déterminent,  fontdixplans  tangents 
d'une  même  surface  du  second  ordre.  Cette  surface,  d'ail- 
leurs^ est  l'une  quelconque  de  celles  que  l'on  peut  inscrire 
aux  sept  plans  du  système,  et  à  laquelle  on  pourra  toujours 
mener,  par  celui  des  deux  points  sphériques  que  l'on  aura 
choisi,  deux  nouveaux  plans  tangents  X.Y  =  o  perpendi- 
culaires entre  eux.  Chacun  des  deux  points  sphériques 
d'un  système  de  sept  plans  est  donc  le  sommet  d'une  infi- 
nité de  trièdi'es  tri-rectangles  X.Y.Z  =  o,  circonscrits  à 
l'une  quelconque  des  surfaces  du  second  ordre  inscrites  aux 
sept  plans  du  système  \  et  ces  deux  points,  d'après  le  théo- 
rème de  Monge,  appartiennent  aux  sphères  diagonales  de 
toutes  ces  surfaces. 
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§  VI.  —  De  deux  autres  séries  de  sphères  déduites  d^un 
groupe  de  huit  plans,  et  formant  un  double  système 
orthogonal, 

125.   i).  Considérons  encore  un  système  de  huit  plans 

et  les  sphères,  en  nombre  doublement  infini,  contenues 
dans  Téquation 

(II)  X^'^''^''' 

Deux  quelconques  d'entre  elles  étant  représentées  par  les 
équations 

l'équation   résullant  de  la  soustraction   des  deux  précé- 
dentes, 

o  =\  l]  p;  =  A  .ar  ^  Bj  H-  Cz  4-  D, 

représente  simultanément  le  plan  radical  des  deux  sphères 
considérées,  et  l'un  des  plans  menés  par  la  droite  générale 
des  centres  de  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  inscrites 
aux  huit  plans  Pi... P8=  o  ( 'y oir  p.  88,  n**102).  Tous  les 
points  de  cette  droite  sont  dès  lors  des  points  de  commune 
puissance  par  rapport  à  toutes  les  sphères  considérées. 
Les  sphères  de  la  série  (II)  ont  donc  un  même  axera-  . 
dical  (la  droite  des  centres  de  toutes  les  surfaces  inscrites 
aux  huit  plans  donnés,  ou  Vaxe  conjugue  de  ces  plans, 
que  Ton  sait  construire)  5  et  uneinême  corde  radicale  diri- 
gée suivant  cet  axe,  et  dont  les  extrémités  que  Ton  peut 
construire   font  les   deux   points  communs  à  toutes   les 
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Sphères  de  la  série.  Les  sphères  conjuguées. 

des  vingt-huit  hexaèdres  qui  résultent  des  huit  plans  don- 
nés appartiennent,  en  effet,  à  la  série  (II),  et  trois  quel- 
conques d'entre  elles  suflGsent  h  la  construction  simultanée 
de  la  corde  radicale  et  de  Taxe  radical  commun  à  toutes  les 
sphères  de  la  série. 

a).  Les  deux  extrémités  de  la  corde  radicale  commune  à 
toutes  les  sphères  précédentes  étant  représentées  par  les 
équations 

(a)  .r=o,      ^  =  0,      z=z±r, 

leur  équation  générale 

(II)  a:^-i-^*-f- z' — 2ax — 2^^ — r^  =  o 


»  •     •. 


pourra  s  écrire 

(x  —  a)» -h  ( j  ~  P)» -f.  «^ zn  a' H- p* -f- /•». 

Le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  limites  de  la  série 
est  donc  un  cercle  ^  =  o,  a'  -H  (3"  =  —  r*  ou 

ayant  pour  axe  la  corde  radicale  des  sphères  de  la  série  ou 
Vaxe  conjugué  des  huit  plans.  Le  centre  de  ce  cercle  est  au 
milieu  de  cette  corde,  et  son  rayon  est  mesuré  par  sa  demi- 
longueur  multipliée  par  sj —  i. 

3).  Les  sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  inscrites  aux  huit  plans  du  système  actuel,  de- 
vant couper  orthogonalement  les  sphères  conjuguées  des 
vingt- huit  hexaèdres  qu^ils  déterminent,  couperont  de  la 
même  manière  toutes  celles  de  la  série  (II)  à  laquelle  elles 
appartiennent,  et  se  couperont  mutuellement  suivant  le 
cercle  (A),  lieu  géométrique  de  tous  les  points  limites  de 
la  série. 


PROPRIÉTÉ   DE    CES    POINTS.  1^5 

En  effei,  chacune  des  sphères 

(ir)  jF^-f.  jî4-a»—  lOLX—  2p7  — r'rzrO, 

OU,  au  moins,  chacune  des  vingl-huit  sphères  conjuguées 
qui  y  sont  comprises  sera  coupée  orthogonalement  par 
toutes  les  sphères  de  la  série  suivante  : 

(Iir)      ;r^  4-  r'  "+-  «*  — -  î^a'-P  —  2  p'j  —  27'  Z  -4-  6t'=:  o, 

si  la  condition  connue 

CT  H-  o'  —  2  aa'  —  2  ^p'  —  2  77'  =  o , 
c'est-à-dire  ici 

(c)  "  —  7'»-4-ct'  — 2aa'-f- 2pp'=:0, 

est  vérifiée,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  paramètres 
0C,  |3,  ou  au  moins  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  paramètres 
qui  correspondent  aux  vîngt-huit  sphères  conjuguées*,  et 
comme  les  centres  (z=o,  X'=.ayy  =(3)  de  ces  dernières 
ne  sont  pas  situés  en  ligne  droite,  on  doit  poser  simultané- 
ment, pour  Tun  et  l'autre  cas, 

(C)  a'=:o,      p'=:o     et     vi=r\ 

Or  il  résulte  de  ces  conditions  que  toutes  les  sphères  de  la 
série  orthogonale  (III')  se  coupent  suivant  un  même  cercle 
représenté  par  les  équations 

(A)  Zrzzo,      .r«4-r'  =  — 0'  =  — /•';    .     , 

de  là  cette  iseconde  analogie  au  théorème  de  Plucker  : 

Les  sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre,  inscrites  à  un  système  de  huit  plans,  se  coupent  sui" 
vant  un  même  cercle  ajant  pour  axe  Vaxe  conjugué  des 
huit  plans  du  système  (o  =  x  =J^,  z  =  ±r).  Le  centre 
de  ce  cercle  est  au  point  milieu  de  cet  axe,  et  son  rayon 

est  égal  à  sa  demi-  longueur  multipliée  par  \j —  i . 

La  première  idée  de  ces  analogies  parait  encore  devoir 
être  attribuée  à  M.  Mention  [Nous^elles  Annales  de  Ma- 
thématiques, 1857,  p.  aSa),  bien  qu'il  ait  considéré  seule- 
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ment  le  cas  limite  des  paraboloïdes  inscrits  à  un  système 
de  sept  plans. 

126.  Les  sphères  contenues  en  nombre  triplement  infini 
dans  V équation 

(m)  y\pî==o 

ont  un  même  centre  radical:  le  centre  de  la  surface  du 
second  ordre  inscrite  aux  neuf  plans  Pi . . .  P,  =  o.  Et  les 
points  limites  des  sphères  de  cette  série  sont  distribués  sur 
une  même  sphère  :  la  sphère  diagonale  de  celte  surface, 

127.  Connaissant  un  hexaèdre  conjugué  Pi . .  .Pg  ==  o 
et  Tun  des  plans  directeurs  P,  =  o  d^un  ellipsoïde  de  ré- 
volutiony  lefojer  correspondant  est  l'un  des  deux  points 
sphériques  des  sept  plans  Pi...PeP7=o;  c'est  ce  qui 
résulte,  des  équations  équivalentes 

^\pî  =  o,    (x-a)»-^(Jr-pr-^(3-7)'=>7P? 

de  la  surface  considérée»  et  de  l'identité  résultante 
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CHAPITRE  IV. 

THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 

Sommaire.  —  De  deux  théorèmes  généraux  sur  les  lieiuc  plans  ou  solides  de 
tons  les  ordres  et  de  toutes  les  classes;  et  de  leur  application  à  quel- 
ques-uns des  problèmes  antérieurs. 


§  I.  —  De  r identité  normale  \       liP^  =  o,  ou  de  la  pro^ 
priété  de  [jL-i-i  éléments  associés  suivant  le  module  m. 

128.  C'est  Tune  des  richesses  de  la  géométrie  et  sans 
doute  aussi  Tune  de  ses  imperfections  que,  n'ayant  d'autres 
limites  que  celles  de  Tespace  et  s'y  pouvant  répandre  dans 
tous  les  sens,  elle  puisse  aussi  se  réduire  à  de  telles  dimen- 
sions que  Ton  veut  et  croître  encore,  sans  limite,  dans  l'es- 
pace le  plus  limité.  Les  problèmes  nouveaux,  qu'elle  nous 
propose  de  loin  en  loin,  excitent  surtout  notre  intérêt;  ce- 
pendant, si  Ton  y  fait  attention,  aucune  des  questions 
qu'elle  nous  posait  autrefois  n'est  épuisée,  aucun  de  ses 
plus  anciens  problèmes  n'a  vieilli  :  ce  qui  a  pu  vieillir, 
c'est  notre  manière  de  les  envisager',  car,  à  peine  ve- 
nons-nous à  changer  de  point  de  vue,  que  tout  change 
en  même  temps.  C'est  une  autre  lumière,  une  hiérarchie 
meilleure,  et,  dans  cet  ordre  nouveau  qui  commence,  la 
nature  même  des  choses  semble  renouvelée.  Les  choses 
pourtant  sont  demeurées  les  mêmes,  et  cette  dernière  forme 
qu'elles  viennent  de  recevoir  est  peut-être  infiniment  éloi- 
gnée de  leur  forme  dernière. 

Ainsi  nous  apparaît  encore  aujourd'hui  cette  grande 
théorie  des  coniques,  presque  aussi  vieille  que  le  monde, 
édifiée  en  quelque  sorte  de  la  main  des  siècles,  mais  tou- 
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jours  înaclievée,  et  dont  la  reconstruction  récente  comptera 
parmi  les  travaux  du  nôtre.  Mais  sans  méconnaître  la 
grandeur  de  cette  nouvelle  mise  en  œuvre,  ni  les  beaux  ac- 
croissements qu'en  a  reçus  la  géométrie  générale,  on  peut 
se  demander  si  cette  reconstruction  doit  être  définitive;  et, 
pour  le  cas  où  ce  bel  édifice  serait  un  jour  achevé,  qu(»l 
sera,  en  regard  du  principe  unique  qui  y  supporte  déjà 
toute  la  théorie  des  coniques,  le  principe  assez  puissant 
pour  soutenir  de  même  toutes  les  propriétés  des  surfaces 
du  second  ordre. 

Tel  est,  du  reste,  Tintérêl  qui  s'attache  aux  plus  hautes 
entreprises,  comme  aux  oeuvres  où  Ton  découvre  d'abord 
le  plus  de  perfection,  que  notre  anxiété  devance  toujours 
leur  achèvement  ;  et  que,  ni  les  plus  heureux  commence- 
ments ne  nous  rassurent  tout  à  fait  sur  leur  issue,  ni  la 
perfection  des  détails  que  nous  pouvons  saisir  déjà  sur  la 
perfection  définitive  de  l'ensemble.  Nous  voyons  bien  ici 
toutes  les  propriétés  des  courbes  du  second  ordre  découler, 
avec  une  plénitude  merveilleuse,  d'un  principe  unique  ou 
de  deux  principes  parallèles,  eux-mêmes  tirés  de  la  seule 
définition  de  ces  courbes  regardées,  en  quelque  sorte,  à  tra- 
vers le  cercle  dont  elles  font  la  perspective.  Mais,  si  nous 
essayons  de  passer  de  là  aux  surfaces  du  second  ordre,  ces 
deux  principes  généraux,  où  était  précédemment  le  nœud 
de  tout  le  reste,  nous  demeurent  cachés 5  et  cette  première 
définition,  qui  nous  les  découvrait  tout  à  Pheure,  nous  fait 
absolument  défaut.  Ou  elle  existe,  et  nous  l'ignorons;  ou,> 
ce  qui  est  plus  vraisemblable,  il  ne  peut  en  exister  de  quel- 
que ressemblance  avec  l'autre;  puisque  l'analogie  voudrait 
que,  comme  on  a  fait  intervenir  pour  celle-là  cette  troisième 
dimension  que  possède  retendue,  une  quatrième,  qui  lui 
manque,  intervint  de  même  dans  celle-ci.  La  géométrie  est 
donc  muette  sur  ce  point,  et,  si  nous  pouvons  apercevoir 
quelque  chose  des  dépendances  qui  existent  entre  dix  élé- 
ments d'une  surface  du  second  ordre,  c'est,  sans  doute,  de 
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la  définition  analytique  de  ces  surfaces,  ou  de  Téquation  à 
dix  termes 

(  ax^  -h  a! y^  +  a"z'  -f-  2  hyz  H-  2  h'zx  -f-  1  b" xy 

\  -i-icx    -f-ac'j*    -f- 2c"z      -h  r/*=r  o, 

que  nous  viendra  quelque  lumière;  bien  que  cette  équation 
paraisse  d'abord  assez  obscure,  et  d'une  exactitude  si  dif- 
fuse que  nous  n'apercevons  d'une  manière  distincte  aucun 
des  points  qu'elle  nous  désigne.  Mais  il  en  est  ici  comme 
de  beaucoup  de  vérités  dont  une  moitié,  obscure,  importe 
peu  et  nous  préoccupe  exclusivement;  tandis  que  l'autre 
moitié  qui  n'est  que  lumière,  et  qui  est  tout,  nous  échappe. 
Cette  équation,  il  est  vrai,  ne  nous  donne  que  des  indica- 
tions fort  embrouillées  sur  chacun  des  points  dont  nous 
voudrions  saisir  Tordre  et  la  distribution  dans  l'espace. 
Mais  ces  indications  d'abord  sont  les  seules  possibles;  et 
pût-elle  nous  les  donner  en  des  termes  plus  simples,   cela 
importerait  peu  et  ne  remplirait  ni  nos  vues,  ni  son  véri- 
table rôle,  qui  est  de  nous  mener,  par  cette  définition  obs- 
cure de  chacun  des  points  de  la  surface,  à  une  notion  d'une 
simplicité  inattendue,  touchant  les  dépendances  mutuelles 
de  dix  quelconques  de  ces  points.  Telle  est,  effectivement, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  dix  points  de 
V espace  appartiennent  à  une  même  surface  du  second 
ordre ^  que  les  carrés  de  leurs  dis  lances  à  un  plan  quel^ 
conque  A  j:  -H  Bj^  -f-  C  ^  -H  i  =  o,  soient  liés  par  une  rela- 
tion linéaire  et  homogène 

.  (i')         V*>i  Pî  =V  \  (A^r.  4-  Bj.  4-  Cz.  4- 1)'^  o, 

de  telle  manière  que  la  fonction  >  X,  PJ  soit  nulle  identi- 
quement, quel  que  soit  le  plan  considéré.  Toutefois,  comme 
il  y  a  toujours  dans  les  spéculations  même  les  plus  indé- 
pendantes de  l'observation  quelque  point  que  la  théorie  ne 
tire  pas  d'elle-mènie,  mais  d'un  fait  extérieur  qu'elle  aura 
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recueilli  et  dont  elle  aura  cherché  l'explication;  nous  avons 
dû  rencontrer  au  dehors  celte  propriété  des  dix  points  et 
la  créer,  en  quelque  sorte,  où  elle  n'était  pas,  avant  de  la 
reconnaître  où  elle  est  réellement  :  dans  Téquation  (i), 
c'est-à-dire  dans  quelques  signes  de  cet  alphabet  merveil- 
leux où  Descartes  nous  apprit  à  lire,  et  que.  peut-être, 
nous  ne  posséderons  jamais  entièrement. 

D'ailleurs,  ce  principe  isolé,  ainsi  recueilli  par  l'obser- 
vation, suggère  naturellement  l'idée  d'une  loi  générale 
embrassant  les  courbes  et  les  surfaces  de  tous  les  ordres  et 
de  toutes  les  classes,  et  que  l'on  peut  comprendre  dans  les 
deux  énoncés  suivants  : 


Si  p  désigne  le  nombre  des 
points  nécessaires  pour  la  déter- 
mination d'une  courbe  plane  ou 
d'une  surface  de  l'ordre  w,  les 
puissances  m  des  distances  de 
^  -h  I  points  d'une  telle  courbe  ou 
d'une  telle  surface,  à  un  plan 
quelconque,  sont  liées  par  une 
relation  linéaire  et  homogène  : 


1, 


Si  fA  désigne  le  nombre  des  tan- 
gentes ou  plans  tangents  néces* 
snirespour  la  détermination  d'une 
courbe  plane  ou  d'une  surface  de 
la  classe  m,  les  puissances  m  des 
distances  de  fx  -f- 1  tangentes  ou 
plans  tangents  d'une  telle  courbe 
ou  d'une  telle  surface^  à  un  point 
quelconque  du  plan  de  la  courbe 
ou  de  l'espace,  sont  liées  par  une 
relation  linéaire  et  homogène  : 


l.Pr^o; 


et  la  même  propriété  subsiste 
pour  un  groupe  quelconque  de 
II'  4-  i  points  associés  suivant  le 
module  m;  c^ est-à-dire  tels  que 
toute  courbe  plane  ou  toute  sur- 
face de  l'ordre  m,  qui  serait  me- 
née par  tous  ces  points  moins  un, 
passe  d'elle-même  par  le  point 
que  Von  avait  omis. 


et  la  même  propriété  subsiste  pour 
un  groupe  de  |x'-|-  i  droites,  ou  de 
p'-hi  plans  associés  suivant  le 
module  m;  c'est-à-dire  tels  que 
toute  courbe  plane  ou  toute  sur- 
face de  la  classe  m  qui  S(  rait  me- 
née tangentiellement  à  toutes  ces 
droites  moins  une,  ou  à  tous  ces 
plans  moins  un,  soit  d'elle-même 
tangente  à  la  droite  ou  au  plan 
que  l'on  avait  omis. 


Ces  deux  principes  ne  contiendraient-ils  pas,  pour  les 
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lieux  géométriques,  plans  ou  solides  de  tous  les  ordres  et 
de  toutes  les  classes,  cette  première  définition  que  nous 
demandions  tout  à  Theure  à  la  géométrie  pour  les  seules 
surfaces  du  second  ordre?  Nous  croyons  qu'il  en  est  ainsi-, 
et  si  Ton  doit  juger  de  leur  rôle,  dans  l'élude  des  lieux  géo- 
métriques d'ordres  supérieurs,  d'après  tout  ce  qu'ils  don- 
nent, comme  d'eux*mèmes,  pour  les  lieux  plans  ou  solides 
du  second  ordre,  on  est  conduit  à  leur  attribuer  une  im- 
portance qu'il  restera  à  vérifier,  mais  qui,  dès  à  présent, 
ne  parait  pas  en  désaccord  avec  leur  simplicité.  Si,  par 
exemple ,  l'on  traduit  en  langage  algébrique  ces  deux 
énoncés  : 


//  existe  une  relation  linéaire 
et  homogène  entre  les  carrés  des 
distances  de  six  points  d^une  co- 
nique, ou  de  dix  points  d'une 
surface  du  second  ordre  à  une 
droite  menée  arbitrairement  dans 
le  plan  de  la  courbe  y  ou  à  un 
plan  arbitraire; 


Il  existe  une  relation  linéaire 
et  homogène  entre  les  carrés  des 
distances  de  six  tangentes  d'une 
conique  y  ou  de  dix  plans  tangents 
d'une  surface  du  second  ordre  à 
un  point  pris  arbitrairement  dans 
le  plan  de  la  courbe  y  ou  dans  V  es- 
pace; 


les  identités  correspondantes 

(2)  2,/'Pî=« 

contiennent  en  quelque  sorte  la  loi  de  symétrie  ou  d'équi- 
libre de  six  éléments  d'une  conique,  de  dix  éléments  d'une 
surface  du  second  ordre.  Et  si  l'on  vient  à  rompre  la  symé- 
trie, en  écrivant 


(•') 


(2') 


Yx,p;=XsP|-t->.Pî, 

>    Al  F,  ^=  À7  P,  +  •  •  «  +  A|5  P,  g  j 


l'équilibre  est  rompu  de  même,  et  le  mouvement  qui  se 
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produit  laisse  à  découvert,  d'un  côté  le  théorème  de  Pap- 
pus,  celui  de  Desargues  et  leur^  corrélatifs,  de  Tautre  les 
théorèmes  analogues,  jusqu'ici  ignorés,  de  la  géométrie  de 
l'espace.  Ajoutons  que  le  théorème  de  Pascal  et  son  corré- 
latif résultent  aussi  des  deux  identités  contenues  dans  la 
formule  (i).  Mais  ces  théorèmes  ne  peuvent  plus  se  lire,  à 
première  vue,  dans  ces  identités^  il  y  faut  quelque  calcul, 
et  cette  différence  suffit  pour  que  les  propriétés  correspon- 
dantes des  surfaces  du  second  ordre  nous  demeurent  ca- 
chées. Pour  incomplets  qu'ils  soient  encore,  ces  résultats, 
rapprochés  des  tentatives  de  plusieurs  géomètres  peu  habi- 
tués cependant  à  voir  leurs  recherches  infructueuses,  per- 
mettent de  juger  des  services  que  peut  attendre  la  géomé- 
trie du  principe  que  nous  proposons,  lorsque,  passé  en  de 
nouvelles  mains,  il  aura  reçu  quelques-uns  des  accroisse- 
ments dont  il  paraît  susceptible. 

129.  Occupons-nous  maintenant  de  la  démonstration  de 
nos  deux  théorèmes,  et,  pour  nous  borner  au  cas  qui  exige 
le  moins  d'espace,  établissons  seulement  que  pour  que  six 
points  appariiennent  à  une  même  courbe  du  second  ordre, 
il  faut  et  il  suffit^ii'z7ea:wfci//7ere/flf/'c/i  linéaire  et  homogène 

y>.PÎ=o,      ou      y  X,  {Aar4-Bj,  +  C)'=o, 

entre  les  carrés  de  leurs  distances  à  une  droite  menée d* une 
manière  quelconque  dans  le  plan  quUls  déterminent. 

Soient,  à  cet  effet  [x^^j^)^  (•''j» J'ïJt  • -j  (-^"ev^'e)»  'es 
points  considérés.  S'ils  appartiennent  à  la  courbe  du  second 
ordre  représentée  par  l'équation 

les  six  égalités  suivantes  : 

(i)  ax\  +  i»j,  j, +  rjJ-f-r/j,-|-<?j:,-h/=o, 

(2)  axl-^-bx^X^-^  "  '  -+-/=o> 
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feront,  par  rapport  aux  sîx  coefficients  a,  ft,  c,  rf,  e,/,  con- 
sidérés comme  inconnus,  un  système  d'' équations  linéaires 
et  homogènes  compatibles  entre  elles ^  puisqu'elles  sont  vé- 
rifiées déjà  par  les  coefficients  de  la  courbe  proposée  (I). 
Le  déterminant  du  système  est  donc  égal  à  zéro,  et  Ton 
peut  écrire 


(C) 


^.2 


•^2    ^»jr» 


7»     I 


X. 


•^e^e 


Je 


O. 


D'un  autre  côté,  pour  qu'il  existe  une  même  relaiiou  li- 


néraire  et  homogène 


(l'J 


y\pj  =  o,      ou     y  X,(Ax,4-Bj|-hC)2=o, 


entre  les  carrés  des  distances  des  six  points  (oTi,  j^,),  .  . . , 
(jTe,  j^e)  à  une  droite  quelconque 

AjtH- Bj-f-C=:o, 

il  faut  que  les  coefficients  des  termes  en 

A%     AB,     B%     AC,     BC,     O 

du  premier  membre  de  la  relation  (F)  développée  soient 
séparément  nuls;  ou  que  les  six  équations  suivantes 


(i')  \x\      M->j.r5      ■^\^x\+\x\'^\x\-{'\qx\     =0, 

(2')  X,.r,J^, -f-Xî^rj/j-f-   ..  .  -|->eJ7eJe=z:  o, 

(3')  \r]    H->2r5    -4-. 

(4')  ^t-^i     +  >2  J?i      -4-  . 

(5')  x.ri    4->o'2    4-. 

(6')  X,         +li2         -f-...  -h). 


=  0, 

=  0, 

:=0, 


linéaires  et  homogènes,  par  rapport  aux  coefficients  incon- 
nus Xi,. . .,  ^69  admettent  une  solution  commune;  ce  qui 
(^xige  que  le  déterminant  de  ce  nouveau  système  soit  égal 
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(C) 


• 

CHAPITAE 

IV. 

>u  que 

Ton  au 

^î 

< 

• 

• 

x\ 

< 

^iri 

^tTi 

^«re 

J^î 

r\ 

7Î 

j^i 

ar. 

^6 

r. 

Jî 

:>"6 

I 

I 

I 

=  o. 


Or  on  passe,  de  lun  à  Tautredes  déteroiinauts  (C),  (C), 
par  rechange  des  lignes  horizontales  ou  verticales  de  l'un 
dans  les  lignes  verticales  ou  horizontales  de  l'autre.  Ces  dé- 
terminants sont  dès  lors  identiques,  et  Tune  quelconque 
des  équations  de  condition  (C)  ou  (C)  entraine  Tautre. 
Six  points  situés  d'une  manière  quelconque  sur  une 
même  courbe  du  second  ordre  vérifient  donc  V identité 

\   X,  PJ  ^  o;  et,  réciproquement,  six  points  qui  satisfont 

à  une  telle  identité  appartiennent  à  une  courbe  du  second 
ordre. 

Le  cas  général  d'une  courbe  ou  d'une  surface  de  l'ordre  m 
se  traiterait  exactement  de  la  même  manière. 

130.  Scolie,  —  La  démonstration  peut  aussi  se  faire  en 
dehors  des  déterminants.  Il  suffit,  pour  cela,  d'établir  que 
les  six  équations  (i'),  (2'),.  •  *,  (6^)  se  réduisent  à  cinq  en 
vertu  des  égalités  (i),  (2), . . . ,  (6)  ;  ou,  inversement,  que 
les  six  équations  (1),  (2),.  ..,  (6)  se  réduisent  à  cinq  en 
vertu  des  égalités  (1'),  (2'),. . .,  (6'). 

Or,  si  nous  considérons  (i), . .  , ,  (6)  comme  des  égalités, 
chacune  des  fonctions  numériques  (i),...,  (6)  est  iden- 
tiquement nulle,  et  l'on  a  aussi  identiquement 

(i).X,-f  (2).).j  +  . .  .-f-(6).>«^o; 

d^ailleurs,  cette  identité,  ordonnée  par  rapport  aux  coeffi- 
cients a,  i,  c,  e/,  e,y,  peut  s'écrire 

(i').û-f-(2').^  +  (3').c-f-(4').r;  +  (5').6'-+-(6')./=o. 
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Une  combinaison  des  équations  (i'), . . . ,  (6')  se  réduit  donc 
à  une  identité;  et  ces  équations,  réduites  à  cinq,  admet- 
tent, en  X,, . .  . ,  ^e)  une  solution  commune. 

131.  Inversement,  si  nous  considérons  (i'),. . .,  (6') 
comme  des  égalités,  chacune  des  fonctions  numériques 
(i^),. . .,  (6^)  étant  déjà  identiquement  nulle.  Ton  a  aussi 
identiquement 

{i').û4-(2').^+  (3').r-H(4').rf-f-(5').(?-4-(60  f=o. 

Mais  cette  identité,  ordonnée  par  rapport  aux  coefficients 
i,, . . . ,  ^e)  peut  s'écrire 

Une  combinaison  des  équations  (i), . .  . .  (6)  se  réduit  donc 
à  une  identité;  ces  équations,  réduites  à  cinq,  admettent, 
en  a,  i, . .  .,y,  une  solution  commune.  Donc,  etc. 

132.  Passons  maintenant  à  la  proposition  corrélative, 
et,  pour  nous  borner  encore  au  cas  qui  exige  le  moins  de 
calcul,  établissons  seulement  que  pour  que  six  droites  tou- 
chent une  même  courbe  de  la  seconde  classe^  il  faut  et  il 
suffit  qiCil  existe  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
les  caiTes  de  leurs  distances  à  un  point  quelconque  du  plan 
qi^ elles  déterminent. 

Soient,  à  cet  effet, 

/jTi  ;c  -f-  ^,  j  -4-  1 1=  o ,      flj  a:  -4-  ^2  ^  H-  I  =  o, .  .  . , 

les  six  droites  données.  Pour  exprimer,  en  premier  lieu, 
qu'elles  touchent  une  même  courbe  de  la  seconde  classe,  ou 
Fenveloppe  des  droites 

«X  -4-  ^j^  H-  I  =  o , 

dont  les  paramètres  a,  b  vérifient  l'équation  du  second 
degré 

(I)      /(û,  ô)=Afl»-f-Ba6-f-C6»4-D«-f-E6  +  F  =  o; 
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on  devra  poser  les  six  relations 

(0  /(«.,  *.)  =  o, 

(2)  /{a„^,)i=0, 


(6)  /(««,  ^«)=o; 

et  remarquant  qu'elles  forment  autant  d'équations  linéaires 
et  homogènes,  par  rapport  aux  coefficients  A,  B,  C,  D,  E,  F 
considérés  comme  inconnus,  exprimer  que  ces  équations 
admettent  en  A,  B, ...fF  une  solution  commune  :  ou 
égaler  à  zéro  le  déterminant 

a]     fl,  6,      b]     Ot     bi      I 

a\     a^bi  bi      i 


(C) 


«6  ^e 


b.     I 


o. 


Si,  d'autre  part,  on  veut  exprimer  l'existence  d'une  re- 
lation linéaire  et  homogène  entre  les  carrés  des  distances 
des  mêmes  droites  à  un  point  quelconque  [x^^j)  \  on  devra, 
développant  l'identité 

\  XiPJ^o,      ou      \  >,  (a,.rH-^,  7 -hi)'^o, 

et  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  chacun  des  termes  en 

-p%     ^fy     X^9    ^t    y  y    **    ^^     '> 
exprimer  que  les  six  équations  résultantes 


(3') 

(4') 

(5') 
(6') 


\  i,«;    =0, 

\   X,a,  é,  =0, 

Vx,  è|     =0, 

\  >,fl,      =0, 
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admettent  en  X|, . . . ,  ï,  une  solution  commune;  ou  égaler 
à  zéro  le  déterminant 


(C) 


a' 


K 

b, 
I 


a^  bi 

a. 
b, 

I 


a.  b^ 
I 


=  0. 


Or  les  déterminants  (C),  (C)  sont  identiques  et  Tune 
quelconque  des  équations  de  condition  (C)  ou  (C),  en- 
traine Tautre.  Donc,  etc. 

Le  cas  général  d'une  courbe  ou  d'une  surface  de  classç  m 
se  traiterait  de  la  même  manière. 

133.  Le  théorème  précédent  peut  encore  s'établir  en  de- 
hors de  la  notion  des  déterminants,  et  il  suffit  pour  cela  de 
remarquer,  quelles  que  soient  celles  des  relations 

(0,(2),...,  (6),    ou     (i'),(2'),...,(6'). 

que  Ton  regarde  comme  des  égalités  déjà  vérifiées,  que  ces 
égalités  entraînent  la  réduction  des  six  équations  restantes 
en  cinq  équations  distinctes  (n"'*  130  et  131,  p.  i34)* 

134.  Cinq  tangentes  Pj,. . .,  Pj  d'une  parabole,  neuf 
plans  tangents  P|, . . . ,  P,  d^un  paraboloïde  donnent  lieu 
aux  identités  spéciales 


y  X,  PJ  s  const  ,  y \,  PJ  s 


consi. 


Toute  parabole,  en  effet,  touche  la  droite  à  Vinfini-,  tout 
paraboloïde,  le  plan  à  Vinfini  représenté,  ainsi  que  cette 
droite,  par  l'équation 


C  =  const.  =  0. 
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§  II. — De  Videntité  réduile\  ii  P^^  o,  ou  de  la  pro^ 

priété  d^un  groupe  d'éléments  associés,  en  nombre  in- 
férieur au  nombre  normal. 


435.  Pour  que  des  points  y  au 
nombre  de  ft'4-i)  soient  associés 
suivant  le  module  m  [et  dans  ce 
cas  toute  courbe  plane  ou  toute 
surface  de  V  ordre  m  y  que  l'on 
aura  menée  par  tous  ces  points, 
moins  un,  passera  d^eUe-méme 
par  le  point  que  Von  avait  omis), 
il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une 
relation  linéaire  et  homogène 


Pour  que  des  droites  ou  des 
plans  y  au  nombre  ûfep'-h  i,  soient 
associés  suivant  le  module  /w,  c'est- 
à-dire  pour  que  toute  courbe  pla- 
ncy  ou  toute  surface  de  la  /w"** 
classe  qui  sera  menée  tangentiel- 
lement  à  toutes  ces  droites,  moins 
une  y  ou  à  tous  ces  plans  y  moins 
un  y  touche  d'elle-même  la  droite 
ou  le  plan  que  Von  avait  omis^  il 
faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  re- 
lation linéaire  et  homogène 


i: 


)..p 


m 


entre  les  puissances  m  des  distan- 
ces de  tous  les  points  considérés 
à  un  plan  quelconque. 


entre  les  puissances  m  des  distan- 
ces des  droites  ou  des  plans  con- 
sidérés  à  un  point  quelconque  du 
plan  de  la  courbe  ou  de  l'espace. 


1t36.  Prenons,  comme  premier  exemple,  un  système  de 
neuf  points  1 ,  2, . .  • ,  9  dont  les  distances  à, un  plan  quel- 
conque P,  ^vérifient  Videntité 


(0 


^\p;^o; 


el  faisons  voir  que  ces  neuf  points  sont  associés  suivant  le 
module  a  :  ou  que  toute  surface  du  second  ordre  que  Ton 
aura  menée  par  Viuit  d'entre  eux  passera  d^ elle-même  par 
le  dernier. 

Soit,  à  cet  effet,  S  Tune  de  ces  surfaces,  menée  par  les 
points  1,  2^.  • .,  7,  8,  et  sur  laquelle  nous  prendrons  au 
hasard  deux  nouveaux  points  x^j.  Si  X,  Y  désignent  leurs 
distances  au  plan  P,  les  distances  à  ce  plan  des  dix  points 
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1,  2, . . . ,  89  x  etj  donneroiil  lieu,  par  le  théorème  fonda- 
mental, à  Tidentité 

(I)  yV.  P;  +  «X'-f-^Y»=o; 

et  si,  entre  cette  identité  et  la  précédente  (2),  on  élimine 
le  terme  en  P',  on  aura  encore  identiquement 


(I')  '       X"'^'"^""' 


X«-h6'Y»=o. 


De  là,  par  la  réciproque  du  même  théorème,  la  conclusion 
que  les  dix  points 

(S')  2,3,... ,8,  9,0?  et  y 

appartiennent  à  une  même  surface  du  second  ordre  S'. 
Mais  déjà  les  dix  points 

(S)  l,2,...,7,8,x  et  X 

appartiennent  à  la  surface  S.  Les  deux  surfaces  S,  S'  ont 
neuf  points  communs 

2,  3,..  .,7,8,0:  et  X 

indépendants  les  uns  des  autres^  elles  coïncident,  et  la  sur- 
face S  que  Ton  avait  menée  par  les  huit  premiers  points 
1, .  • . ,  8  passe  d^ elle-même  par  le  dernier  9. 

Obseivation,  —  L'ideulité  des  deux  surfaces  S,  S'  se 
peut  conclure  légitimement  de  Texistence  de  neuf  points 

communs  à  ces  surfaces,  pourvu  que  ces  neuf  points  n'ap- 
partiennent pas  à  une  même  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre.  Or  cette  condition  négative  résulte  ici  de  la  défini- 
tion même  des  points  x^j^  lesquels  ont  été  pris  au  hasard 
sur  une  surface  menée  par 

Les  deux  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  déterminées 
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par  les  deux  groupes 

2,  3,. . .,  7,  8,  JTy    ou    2,  3,. .  .,7,  8,  ^, 

bien  que  tracées  sur  la  même  surface,  seront  dès  lors  dis- 
tinctes en  général;  et  Ton  peut,  d\iilleurs,  les  supposer 
telles  explicitement. 

137.  Inversement,  neuf  points  étant  tels  que  toute  sur- 
face du  second  ordre  S  que  Von  aura  menée  par  hui  t d'entre 
eux  passe  d^ elle-même  par  le  dernier  :  les  distances  de 
ces  points  à  un  plan  quelconque  P  ttérifieront  V identité 

Menons,  en  effet,  par  les  points  1,  2,. . .,  7,  8,  et  dès 
lors  aussi  par  les  neuf  points  donnés  1 ,  2^ . . . ,  7,  8, 9,  onze 
surfaces  distinctes  du  second  ordre,  sur  chacune  desquelles 
nous  prendrons  un  dixième  point  quelconque  Xt,  ou  jt^,..., 
ou  Xix,  Les  distances  de  ces  nouveaux  points  au  plan  P 
étant  désignés  par  Xi,  Xi,. . .,  Xn  :  ou  bien  la  fonction 

\   ^1  Pj  sera  nulle  identiquement;  ou  nous  aurons,  par 

le  théorème  fondamental,  les  onze  identités  suivantes 


X 


p2  --«v  a 


D'ailleurs,  les  distances  de  onze  points  quelconques  de 
l'espace  à  un  plan  quelconque  donnent  lieu  à  la  relation 
identique 

rtiXî  -l-a, Xj  -+-. .  .-f-«nX,^,  ^o; 

et  si,  entre  cette  identité  et  les  précédentes,  on  élimine  les 
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onze  carrés  X^, . . . ,  X,\,  on  a  Sdentiqucment 


s 


Donc,  etc. 

Nous  verrons  que  ridenti té  spéciale  (z),  relalîve  à  neuf 
points  de  Tespace  associés  suivant  le  module  2,  contient  la 
théorie  des  courbes  gauches  du  quatrième  ordre ,  la  con« 
struction  géométrique  de  ces  courb(*s  par  points,  de  leurs 
tangentes,  de  leurs  plans  osculateurs,  de  leurs  traces  sur 
un  plan  quelconque,  etc. 

Scolie.  —  Les  théorèmes  corrélatifs  pour  un  groupe  de 
neuf  plans  associés  s'établiraient  de  la  même  manière. 

1 38.  Si  les  distances  de  huit  points  de  /  *  espace  à  un  plan 
quelconque  P  ojérifient  l^ identité 

{/)  ^\.PÎ  =  o, 

ces  huit  pofTits  sont  encore  associés  suivant  le  module  a  •, 
et  toute  surface  du  second  ordre  que  Von  aura  menée 
par  sept  d'entre  eux  passera  d^ elle-même  par  le  dernier. 
Soit,  effectivement,  S  l'une  de  ces  surfaces,  menée  par 
les  points  1 , . . . ,  7,  et  sur  laquelle  nous  prendrons  au  ha- 
sard trois  nouveaux  points  x,  y^  z.  Les  distances  des  dix 
points 

(S)  l,2,...,6,7;;r,/,z 

à  un  plan  quelconque  P,  vérifiant  l'identité 


(I)       X'*'^'^'' 


X^-h&Y'-f-cZ2  =  o; 


si,  entre  cette  dernière  et  la  précédente  (i),  nous  éliminons 
le  terme  en  PJ,  nous  aurons  encore  identiquement 


'^       X/' 


P!H-û'X»-h^'Y2-+-c'Z^=o. 
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Les  dix  points 

(S')  ^9  ^9  •  •  •  9  '>  8;  X,  j^,  z 

appartiennent  donc  à  une  même  surface  du  second  ordre  S'. 
Les  deux  surfaces  S,  S' ont  d^aîlleurs  neuf  points  communs 

indépendants  les  uns  des  autres;  elles  coïncident,  et  la  sur- 
face S  que  Ton  avait  menée  par  les  sept  premiers  1,  2,...,  7 
passe  d'elle-même  par  le  dernier  8. 

Obseri^ation.  —  L'identité  des  deux  surfaces  S>  S'  sup- 
pose que  les  neuf  points 

2|  3, . . .,,  6  7;  ^,/j2» 

qui  leur  sont  communs,  n^appar tiennent  pas  à  une  même 
courbe  gauche  du  quatrième  ordre;  et  cette  supposition  est 
effectivement  comprise  dans  la  définition  des  points  a:,y,z, 
lesquels  ont  été  pris  au  hasard  sur  une  surface  menée  par 
1,  2, . . . ,  6)  7.  Le  point  z,  en  général,  sera  donc  extérieur 
à  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  déterminée  par 

et  Ton  peut,  d'ailleurs,  le  supposer  tel  explicitement. 

139.  Inversement,  si  huit  points  Je  V espace  sont  asso- 
ciés suivant  le  module  2,  ou  tels  que  toute  surface  du  se- 
cond  ordre  que  ton  aura  menée  par  sept  d^ entre  eux 
passe  d^ elle-même  par  le  dernier  :  leurs  distances  à  un 
plan  quelconque  P  vérifieront  V identité 

[i]  ^\pî  =  o. 

Menons,  en. effet,  par  les  points  1,  2, . . .,  7  et  dès  lors 
par  les  huit  points  donnés  1,  2, . . .,  8,  onze  courbes  gau- 
ches distinctes  du  quatrième  ordre,  intersections  d'autant 
de  couples  de  surfaces  du  second,  passant  les  unes  et  les 
autres  par  tous  les  points  donnés*,  et  prenons  sur  chacune 
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de  ces  courbes  uu  neuvième  point  Xi^  ou  jTs,.  . .,  ovlXh. 
Chacun  de  ceux-ci  formant  avec  les  premiers  l,  2, • .  .,8 
un  groupe  de  neuf  points  associés  :  ou  bien  la  fonction 

\  Aj  PJ  sera  nulle  identiquement,  ou  l'on  aura  les  onze 

identités 


s 

X 


8 

a,  PJ  ^XJ, 


s: 


f*.p;  =  x.'.. 


D'ailleurs  les  dislances  de  onze  points  à  un  plan  quelconque 
satisfaisant  à  la  relation  identique 

«iX;  -i-fljXj  -f-..  .-4-  «iiX,^,  ^o, 

Télimination  des  onze  carrés  X%. . . ,  X,\,  entre  cette  der- 
nière et  les  précédentes,  entraîne  l'identité 

(/)  ^\PÎ  =  0. 

Scolie,  —  Les  théorèmes  corrélatifs  pour  un  groupe  de 
huit  plans  associés  s'établiraient  de  la  même  manière. 

§  III.  —  Premières  applications  des  principes  précédents, 

140.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  au  qua- 
drilatère Pi, . . . ,  P4,  n'est  autre  que  la  droite  Q  =  o  défi' 
nie  par  l'identité 

(i)  ^|>,PÎ=Q. 

On  a,  en  effet,  quel  que  soii  le  nombre  indéterminé  h, 
(O  Q= p 
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L*ideutité  qui  sert  de  défi  ni  lion  à  la  droite  Q  =  o  peut  donc 


s'écrire 


o , 


et  Ton  en  conclut  que  les  côtés  du  quadrilatère  proposé  et 
les  deux  droites  Q  dz  A  =  o  sont  tangentes  a  une  même  co- 
nique, dont  le  centre  équidistant  des  deux  tan  génies  pa- 
rallèles Q  ±  /i=  o,  appartient  à  la  droite  Q,  équidistante 
de  Tune  et  de  l'autre.  Or  tel  est  le  cas  de  Tune  quelconque 
des  coniques  inscrites  au  quadrilatère  proposé;  car  si  Ton 
mène  à  Tune  quelconque  de  ces  courbes  une  tangente  pa- 
rallèle à  la  droite  Q,  et  représentée  par  une  équation  de  la 
forme  Q4-/*  =  o-,  Tidentité  (i),  qui  est  donnée,  montre 
que  la  droite  Q  —  h  =  o  en  est  une  sixième  tangente. 
Donc,  etc. 

.  On  peut  remarquer  Tanalogie  de  la  démonstration  ac- 
tuelle et  de  celle  du  n°  88,  fondées  l'une  et  Tautre  sur  la 
situation  du  centre  d'une  courbe,  ou  d'une  surface  du  se- 
cond ordre,  à  égale  distance  de  deux  tangentes,  ou  de  deux 
plans  tangents  parallèles. 

Corollaire  I.  —  Soient 

XY  =  o,  X'Y'=o; 

X^-f- Y»=o,     X"-f-Y'»=o; 
et 

les  côtés  de  deux  angles  droits  circonscrits  à  une  conique 

—  4-  t;  =  t  ;  les  cercles  de  rayon  nul  ayant  leurs  centres 

respectifs  aux  sommets  de  ces  angles  5  et  enfin  Vaxe  radical 
de  ces  cercles,  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite 
qui  réunit  ces  mêmes  sommets.  D'après  le  théorème  précé- 
dent, cet  axe  radical,  ou  la  droite  Q  =  o,  est  le  lieu  des 
centres  des  coniques  inscrites  au  quadrilatère  XY  X'Y'.  Le 
centre  de  la  conique  considérée,  qui  est  un  point  de  cette 
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droite,  est  donc  équidistant  des  deux  points  XY,  X'Y', 
ou  équidistant  des  sommets  de  deux  angles  droits  quelcon- 
ques  circonscrits  à  la  courbe^  et  le  lieu  géomélrique  de  tous 
ces  sommets  est  le  cercle  conceni tique  x'-|-j^*  =  a'-|-  i*. 

Corollaire  II.  —  Si  une  droite  se  trouve  représentée 
par  une  équation  de  la  forme 

oz=Q=^\p;, 

cette  droite  est  Vufi  des  diamètres  de  la  conique  inscrite 
au  pentagone  P^  Pj .  .  .P5=  o  (n^  86,  p.  73). 

Corollaire  III.  —  Le  lieu  des  centres  des  coniques  in^ 
scrites  au  triangle  P,  P,  Pj,  et  dont  les  carrés  des  demi* 
axes  principaux  consentent  une  somme  constante,  est  le 
cercle  représenté  par  l'équation 


I. 


>,  PJ  =a^-h  b\ 


Imaginons,  en  effet,  une  conique  déterminée,  mais  d'ailleurs 
quelconque,  satisfaisant  à  ces  conditions-,  et  soient 

o  =X=:xcosa  -h/siûa  — p,     or=:Y=:  —  »rsina  4-j^cosa  —  q 

les  côtés  d'un  angle  droit  auxiliaire,  circonscrit  à  celte  co- 
nique, dont  cinq  tangentes 

P,  Pj  P3  =  0     et     XY  =  o 
se   trouvent  de  la   sorte  en  évidence.  Si  Q  =  o  désigne 
l'axe  radical  du  cercle  \    ^j  PJ  t=  o,  conjugué  au  triangle 

PjPjPs,  et  du  cercle  de  rayon  nui  X' -h  Y*  =  o  ayant 
pour  centre  le  sommet  de  cet  angle  droit*,  les  deux  fonc- 
tions cycliques\  ^1  PJ  et  X*-hY*,  retranchées  Tune  de 
l'autre,  fournissent  l'ideniité 

(0  Vx,p;-x^_Y^  =  Q. 

10 
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La  droite  Q  =  o  est  donc,  en  vertu  du  corollaire  précé- 
dent, Fun  des  diamètres  de  la  conique  considérée;  et  les 
coordonnées  du  centre  de  cette  courbe,  vérifiant  l'équalîon 
Q  :=  o  de  ce  diamètre,  vérifieront  de  même  l'équation  équi- 
valente 


1 


*X,PÎ— X»--Y»  =  o. 

1 


Mais  ces  coordonnées^  substituées  dans  la  fonction  par- 
tielle X'  4-  Y'  lui  font  acquérir  une  valeur  égale  à  la  con- 
stante donnée  a*-|-i*;  ainsi  que  cela  résulte  de  Tortho- 
gonalité  des  deux  tangentes  X,  Y,  et  du  théorème  relatif  au 
lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à  une 
conique.  Le  centre  de  chacune  des  coniques  considérées 
appartient  donc  au  cercle  représenté  par  l'équation 


I 


X,  p;  —  û»  — ^'=0, 


où\    Xi  PJ  désigne  la  fonction  (x  —  «)*-!-  {y  —  (3)*  —  p* 

du  cercle  conjugué  au  triangle  P,  P,  Pj.  Et  c'est  aussi  ce 
que  nous  avions  trouvé  déjà  par  d'autres  considérations. 

141.  Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  aux  sept  plans  P,  P, . . .  P^  =  o  coïncide  ai^ec 
le  plan  Q  =  o  défini  par  V identité 

(.)  ^'>.p;=Q. 

On  a  en  effet,  identiquement,  et  quel  que  soit  le  nombre 
indéterminé  /i, 

L'identité  qui  sert  de  définition  au  plan  Q  peut  donc  s'é- 
crire 


c)     S>''-'-^- 


4* 


O. 
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On  en  conclut  que  les  deux  plans  Q  zfc  ^  =  o  et  les  sept 
proposés  forment  un  groupe  de  neuf  plans  associés  (n°137, 
p.  140)5  de  telle  manière  que  toute  surface  du  second  ordre 
que  Ton  aura  menée  tangentiellement  à  huit  de  ces  plans, 
Pi . . .  P7  et  Q  -f-  A  =  o,  touche  d'elle-même  le  dernier, 
Q  —  A  =:  o  :  le  centre  de  cette  surface,  situé  à  égale  dis- 
tance des  deux  plans  langeuts  parallèles  Q  dz  h  z=  o,  appar- 
tenant, dès  lors,  au  plan  Q,  équidistantde  Tun  et  dePautre. 
Or  tel  est  le  cas  de  l'une  quelconque  des  surfaces  menées 
tangentiellement  aux  sept  plans  proposés.  Car  si  Ton  mène 
à  l'une  d'elles  un  plan  tangent,  parallèle  au  plan  Q,  et  re- 
présenté par  une  équation  de  la  forme  Q  -h  A  =  o,  l'iden- 
tité (1"),  qui  est  donnée,  montre  que  celte  surface  est  encore 
tangente  au  plan  Q  —  A  =  o.  Donc,  etc. 

Corollaire  I.  —  Tout  plan  représenté  par  une  équation 
de  la  forme 


o=^\.p; 


Q 


est  l'un  des  plans  diamétraux  de  la  surface  du  second  ordre 
définie  par  les  neuf  plans  tangents  Pj  P, .  .  .P9  =  o  (n°  103, 
p.  89). 

CoBOLLAiRE  IL  —  Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du 
second  ordre  insentes  à  r hexaèdre  Pj  .  . .  Pg,  et  dont  la 
somme  des  carrés  des  demi- axes  principaux  conserve  une 
valeur  constante ^  est  la  sphère  représentée  par  P équation 


s 


>,  PJ  =a'  -i-  b^-h  c\ 
I 


Imaginons^  en  effet,  une  surface  déterminée,  mais  d'ail- 
leurs quelconque^  satisfaisant  à  ces  conditions^  et  soient 

o  =  X=:  orcosa -hjr  cosp  -h  s  ces  7  — /?, 
o  =  Y  =:a:cosa'-f-7COsp'  -f-zccsy'  —  p\ 
o  =  Z  =  arcosa''-|-  ^  CCS  p"  -f-  z  COS7''  —  p^ 

les  plans  des  faceff  d'un  irîèdre  irîrectangle  auxiliaire,  cir- 


10. 
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conscrit  à  celte  surface,  dont  neuf  plans  tangents 

P,  P, . . .  P,  =  G     et    XYZ  =  o 

se  trouvent  de  la  sorte  en  évidence.  Nous  avons  vu  déjà,  et 
il  est  évident,  à  priori^  que  Ton  peut  disposer  des  cinq  rap- 
ports arbitraires  ^i  :  X,  : ...  :  ^^  de  telle  sorie,  que  Téqua- 

tion  \  ij  PJ  =  o  représente  uue  sphère,  la  sphère  conju- 
guée de  rhexaèdre  Pi . .  .Pe.  Si  donc  Q  =  o  désigne  le 
plan  radical  de  cette  sphère,  \   i,  PJ  =  o,  et  de  la  sphère 

de  rayon  nul,  X* -h  Y* -+-Z*  =  o,  ayant  pour  centre  le 
sommet  du  trièdre  trirectangle  déjà  défini^  les  deux  fonc- 
tions sphériques  \  Xj  Pj  et  X*  -H  Y'  -+-  Z*,  retranchées 
Tune  de  l'autre,  donneront  naissance  à  Tidentité 

y  X.PJ  — X'  — Y^  — Z»  =  Q. 

Le  plan  Q  t=  o  est  donc,  par  le  corollaire  précédent,  l'un 
des  plans  diamétraux  de  la  surface  considérée.  Et  les  coor- 
données du  centre  de  cette  surface,  vériGant  Téquation 
Q  =  o  de  ce  plan,  vérifieront  de  même  Téquation  équir 
valente 


I 


X,  PJ— X»— Y»  — Z»  =  o. 


Mais  ces  coordonnées,  substituées  dans  la  fonction  par- 
tielle X*  -h  Y*  -+-Z*f  la  rendent  égale  à  la  somme  doni^e 
a' -H  i* -H  c*  des  carrés  des  demi-axes  principaux  de  la 
surface  :  ainsi  que  cela  résulte  deTorthogonalilé  des  plans 
X,  Y,  Z,  et  du  théorème  de  Monge  sur  le  lieu  décrit  par  le 
sommet  d'un  trièdre  trirectangle  circonscrit  à  rellipsoïde. 
Les  coordonnées  du  centre  de  chacune  des  surfaces  consi- 
dérées vérifient  donc  Téquation 


I 


I 
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OÙ  \   li  PJ  désigne  la  fonclîon 

relative  à  la  sphère  conjuguée  de  Thexaedre  P,  .  . .  Pj.  Et 
c'est  le  résultat  que  l'on  avait  obtenu  par  d'autres  considé- 
rations (n**  HO,  p.  io3). 

142.  Le  lien  des  pôles  d'une  droite  Q  par  rapport  à 
toutes  les  coniques  inscrites  au  quadrilatère  Pj  . .  .  P4,  est 
la  droite  Q'  =  o  définie  par  V identité 

(i)  ^\.PÎ  =  QQ'. 

Soit,  en  effet,  Q  H- cQ'  =  o  (yfg^.  23)  une  cinquième 
tangente  menée,  à  Tune  quelconque  de  c<  s  coniques,  par  le 

Fig.  23. 


/ 
/ 


Q-CQ' 


point  de  concours  des  droites  Q,  Q'.  L'identité  précédente 
pouvant  s'écrire 


s 


>,p;_W-^/0''V'?-">'''=o 


la  droite  Q  —  cQ' =  o  sera  d'elle-même  langente  à  celte 
conique.  Et  il  résulte,  du  faisceau  harmoni([ue  formé  par 
les  quatre  droites 

QQ'=:o,      Q±rQ'  =  o, 

ou  de  la  division  harmonique 

déterminée  par  leurs  traces  sur  la  polaire  du  point  QQ', 
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que  le  pôle  de  chacune  des  droites  Q  ou  Q',  par  rapport  à 
la  conique  considérée,  est  situé  sur  l'autre.  Chacune  de  ces 
droites  représente  donc  le  Heu  géométrique  des  pôles  de 
l'autre  «par  rapport  à  toutes  les  coniques  de  la  série. 

Le  quadrilatère  Pj . . .  P4  et  la  droite  Q  étant  donnés,  la 
droite  Q'  s'en  déduit  aisément.  Il  résulte,  en  effet,  de  la 
relation  (i),  que  les  droites  Q,  Q'  sont  conjuguées  par  rap- 
port au  quadrilatère  proposé,  dont  elles  divisent  harmoni- 
quement  les  trois  diagonales.  On  pourra  donc  déduire  géo- 
métriquement, des  traces  de  l'une  de  ces  droites  sur  ces 
diagonales,  les  traces  de  l'autre. 

143.  L'identité  tan gen délie 

X,P;=QQ' 


I 


définirait  de  même  le  point  eni^eloppe  Q'  des  polaires  du 
point  Q  par  rapport  au  faisceau  de  coniques  qui  aurait 
pour  base  le  quadrangle  Pj  . . .  P4  =  o. 

144.  Le  lieu  des  pôles  d^un  plan  Q  par  rapport  à  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  inscrites  à  un  même  système 
de  sept  plans  P,  ; . .  P7  =  o,  /i  ^est  autre  que  le  plan  Q'  =  o 
défini  par  Videntité 

(I)  ^\.p;^QQ'. 

Soit,  en  effet,  Q  -4-  cQ'  =  o,  un  huitième  plan  tangent 
mené,  à  l'une  quelconque  des  surfaces  de  la  série,  par  la 
droite  o  =  Q  =  Q'.  L'identité  précédente  pouvant  s'é- 
crire 


(■■)   i>.^-^^^- 


4c        •        4c       ~   ' 

le  plan  Q  —  cQ^  =  o  sera  de  lui-même  tangent  à  celte  sur- 
face dont  neuf  plans  tangents 

P,  ...P,  =  0     et     Q=hcQ'==o 
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se  trouvent  de  la  sorte  en  évidence.  Or  il  résulte  du  faisceau 
harmonique  formé  par  les  quatre  plans 

ou  de  la  division  harmonique 

déterminée  par  leurs  traces  sur  la  polaire  de  la  droite  QQ' 
que  le  pôle  de  chacun  des  plans  Q,  Q',  par  rapport  à  la 
surface  considérée,  est  situé  sur  l'autre.  Chacun  de  ces 
plans  représente  donc  le  lieu  géométrique  des  pèles  de 
l'autre  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  de  la  série,  et  ces 
plans  sont  conjugués  par  rapport  à  Tune  quelconque  de  ces 
surfaces.   . 

L'heptaèdre  Pi...  P7  et  le  plan  Q  étant  donnés,  nous  ver- 
rons plus  loin  que  la  construction  du  plan  conjugué  Q' 
peut  se  déduire  de  la  définition  analytique  de  ce  plan,  ou 
de  l'identité  (1). 

145.  L'identité  tangenlielle 


^'>.P;  =  QQ' 


définirait  de  même  le  point  enveloppe  Q' des  plans  po- 
laires du  point  Q  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  se- 
cond degré  que  Ton  peut  circoncrire  à  l'heptagone  gauche 

X  1  "2  .  ,  •  "7  ^^  o. 


I 
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CHAPITRE  V. 

DERNIÈRE  GÉNÉRALISATION  DES  PRINCIPES  PRÉCÉDENTS. 

SoMMAihE.  —  Généralisation  de  quelques  propositions  antérieures.  —  Pro- 
priété de  six  couples  de  droites  ou  de  points  conjugués  par  rapport  à 
une  conique,  de  dix  couples  de  points  ou  de  plans  conjugues  par  rapport 
à  une  suriace  du  second  ordre.  —  Applications. 


§  I.  —  Du  lieu  des  centres  des  coniques  conjuguées  à 
quatre  couples  de  droites^  ou  de  la  droite  définie  par 
Véquation 

^  X,  F,  P',  =  o. 


I 


146.  Les  propriétés  générales  de  six  éléments  d'une  co- 
nique, de  dix  éléments  d'une  surface  du  second  ordre, 
dont  nous  avons  donné  précédemment  l'expression  ana- 
lytique, sont  susceptibles  d'une  dernière  généralisation, 
et  qui  nous  les  va  montrer  avec  toute  l'étendue  qu'elles 
comportent    et  qu'exigent   d'ailleurs    leurs  applications. 
Nous  verrons,  en  effet,  que  les  problèmes  fondamentaux, 
relatifs  à  la  détermination  d'une  surface  du  second  ordre 
définie  par  neuf  éléments  de  même  nature,  sont  immé- 
diatement résolubles  dans  le  plan  où  ils  se  ramènent,  en 
dernière  analyse,  à  la  détermination  d'une  co/2zV/u<?  que  l'on 
pourrait  appeler  résols^anle^  et  qui  se  trouve  définie  par  un 
nombre  convenable  de  données.  Mais  ces  données  ne  sont 
plus,  comme  à  l'ordinaire,  des  droîies  ou  des  points  par  les- 
quels devrait  passer  la  conique  résolvante  ou  qu'elle  devrait 
toucher,  mais  des  couples  de  droites  ou  de  points  conjugués 
par  rapport  à  cette  courbe.  De  là,  la  convenance  de  réunir 
d'abord  les  notions  nécessaires  pour  la  construction  d'une 
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conique  dëGnie,  non  plus  par  cinq  points  ou  cinq  tangentes, 
mais  par  cinq  couples  de  droites  ou  de  points  conjugués. 
Et  comme  la  construction  d'une  conique,  d'après  cinq  de 
ses  points  ou  de  ses  tangentes,  résulte  de  la  propriété  de  six 
points  ou  de  six  tangentes  d'une  telle  courbe,  il  convient 
d'abord  de  rechercher  quelque  propriété  analogue  de  six 
couples  de  droites  ou  de  points  conjugués  par  rapport  à  une 
conique.  Et  c'est  à  quoi  Ton  est  conduit  par  les-  problèmes 
que  nous  allons  résoudre.  Nous  rencontrerons  d*ailleurs, 
chemin  faisant,  diverses  propositions  de  quelque  intérêt  en 
elles-mêmes,  et  qui  nous  permettront  un  peu  plus  loin  de 
construire,  par  la  règle  et  le  compas,  le  cercle  osculateur 
d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  le  cercle,  oscula- 
teur et  la  sphère  osculalrice  d'une  cubique  gauche. 

147.  Du  lieu  des  centres  des  coniques  conjuguées  à  trois 
couples  de  droites,  et  dont  les  carrés  des  demi-axes  prin- 
cipaux consentent  une  somme  constante, 

i).  Lcmme.  Le  produit  des  distances  du  centre  d'une 
conique  à  deux  droites  conjuguées  quelconques  est  égal  à 
la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  le  carré  de 
chacun  des  demi-axes  principaux  de  la  courbe  par  le  pro- 
duit des  cosinus  des  inclinaisons  sur  cet  axe  des  normales 
à  ces  droites  : 

(1)  PP'==«^cos(N,«)cos(]S',  «)  -4-^='cos(N,^)cos(N',  b). 

Rapportant,  en  effet,  ces  droites  aux  axes  de  la  conique 
conjuguée 

par  les  équations 

xcosA-j- JsinA  — a  =  o,     d:cosA'-f-^sinA' — cj'rzro; 

et  exprimant  que  le  pôle  de  Tune  d'elles,  par  rapport  à  la 
courbe,  appartient  à  l'autre,  on  obtient  la  condition 

(1')  tTCT'=rt*cosAcosA'-t-  ^'sinAsinA'. 
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Or,les  relations  (I),  (1')  sont  équivalentes,  el  la  première  (I) 
est  applicable  à  un  système  quelconque  d^axes  coordonnés. 
2).  Soient  donc,  par  rapport  à  des  axes  rectangulaires 
quelconques,  ox,  oj^ 

les  trois  couples  de  droites  données;  chacune  des  fonctions 
P„,  P'„  étant  de  la  forme 

OÙ  a„  et  &„,  a„  et  &'„  désignent  les  cosinus. des  inclinaisons 
respectives  sur  ox  et  oy  des  normales  N,  N'  aux  droites 
considérées,  ou  les  cosinus  directeurs  de  ces  normales. 

Si  a  et  j3,  a'  et  |3'  désignent  de  même  les  cosinus  direc- 
teurs de  chacun  des  axes  principaux  2a,  nb  d^une  ellipse 
conjuguée  aux  deux  droites  de  chaque  couple,  on  aura, 
pour  le  produit  des  distances  du  centre  (jo^jr)  de  cette  el- 
lipse à  ces  droites,  cette  double  expression 

P„P'„  =  rt2co8(N,  a)  cos(N',  a)  -4-  ^>cos(N,  b)  cos(N',  b)  ; 

ou,  en  développant  les  cosinus, 

(n)  V,V'n=:a^(a,a-hbnp)(a„a-^b',p) 

Appliquant  celte  relation  aux  trois  couples  droites  PiP', , 
P,F„P,F3,  il  vient 

(i)  P.P',  =  ..., 

(2  j  "2  Pj  ■— -  •  •  •  » 

(  3  )  P3  P3  r=:  .  .  ,  , 

et  l'on  aura  le  lieu  des  centres  (a:,j^)  de  toutes  les  ellipses 
analogues  en  éliminant  les  trois  paramètres  indépendants 
auxquels  se  réduisant  les  six  variables  a,  6;  a,  |3;a',  |3', 
entre  ces  trois  équations  et  la  suivante  : 

(^J  a^ -^  b^  z=z  k^  =  const. 

Or  si,  désignant  par  ii,  /j?  ^z  trois  coefficients  définis  par 
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les  conditions 

|>.i  a,  û ,  -f-  X,  Oi  a\  4-  \i  a^  a 3  =  i , 
\x  ài  b\  -4-  Xj  bi  b\  -4-  X3  Ô3  è'3  =  I , 
).,  («,  ^', 4-  b, a^ )  -f  >j  [a^b'^-^bid^)  -\- \^[a^ b'^-hb^a^ )  =  o, 

on  ajoute,  membre  à  membre,  les  équations  (1),  (2),  (3) 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  nombres 
^1»  ^i>^8  •  le  second  membre  de  Téquation  résultante  de- 
vient, en  vertu  des  relations  que  Ton  vient  d'écrire, 

(a^a'-ha'p^)  4-  (b'(x'^ -h  b^p) 

=  a^  (a^  4-  P')  4-  b^  (a'»  4-  p"  )  =  «^  4-  ô^; 

tontes  les  variables  se  trouvent  éliminées,  et  Ton  obtient 
cette  équation  du  lieu 

'(I)  X.P.P^,  4->,P,P',  -h\,V,V^,=:a^'hbK 

D'ailleurs,  les  termes  du  second  degré  de  cette  équation  se 
réduisent  à  x*  4- JK*  ^^  vertu  des  relations  (X)  5  le  lieu  con- 
sidéré est  donc  un  cercle,  et  Ton  a  ce  théorème  : 

Théorème  I.  —  Le  lieu  ries  centres  fies  coniques  conju- 
guées aux  trois  couples  de  droites  Pi  F^,  PjFaiPsFj,  et 
dont  les  carrés  des  demi-axes  principaux  consentent  une 
somme  constante,  est  le  cercle  représenté  par  inéquation 

(I)  y '^.  p,  p'. = «»  4- ^\ 

148.  CoROLLAmE  I.  —  Si  Ton  appelle  cercle  associé  des 
trois  couples  de  droites  P|  F, ,  Pj  F2,  Pj  F3,  le  cercle  déter- 
miné, représenté  par  Téquation 

(n)  V'x.P.P',  r=o; 

on  pourra  dire  que  la  somme  des  carrés  des  demi- axes 
principaux  d^une  conique  conjuguée  à  trois  couples  de 
droites  est  égale  à  la  puissance  du  centre  de  la  courbe 
par  rapport  au  cercle  associé  de  ces  droites;  ou  encore  que 
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le  cercle  diagonal  d^une  conique  conjuguée  à  trois  couples 
de  droites  et  le  cercle  associé  de  ces  droites  se  coupent 
orthogonalemen  t . 

149.  Corollaire  II.  —  Si  les  droites  conjuguées  Pi  et  F, , 
Pj  et  F,,  P,  et  F,  se  confondent  deux  à  deux,  le  lieu 
précédent  se  transforme  dans  le  lieu  des  centres  des  co- 
niques inscrites  au  triangle  PiP^P,  et  soumises  à  la  con- 
dition a*  -i-  A*  =  const.  On  retrouve  ainsi  le  cercle 

(V)  V>.  P;  =  «*-+-  ^«  (n«  90,  p.  77). 

150.  Corollaire  III.  —  Les  trois  couples  Pj  et  F,,  Pj  et 
F,,  Pt  et  F,  contiennent  seulement  trois  droites  distinctes 
Pn Pi,  P»i si  l'on  a  identiquement  F,^P,, F,^P„ F, ^P,. 
Le  cercle  représenté  par  Téquation  coriespondante 

(r)  >,P. P,  -t- 1, P,P,  -h \, P3  P.  =  a'  -h  b' 

est  donc  le  lieu  géométrique  des  centr<;s  des  coniques  sou- 
mises à  la  condition  a*  -H  &*  =  const.  et  conjuguées  au 
inangle  P,  P,  P,  ou  aux  trois  couples  de  droites  Pi  P», 
PiPj,  P,  Pi.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  123  et  le 
cercle  (F)  sont  concentriques. 

151.  Scolie,  —  11  nous  reste  à  construire  le  cercle  (I), 
ou  le  cercle  concentrique 

(H)  ^'x.P.P'.  =0, 

lieu  spécial  des  centres  des  hyperboles  équilatères  conju^ 
guées  aux  trois  couples  P,  F, , . . . ,  Pj  F, . 

Soient,  à  cet  effet  {pi^  p\h  Pi^  Pi''^  P^t  p\)  '^^  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  du  plan  de  la  figure,  et 

(2)  ^.(/'.P'.-hy.  P.) -h^C^.P',  4-/,P.)  4-X,(/i3P', -H/,P,)  =0 

la  polaire  de  ce  point  par  rapport  au  cercle  inconnu  (II). 
Si  Ton  pose 

(l)  0:=pi=p\y 


d'uhe  droite  qui  dépend  de  huit  autres.       iS^ 
le  point  dont  il  s'agit  n'est  autre  que  le  sommet  de  Tangle 

Pj  P',  formé  par  les  droites  de  la  première  couple;  et  sa 
polaire,  représentée  par  Téqualion 

passe  par  l'intersection  des  polaires  p,  P'^ -+- p',  P,  =  o, 
piV^  •+-  p\  Ps  =  o  de  ce  même  point  (i)  par  rapport  aux 

angles  PsP'a»  PsP',  des  deux  couples  restantes. 
Les  points  (T intersection 

IirzP.P',.,       2  =  P,P',,       SrrzPaP', 

lits  deux  droites  de  chaque  couple,  et  les  points  de  con* 

cours 

1',     2',.    3' 

dts  polaires  des  précédents  i ,  a,  3  par  rapport  aux  angles 
formés  des  deux  droites  de  chacune  des-  couples  restantes, 
déterminent  donc  trois  systèmes 

de  points  conjugues  par  rapport  au  cercle  (II).  Et  celui-ci 
n'est  autre  que  le  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  dé- 
crits sur  les  sesments 

il',     22',     33' 

comme  diamètres, 

152.  Théorème  II.  —  Le  lien  des  centres  des  coniques 
conjuguées  aux  quatre  couples  Pj  P, ,.  . .  ,P4  F^  nést  autre 
que  la  droite  déterminée  représentée  par  Véquatiou 

(i)  ^^.P.P'.-o 

ou  Vaxe  radical  commun  à  tous  les  cercles  contenus,  en 
nombre  infini^  dans  cette  mente  équation^  et  parmi  les- 
quels se  trouvent^  au  nombre  de  quatre,  les  cercles  asso- 
ciés de  trois  quelconques  des  quatre  couples  données. 
La  somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux  de  Tune 
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quelconque  des  coniques  actuelles  estefleclivement  mesurée 
(n^l48,  p.  i55)  parla  puissance  du  centre  de  cette  conique 
par  rapport  à  Tun  quelconque  de  ces  derniers  cercles 

(2)  ^^.P.P'.  =  0, 

(3)  ^V^P^P'^z^o. 

Le  centre  de  Tune  quelconque  de  ces  coniques  appartient 
donc  à  Taxe  radical  de  ces  cercles  ou  à  la  droite  représentée 
parTéquation  (i).  Et  puisque  Ton  sait  construire  (n^  151, 
p.  iS^)  chacun  des  cercles  (2),  (3),  on  saura  de  même 
construire  leur  axe  radical,  ou  la  droite  associée  des  quatre 
couples  données  représentée  par  Téquatiou  (1). 

153.  La  droite  associée  de  quatre  couples  de  droites, 
A  =  o,  représente  encore  la  corde  commune,  située  à  dis- 
tance finie,  de  deux  coniques  homolhétiques  respet*tivement 
circonscrites  à  deux  quadrilatères  dont  les  couples  de  côtés 
opposés,  reproduiraient,  dans  un  ordre  quelconque,  les 
quatre  couples  données.  La  définition  de  cette  droite  en- 
traine effectivement  l'identité 

(!')  (X,P.P^.+).,P.P',)-4-(>,P3P'3  +  >4P4P'4)  =  A, 

et  sa  construction,  la  construction  de  ce  problème  : 

Circonscrire  à  deux  quadrangles  donnés  un  système  de 
deux  coniques  liomo  thé  tiques. 

154.,  Les  deux  cercles  de  rayon  nul,  ou  les  points  limites 
des  cercles  de.  la  série  (1),  représentés  par  T équation  par- 
ticulière 

(l'^J  0=^^.P.P',  =  (a:-A)^4-(r-B)S 

seront  fournis  par  les  points  de  commune  intersection  des 
quatre  cercles  associés  de  trois  quelconques  des  couples 
données. 


d'une  conique  qui  dépend  de  dix  droites.       i5g 

Dans  le  cas  spécial  où  trois  des  quatre  couples  sont  for- 
mées de  droites  coïncideutes,  ces  points  limites 

se  peuvent  déterminer  à  priori,  et  leur  situation  sur  trois 
cercles,  qu'il  est  facile  d'apercevoir,  entraine  le  théorème 
suivant  : 

Si  i ,  2,  3  désignent  les  sommets  d'un  triangle  quel- 
conque Pi  Pj  Ps  =  o  et  1  ',  2',  3'  les  traces ,  sur  les  côtés 
opposés,  des  polaires  de  ces  sommets  par  rapport  à  un 
même  système  de  deux  droites  P4  P'^  =  o  :  les  cercles 
décrits  sur  les  segments  11^^  22'^  33'  comme  diamètres,  se 
coupent  suivant  les  deux  mêmes  points. 

155.  Théorème  III.  —  Le  centre  d'une  conique  définie 
par  cinq  couples  de  droites  conjuguées  Pi  P',,. .  .jPgP'^, 
nest  autre  que  le  point  de  concours  de  toutes  les  droites 
ou  le  centre  radical  de  tous  les  cercles  contenus  en  nombre 
infini  dans  l'équation 


Zj\ 


X,P,P',  =  o. 


El  le  cercle  diagonal  x*  -|-j^*  =  a*  -|-  ft'  de  cette  conique 
~  4-*^  =  I  coupe  orthogonalement  tous  les  cercles  de  la 


a 
série. 


On  pourra  donc  construire,  par  la  règle  et  le  compas,  le 
centre  et  le  cercle  diagonal  d'une  conique  définie  par  cinq 
couples  de  droites  conjuguées.  ]N#us  verrons  plus  loin  que 
la  détermination  du  cercle  osculateur  en  un  point  quel- 
conque d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  dépend  de 
celte  seule  construction. 

156.  Considérons  six  couples 

P,P',=:o,...,P«P;  =  o 
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de  droites  conjuguées  par  rapport  à  une  même  conique. 
En  vertu  du  théorème  précédent,  chacun  des  diamètres  de 
la  courbe  pourra  être  représenté  par  Tune  ou  l'autre  des 
équations 

2^  X,P.P',  =  o,      2^^f*,P,P',=ro; 
et  celles-ci  étant  équivalentes,  on  aura  l'identité 


I 


\,P,  P',  =  o. 


1 1 1 1  , 


Telle  est  donc  l'expression  analytique  des  dcpenclances 
existant  entre  six  couples  de  droites  conjuguées  par  rap- 
port à  une  même  conique,  que  les  produits  des  distances 
d*un  point  quelconque  du  plan  de  la  courbe  aux  deux 
droites  de  chaque  couple  soient  liés  par  une  même  relation 


linéaire  et  homogène 


s 


X,  P,  P',  =  o. 


187.  Réciproquement,  six  couples  de  droites  qui  don- 
nent lieu  à  l'identité 

(i)  ^\.P.P',  =  o, 

font  toujours  six  couples  conjuguées  à  une  même  conufue. 

Le  centre  de  la  courbe  délînie  par  les  cinq  couples  de 

droites  conjuguées  1,  2,  3,  4,  5  se  trouve  en  effet  au  point 

de  concours  de  toutes  les  droites  contenues  dans  l'équation 

(2)  Vx.P.P'.^o; 


I. 


le  centre  de  la  courbe  définie  par  les  couples  2,  3, 4,  5, 6  au 
point  de  concours  de  toutes  les  droites 

(3)  yfi,P,P',=:0. 

Or  ces  deux  séries  de  droites  coïncident,  en  vertu  de  l'iden- 
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tité  supposée  (i).  Et  les  deux  coniques  précédentes,  ayant 
le  même  centre  et  quatre  couples  de  droites  conjuguées 
communes,  se  confondent. 

158.  Corollaire.  —  Pour  que  l'on  puisse  circonscrire  à 
trois  quadrilatères  donnés  trois  coniques  qui  se  coupent 
suivant  les  qua'tre  mêmes  points^  il  faut  el  il  suffit  que  les 
côlés  opposés  ^de  ces  quadrilatères  forment  six  couples  de 
droites  conjuguées  par  rapport  à  une  même  conique. 

459.  Lorsque  cinq  couples  de  droites  donnent  lieu  à 
V  identité 

(i)  ^\.P,P',  =  o, 

toute  conique  conjuguée  aux  deux  droites  de  quatre  de  ces 
couples  est  par  cela  même  conjuguée  aux  deux  droites 
de  la  cinquième. 

Car  si  Ton  imagine  Tune  quelconque  des  coniques  conju- 
guées aux  quatre  couples  Pj  F^ , . , . ,  P4  F^ ,  et  que  A  A',  B  B', 
désignent  deux  autres  couples  de  droites  conjuguées  à  cette 
conique,  on  aura  identiquement,  par  le  théorème  du  n^i56^ 
p.  160, 

(2)  V  p.  P,  P',  +  A  A'  -h  BB'  =  o. 

Et  si,  entre  cette  identité  et  la  précédente  (i),  on  élimine 
le  rectangle  Pj  P'^,  on  aura  encore  identiquement 

(3)  y\,P,P;-f-AA'4-BB'=o. 

Les  deux  droites  Pr,  P^,  qui  n'entraient  point  dans  l'iden- 
tité (2),  mais  qui  figurent  dans  celle-ci,  se  trouvent  donc 
conjuguées  par  rapport  à  cette  conique  particulière  que 
nous  avions  considérée  d'abord  et  qui  n'était  autre  que 
Tune  quelconque  des  coniques  conjuguées  aux  quatre  cou- 
ples P,  F, , . . . , P4  F^ .  Donc,  etc. 

II 
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160.  De  là  un  théorème  important,  et  dont  nous  rencon- 
trerons, par  la  suite^  de  nombreuses  applications. 

Le  lieu  géométrique  des  pôles  d^une  droite  fixe 

'    Az=o, 

par  rapport  à  toutes  les  coniques  conjuguées  aux  quatre 
couples  de  droites 

P,P',  =  o,...,      P4P',  =  o,    . 
ri  est  autre  que  la  droite  A'  =  o  définie  par  V identité 

(i)  V>.  P.P',+AA'=o. 

§  II.  —  Théorème  corrélatif ,  ou  propriété  de  six  couples 
de  points  conjugués  par  rapport  à  une  conique, 

161.  La  propriété  de  six  couples  de  droites  conjuguées 
se  peut  i'tablir  à  priori^  d'une  manière  synthétique,  et  in- 
dépendamment des  problèmes  qui  nous  y  avaient  conduit. 
C'est  aussi  la'seule  marche  que  nous, ayons  à  suivre  pour 
l'établissement  du  théorème  corrélatif  qui  est  le  suivant. 

Théorème.— ia  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 

que  hs  douze  points  représentés  par  les  équations  laii- 

genlielles 

P.P',  =  o,...,      PeP'.^o, 

fassent  six  couples  de  points  conjugués  par  rapport  à  une 
même  conique  est  qu  il  existe  une  relation  linéaire  et  ho- 
mogène 

(I)  ^\.P,P',  =  o 

entre  les   produits    des   distances   des    deux    points   de 
chaque  couple  à  une  droite  tracée  d^une  manière  quel- 
conque dans  le  plan  de  la  courbe. 
Soient,  en  efTel, 
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la  conique  considérée,  et  (Xi^ji),  (x\^j\)'^'  •  -îl^ei  Je)? 
(x\^j\)  six  couples  de  points  conjugués  par  rapport  à  cetie 
courbe^  on  aura  les  égalités  suivantes  : 

(!) 


(6) 


a' 

-h 

I» 

■4- 

fer, 

b* 

I. 

D'ailleurs,  pour  que  les  distances  de  ces  points  a  uihî 

droite  quelconque 

A«-f-Bj?  +  C  =  o 

vérifient  l'identité  (I),  il  faut  et  il  suffit  que  la  relation 

(F)  y\,(Aar.  +  B/i  +  C)(A^;-t-By,  +  C)  =  o 

soit  vérifiée  indépendamment  des  valeurs  de  A,  B,  C-,  ou 
que  les  six  équations  obtenues  en  égalant  à  zéro  les  coeffi- 
cients des  termes  en 

A»,     BS     es     AB,     BC,     AC 

admettent  en  Xj, . .  .,^6  une  solution  commune;  ou  enfin 
que  ces  six  équations  se  réduisent  à  cinq  par  la  réduction  à 
la  forme  identique  o  =  o  de  l'une  de  leurs  combinaisons. 
Or  c'est  justement  ce  qui  se  produit  ici,  aussitôt  du  moins 
que  Ton  a  égard  aux  relations  données  (i),*  •  «^iâ). 
Trois  des  six  équations  en  X], ...  ,^6  sont  effectivement 

\    >,jr,ar'=o,      \    X,7,y,  =  o,       \    >,  =  o 

dont  la  combinaison 

'  H ; —  2.?  Al  z=i  o, 

û'  b-"  I    '         > 

se  réduit  à  l'identité 

o  =:  o, 

ainsi  que  cela  résulte  des  égalités  (i),  (a),. . .,  (6)  multl- 

1 1. 
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pliées  respeclivement  par  les  nombres  X],X2,...,Xe  et  ajou- 
tées membre  à  membre.  Donc,  etc. 

La-  proposition  réciproque  s'établirait  d'une  manière 
analogue. 

162.  Lorsque  cinq  couples  de  points  donnent  lieu  à 
r identité  tangentielle 


I 


)..  P.  P',  =  o, 


toute  conique  conjuguée  aux  deux  points  de  quatre  de  ces 
couples  est  par  cela  même  conjuguée  aux  deux  points  de 
la  cinquième  (p.  i6i,  n**  159). 

Scolie. —  L'enveloppe  des  polaires  d^  un  point  fixe  A  =  o 
par  rapport  à  toutes  les  coniques  conjuguées  aux  quatre 
couples  de  points  P,  P', , .  .  . ,  P4  P'^ ,  n^est  autre  que  le  point 
A'=  o  défini  par  Videntité  tangentielle 


I 


X,  P,P',-i-AA'=o. 


§  m.  —  Du  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  équilatères 
conjugués  à  six  couples  de  plans ^  ou  de  la  sphère  défi- 
nie  par  l'équation 


s 


\  p,  p;  =  o. 

Théorèmes. 

163.  Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
conjuguées  à  six  couples  de  plans ^  et  dont  les  carrés  des 
demi-axes  pnncipaux  consers^ent  une  somme  constante. 

1).  Lemme,  — Le  produit  des  distances  du  centre  d'un  el- 
lipsoïde à  deux  plans  conjugués  quelconques  est  égal  à  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  le  carré  de 
chacun  des  demi -axes  principaux  de  la  surface  par  le  pro- 
duit des  cosinus  des  inclinaisons  de  cet  axe  sur  les  normales 
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aux  deux  plans  coujuguës  dont  il  s'agît  : 

/  P.P'z=ûr2cos(N^^)eos(N',a) 
(I)  I  -t-é^coslN,  è)cos{N',ô) 

r»cos(]S,  c)  cos^N',<;). 


Rapportant,  en  effet,  ces  deux  plans  aux  axes  de  la  surface 
conjuguée 


x^        7*        z^ 


b 


2  A2       ■       ,.2 


a'        0'        c 


^  =  >» 


par  les  éqtiations 

^cosÂ  +  jcosB  +  zcosC  —  CI  =0, 
xcosA'-hjrcosB'--}-  zcosC' —  cj'z=  o; 

et  exprimant  que  le  pôle  de  l'un  de  ces  plans,  par  rap- 
port à  la  surface,  appartient  à  Taulre,  on  obtient  la  con- 
dition 

(!')      ct.ct'=:«^cosAcosA'-|-  ^'cosBcosB'4-  c'cosCcosC. 

Or  les  relations  (I),  (F)  sont  équivalentes,  et  la  première  est 
applicable  à  un  système  quelconque  d'axes  coordonnés. 

a).  Soient  donc,  par  rapport  à  des  axes  rectangulaires 
quelconques  ox^  oy^oz^ 

P.P'.z^o,      P,P;  =  o,...,      PfiP'e^O, 

six  couples  de  plans*,  chacune  des  fonctions  P„,  F„  étant 
de  la  forme 

et  a„,  ft„,  c„,  a„,  &'„,  c„  désignant  les  cosinus  des  inclinai- 
sons respectives,  suroo:,  oy^  oz^  des  normales  N,  N'  aux 
plans  considérés,  ou  les  cosinus  directeurs  de  ces  nor- 
males. 

Si  a,  |3,  y,  «',  (i'j  y',  a",  ^'',  y^' désignent  de  même  les  co- 
sinus directeurs  de  chacun  des  axes  principaux  ia^  ib^  'ic 
d'un  ellipsoïdeconjuguéauxdeux  plans  dechaque  couple;  on 
aura,  pour  le  produit  de^  distances  du  centre  (x,  r,  z)  de 
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cet  ellipsoïde  à  ces  deux  plans,  cette  double  expression  : 

P„  P'„  =  «'cos(N,  a)  cos(N',  a) 
^'cos(N,  ^)cos(N',  b) 
c^  cos { N,  c)  cos (  N',  c) , 

ou,  en  développant  les  cosinus, 

Appliquant  successivement  celle  relation  aux  deux  plans 
Pj  et  F, ,  .  .  . ,  Pe  et  Fg  de  chaque  couple,  il  vient 

(i)  PtP',^..., 

(2)  PaP',=  ..., 


(6)  P.  P;  :=.... 

El  Ton  aura  le  lieu  des  centres  (xyz)  de  tous  les  ellipsoïdes 
analogues  en  éliminant  les  six  paramètres  indépendants 
auxquels  se  réduisent  les  douze  variables  a,  /:»«  c,  ^,|3,7, 
a',  j3',  y',  a",  |3'',  y"  entre  ces  six  équations  et  la  suivante  : 

(  7  )  «2  -4-  ^2  +  c*  =  const. 

Or  si  Ton  désigne  par  ij,  Xj,.  .  .,ie  six  coefficients  définis 
par  les  conditions 

y    X,/3r,  û,  =  i, 

\  >,  ^,  ^',  =  I , 

(>)  /  \    >,  I?,  r,  —  i; 

o=y\.(^.^'.4-^.«'.)=y^i(^.c,-hc.^;) 

=  \    ).,(«5.  c,  H-  c,  rt',;, 

Cl  que   Ton   ajoute,    membre   à   membre,  les  équations 
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(i),(2),...,(6)5  multipliées  respectivement  par  les  nom- 
bres il,  ij, . . .  ,Xe  :  le  second  membre  de  Téquation  résul- 
tante devient,  en  vertu  des  conditions  (i), 

«'(a»  +  p»  -4-  y»)  4-  ô'  (a'2  4-  p'»  -^  Y^)  -4-  c»  (a"'  -4-  p'"  +  7"') 

toutes  les  variables  se  trouvent  donc  éliminées^  et  il  vient, 
pour  l'équation  du  lieu, 


1 


\,  P,  P'.  z=  a»  -f-  ^»  -f-  C\ 


D^âilleurs  les  termes  du  second  degré  de  cette  équation  se 
réduisent  à  a:* -|-j^'-|- 2*,  en  vertu  des  relations  (i);  le 
lieu  trouvé  esl  une  sphère,  et  Ton  a  cette  proposition  : 

Théorème  I.  —  Le  lieu  des  centres  des  elli/^soïdes^  con- 
jugués aux  six  coup/es  de  plans  Pj  P', , .  .  . ,  Pg  F^ ,  et  dont 
les  carrés  des  demi-axes  principaux  consentent  une  somme 
constante,  nest  autre  que  la  sphère  déterminée,  représen- 
tée par  V équation 

164.  Corollaire  I.  —  Si  Ton  appelle  sphère  associée 
des  six  couples  de  plans  Pi  F, , .  .  . ,  Pg  P'^  la  sphère  unique 
et  déterminée,  représentée  par  Téquation 

(II)  V>.P.P',=:o: 

on  pourra  dire  que  la  somme  des  carrés  des  demi- axes 
principaux  dhin  ellipsoïde  conjugué  à  six  couples  de 
plans  est  égale  à  la  puissance  du  centre  de  cet  ellipsoïde 
par  rapport  à  la  sphère  associée  de  ces  plans  ;  ou  encore 
que  la  sphère  diagonale  d''un  ellipsoïde  conjugué  à  six 
couples  de  plans  et  la  sphère  associée  de  ces  plans  sont 
orthogonales, 

165,  Corollaire  IL  —  Si  les  deux  plans  de  chaque 
couple  se  confondent,  Pj^F^..  .  .,P6  ^Fg,   le  lieu  pré- 
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cèdent  se  transforme  dans  le  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes 
inscrits  à  V hexaèdre  P1...P6,  et  soumis  à  la  condi- 
tion a*-h  &'-+- c"  =  consl.  On  retrouve   ainsi   la  sphère 

V3^iP;=a'4-i*-f-c*  (nMlO,  p.  io5). 

Et  si  'les  douze  plans  des  six  couples  données  se  réduisent 
à  quatre  plans  distincts,  P^, .  . .  ^P^,  lesquels,  combinés  deux 
à  deux,  forment  en  effet  les  six  couples  Pj  Pj,  Pj  Ps,  Pi  P4, 
P,  Pu,  Ps  P4,  P4  Pj  ;  le  lieu  précédent  se  transforme  dans  le 
lieu  des  centres  des  ellipsoïdes^  conjugués  au  tétraèdre 
Pj  . . .  P4,  et  soumis  à  la  condition  a*  -t-  A'  4-  c'  =  const. 
On  trouve  ainsi  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre , 
si   la  constante  est   nulle  ;  ou   une  sphère   concentrique 

\  i,,  P,  Pj  =  a*  4-  i*  H-  c',  dans  le  cas  contraire. 

166.  Scolie*  —  Il  resterait  à  construire  la  sphère  (I),  ou 

seulement  la  sphère  concentrique  \    i,  Pi  P',  =  o  •,  et  c'est 

à  quoi  Ton  peut  parvenir  de  deux  manières  différentes 
dont  Tune  offre  quelque  analogie  avec  la  méthode  par  éli- 
mination  usitée  en  algèbre. 

i).  Supposons  d'abord  que  cinq  des  six  couples  données 
soient  formées  de  plans  coïncidents,  ou  que  l'on  ait  à  con- 
struire la  sphère  représentée  par  Téqualion 

Ou  reconnaîtra  aussitôt  que  le  plan  polaire^  relatif  à  la 
surface  (1),  de  chacun  des  dix  sommets  du  pentaèdre 

P,  P,  P3  P4  Ps  =  o, 

passe  par  la  trace  de  V arête  opposée  sur  le  plan  polaire  du 

même  sommet  par  rapport  au  dièdre  P,P'  : 

o  =p,  =p^  z=ip^^     \p,  p,  +  \p,  p,  -4-  (yoP'  +  /?'P)  =  o. 

On  connaît  donc  ici  dix  couples  de  points  conjugués^  ou 
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dix  sphères  orthogonales  à  la  sphère  cherchée*,  et  Ton  a 
en  môme  temps  ce  théorème  : 

Si  Von  nomme  diagonales  de  la  figure  formée  d'un  pen- 
taèdre  et  d'un  dièdre  chacune  des  droites  menées  de  Vun 
quelconque  des  sommets  du  pentaèdre  à  la  trace  de  /'arête 
opposée  sur  le  plan  polaire  de  ce  sommet  par  rapport  au 
dièdre  donné ^  on  pourra  dire  que  les  dix  sphères  décrites 
sur  chacune  des  diagonales  d^une  telle  figure  comme  dia^ 
mètre  sont  oriho^onsiles  à  une  même  sphère:  la  sphère  (i), 
lîeu  géométrique  des  centres  des  hjperholoïdes  équilatères 
inscrits  au  pentaèdre  et  conjugués  au  dièdre  donnés, 

La  sphère  précédente  peut  d'ailleurs  se  réduire  à  un 
plan  :  le  plan  médian  de  la  figure,  et  qui  contient  alors, 
en  même  temps  que  les  points  milieux  de  toutes  les  diago- 
nales, les  centres  de  toutes  les  surfaces  du  second  ordre 
inscrites  au  pentaèdre  et  conjuguées  au  dièdre  donnés.  Dans 
ce  cas,  les  dis^ers  plans  de  la  figurey  transportés  parai- 
lèlement  à  eux-mêmes  en  un  même  point  de  Pespace,  y 
détemnnent  cinq  plans  tangents  et  un  dièdre  conjugué  à 
un  même  cône  du  second  ordre, 

2).  Supposons,  en  second  lieu,  que  quatre  des  six  couples 
données  soient  formées  de  plans  coïncidents  ;  ou  que  Ton 
ait  à  construire  la  sphère 

(2)  y'^'^î  +PP'-hQQ'=o. 

On  reconnaît  encore  que  le  plan  polaire,  relatif  à  la  sur- 
face (2),  de  chacun  des  sommets  du  tétraèdre  Pi  Pj  Ps  P* 
passe  par  le  point  de  concours  de  la  face  opposée  et  des 
plans  polaires  de  ce  même  sommet  par  rapport  aux  dièdres 

o=py=p,z=p,,     >,y,,p,4-(y7P'-h/?'P)-+-(yQ'-+-7'Q)r=o. 

On  connaît  donc  quatre  couples  de  points  conjugués,  ou 
quatre  segments  conjugués,  par  rapport  à  la  sphère  qr.e 
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Ton  cherche,  et  qui  n'est  autre,  dès  lors,  que  la  sphère  or- 
thogonale aux  quatre  sphères  décrites  sur  chacun  de  ces 
segments  comme  diamètre. 

3).  Supposons  encore  qu'il  s'agisse  de  la  sphère  repré- 
sentée par  l'équation 

(3)  Vk,P;-i-PP'-f  QQ'-4-RR'=o; 

et  faisant  intervenir,  en  même  temps  qu'un  plan  auxiliaire 
quelconque  P4  =  o,  la  sphère  suivante  que  nous  savons 
construire, 

(2)  y  p,P;-l-/w.PP'^-m'.QQ'=ro: 

éliminons  le  rectangle  PP'  entre  les  équations  (2)  et  (3). 
L'équation  résultante  , 

(tJ')  Vv.PJ  H-».QQ'-f-«'.RR'=ro 

représentera  une  sphère  ayant  un  même  cercle  radical 
avec  les  précédentes  (2),  (3),  et  que  nous  saurions  con- 
struire comme  la  sphère  (2).  Construisant  dès  lors  chacune 
des  sphères  (2),  (2')  et  leur  cercle  radical^  nous  aurions,  *. 
dans  celui-ci,  un  premier  cercle  appartenant  à  la  sphère  (3) 
que  nous  cherchons.  Un  autre  cercle,  appartenant  à  la 
même  sphère,  résulterait  encore,  par  des  considérations 
toute  semblables,  de  l'élimination  du  rectangle  QQ'  entre 
les  équations  (.2),  (3)  ;  et  ainsi  de  suite. 

167.  Mais  la  sphère  générale  \  Xj  Pj  F,=  o  est  suscep- 
tible d'une  détermination  directe  dont  la  simplicité  con- 
traste d'une  manière  remarquable  avec  la  multiplicité  des 
données  de  la  question. 

Que  Ton  coupe,  en  effet,  la  sphère  inconnue 

(0  Vx.p.p;=:o 


^. 
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par  l'un  des  plans  Pg  ou  P'^=  o  :  la  section  résultante  sera 
l'un  des  cercles  contenus  en  nombre  infini  dans  Véqua^ 
lion 

(«')  y\,n.n;  =  o. 

Or  tous  les  cercles  (i')  sont  orthogonaux  à  un  cercle  dé- 
terminé que  nous  avons  appris  à  construire,  car  il  liest 
autre  que  le  cercle  diagonal  de  Tellipse  conjuguée  aux  cinq 
couples  de  droites  IIi  H', , . . . ,  Hj  11'^  (n°  155,  p.  iSp). 

On  pourra  donc  construire  le  centre  w^  et  le  rayon  p^  de 
*  ce  cercle  diagonal;  et  Ton  aura,  dans  la  sphère  de  même 
centre  et  de  même  rayon,  une  première  sphère  îie  ortho- 
gonale à  celle  que  Ton  cherche. 

Cette  même  construction  répétée  nous  pourra  fournir 
quatre  sphères  analogues,  orthogonales  à  la  sphère  cher- 
chée, et  qui  suffisent  à  sa  détermination. 

Si  la  sphère  précédente  se  réduit  accidentellement  à  un 
plan,  la  trace  de  celui-ci  sur  l'un  quelconque  des  plans 
donnés,  tels  que  Pg  ou  F^,  sera  Tune  des  droites  conte- 
nues en  nombre  infini  dans  l'équation 


\  >,  Hi  n',  =  o. 


Mais  toutes  ces  droites,  comme  l'on  sait,  concourent  en  un 
même  point  que  l'on  peut  construire  :  car  il  n'est  autre  que 
le  centre  de  la  conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de 
droites  résultant  des  traces  du  plan  Pg  ou  P^,  que  l'on  aura 
choisi^  sur  les  plans  Pj.P,, ,  . -,  P^.P^  des  cinq  autres 
couples.  On  pourra  donc  obtenir  de  la  sorte  6x  2  ou 
12  points  du  plan  cherché  dont  la  détermination  est  d'ail- 
leurs comprise  dans  celle  de  la  sphère  précédente.  Car  si 
les  quatre  sphères  orthogonales,  à  l'aide  desquelles  on  dé- 
terminait celle-là,  ont  leurs  centres  sur  un  même  plan,  ce 
plan  se  substitue  à  la  sphère  cherchée  5  et  telle  est  d'ail- 
leurs la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette 
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réduction  se  produise,  que  les  douze  plans  donnés,  trans- 
portés parallèlement  à  eux-mêmes  en  un  même  point  de 
l'espace,  y  déterminent  six  couples  de  plans  conjugués 
à  un  même  cône  du  second  ordre. 

168.  Théorème  II.  —  Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du 
second  ordre  conjuguées  aux  n  couples  de  plans  Pi  P^ ,.. . , 
P„  F„  (  /i  =  7,  =  8)  ^  ou  /e  centre  unique  de  la  surface  qui/s 
déterminent  (71  =  y),  coïncident  av^ec  le  plan,  V^ineou  le 
centre  radical  de  toutes  les  sphères  contenues  dans  /V- 

« 

quation 

^\,  P.  P",  =  o; 


I" 


et  le  plan  déterminé  que  représente  cette  équation  pour 
n  •=:.'],  la  droite  ouïe  point  d'intersechon  de  tous  les  plans 
qui  y  sont  contenus  pour  w  =  8  o«  /*  =  9,  ont  la  même  «- 
gnification» 

169.  Théorème  III.  —  La  condition  nécessaire  et  suffis 
santé  pour  que  dix  couples  de  plans  soient  conjuguées  à 
une  même  surface  du  second  ordre  est  quil  existe  une  re- 
lation linéaire  et  homogène 


X 


\P,P',  =  Q 


entre  les  produits  des  distances  d^un  point  quelconque  de 
V espace  aux  deux  plans  de  chaque  couple  (n°  104,  p.  90); 
et,  si  n  couples  de  plans  donnent  lieu  à  V identité  ana- 
logue 

^"x.p,p;  =  o, 


s 


toute  surface  du  second  ordre  conjuguée  aux  deux  plans 
de  n  —  I  de  ces  couples  sera  d  ^elle-même  conjuguée  aux 
deux  plans  de  la  ^i*'"**  (n°  159,  p.  161). 

Scolie»  —  Le  lieu  des  pôles  d\tn  plan  fixe  A  =  o  par 
rapport  à  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  conjuguées 
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aux  sept  couples  de  plans  Pi  F,,. . .,  P7F,,  nest  autre 
que  le  plan  A'=  o  défini  par  l'identité 


I 


X.P.P', +AA'  =  o. 


§  IV.  —  Théorèmes  corrélatifs^  ou  propriété  de  dix  cou- 
ples de  points  conjugués  par  rapport  à  une  surface 
du  second  ordre. 

170.  Théorème  I.  —  La  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante poar  que  dix  couples  de  points  définies  parles  équa- 
tions tangentielles 

soient  conjuguées  à  une  même  surface  du  second  ordre ^  est 
quil  existe  une  même  relation  linéaire  et  homogène 


s 


\p.P',  =  o 


entre  les  produits  des  distances  des  deux  points  de  chaque 
couple  à  un  plan  quelconque 

Dix  couples  de  points  conjugués  par  rapport  à  la  sur- 
face 


a:'        v2       j2 
a'       b""       c» 


donnent  naissance  aux  égalités 


/  f  t 

^  a^  b^  c* 

et  celles-ci,  quels  que  soient  les  multiplicateurs  employés, 
entraînent  la  relation 

(I)        — j, —  + — î; — + — -i — -2.^.- 


1^4  CHAPITBE   V. 

D'un  autre  côt^,  pour  que  les  produits  des  distances  des 
deux  points  de  chaque  couple  à  un  plan  quelconque 

A*  +  Bj'  +  C»-HH  =  o 

soient  lié»  par  une  relation  linéaire  et  homogène 

y"l,(Ajr,  +  B/,  +  Cz,+  B)  {A^'i +  B7',  +  C5',  +  H)  =  0, 

il  faut  et  il  suffit  que  les  dix  équations  honioghies  obte- 
nues en  égalant  à  zéro  les  coefQcients  des  termes  en 

A',  B',  C,  H',     AB,  BC,  AC,     AH,  BH,  CH, 

se  réduisent  à  neuf  par  la  réduction  à  la  forme  identique 
0  =  0  de  l'une  de  leurs  combinaisons-,  et  c'est  justement  ce 
qui  se  produit  ici. 

Quatre  des  dix  équations  en  X,,.  .  .,  ï,o  sont,  en  cfler, 


dont  la  combinaison 


se  réduit  à  l'identité 

en  vertu  de  l'égalité  (I).  Donc,  etc. 

La   proposition  réciproque  s'établirait    d'une    manière 
semblable. 

171.  Lorsque  n  couples  de  points,  ftéjînies  parles  équa- 
nj  tangentiellesP,  F,  =:  o,. .  ,,  P„F„  =  o  donnent  lieu 
'identité 


DE  l'identité  2{  XiPj  P'j^SjUi  X'.  1^5 

toute  surface  du  second  ordre  conjuguée  aux  deux  plans 
de  n  —  I  de  ces  couples  est  d^ elle-même  conjuguée  aux 
deux  plans  de  la  n'*'"*  (n^  159,  p.  i6i). 

Les  limites  normales  de  ce  théorème  sont  comprises  dans 
les  trois  hypothèses  w  =  8,  =  9,  =  10.  Toutefois  l'identité 
précédente  peut  être  vérifiée  accidentellement  pour  l'une 
quelconque. des  valeurs  7,  6,  5,  4  de  l'indice  n. 

Corollaire.  —  U enveloppe  des  plans  polaires  d'un 
point  fixe  A  =  o,  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du 
second  ordre  conjuguées  aux  sept  couples  de  points 
Pi  K^ , . . . ,  P7  F,,  n^est  autre  que  le  point  A'  =  o  défini  par 
V identité  tangentielle 


X 


a.P,  P',  -f-AA'=o. 


§  V.  —  Des  n  éléments  communs  aux  courbes  ou  aux 
surfaces  conjuguées  à  n  couples fixes^  et  de  la  réduction 
d^une  somme  de  n  rectangles  en  une  somme  de  n 
carrés  : 


172.  Théorème»  —  Toutes  les  coniques  conjuguées,  en 
nombre  infini^  aux  quatre  couples  de  points  Pj  P', , .  . . , 
P4  P^,  se  coupent  suivant  les  quatre  mêmes  points  réels  ou 
imaginaires^  et  qui  sont  les  quatre  pmnts  distincts  X  =  o 
définis  par  V  identité  tangentielle 


^S.,P,P',  =  X^ 


Si  l'on  exprime,  en  effet,  que  la  courbe  à  coefficients 
indéterminés 

(1)  ax^-\- ibxf -^  cy^-^- 7.d.T-^iey -^fzzzo 

est  conjuguée  aux  deux  points  i,  1', .  •  •  ?  '^'j  4'  de  chacune 
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des  couples  données;  et  que  Ton  résolve  les  relations  ré- 
sultantes 

ax,  x\  +  b  [x,y\  +  x\  j.) 

-f-^rij'i  +«'(^i  +  '^V) -^-^ (ri +  /,)+/ =0, 

-+-  cy,  y,  -^^  d(x,^  x\)  -h  e  (y,-{-y\)  +/  =^0, 

par  rapport  à  quatre  quelconques  des  six  coefficients  a,  &, 
c, . .  .,y,  on  pourra  les  exprimer  linéairemenl  en  fonction 
des  deux  autres,  tels  que  «  et  c;  et  ces  diverses  expres- 
sions étant  substituées  dans  Téquation  (1),  elle  prendra  la 
forme 

(1')  af(x,y)  -f-  C(f  (x,y)  z=z  o. 

Telle  est  dênc  Féqualion  générale  des  courbes  considérées, 
et  l'on  voit  qu'elles  passent  toutes  par  les  quatre  points  de 
rencontre  des  deux  suivantes 

/(•^>r)  =  o,      <p(a:,j)  =0. 

Quant  à  la  seconde  partie  du  théorème,  elle  résulte  de  la 
signification  déjà  connue  de  Tidentité  tangentielle 


s; 


X.P.P',=X.Y; 


et,  comme  elle  exprime  que  toute  conique  conjuguée 
aux  quatre  couples  de  points  P,  F, ,. . . ,  P4F^,  est  aussi 
conjuguée  aux  deux  points  X,  Y  5  que,  d'ailleurs,  cinq  cou- 
ples de  points  conjugués  par  rapport  h  une  série  de  co- 
niques donnent  toujours  lieu  à  une  telle  identité  :  on  voit, 
en  supposant  les  deux  points  X,  Y  confondus  en  un  seul, 
X^Y,  que  l'un  quelconque  des  points  X  =  o  communs  à 
toutes  les  courbes  précédentes  sera  défini  par  une  identité 
de  la  forme 


^\.P.P',  =  X^ 


PROPRIÉTÉ    DES    COURBES    2J  A^  P,  P'  =0.  I^^ 

Il  existera  donc,  en  général,  quatre  déterminations,  et 
quatre  seulement,  du  point  inconnu X  défini  par  cette  iden- 
tité. 

173.  Scolie.  —  Si  l'on  pose  m  -j-  «  =  4?  on  pourra  dire 
que  toutes  les  coniques  conjuguées  aux  m  couples 
Pj  P, , .  .  . ,  P^  P^  et  passant,  en  outre,  par  les  n  points 
Ai,...,A„,  passent  d'elles-mêmes  par  chacun  des  m 
points  X  =  o  définis  par  Videntité 


y\p.p',-HVa,A;=x^ 


Nous  aurons,  d'ailleurs,  à  revenir  sur  la  détermination 
graphique  de  ces  points. 

Vli.  Le  théorème  précédent  contient  la  définition  gé- 
nérale des  courbes  contenues  dans  V équation  tangentielle 

(i)  ^\  P.  P;  =  o, 

et  comme  on  voit  tout  d*abord,  par  le  nombre  des  para- 
mètres qui  y  sont  contenus,  que  toutes  les  courbes  repré- 
sentées par  cette  équation  remplissent  déjà  deux  condi- 
tions communes  \  si  l'on  demande  quelle  en  est  la  nature, 
on  pourra  répondre  que  toutes  ces  courbes  admettent  deux 
couples  communes  de  droites  conjuguées,  onciu  elles  sont 
conjuguées  à  un  même  quadrangle,  lequel  a  pour  sommets 
les  quatre  points  communs  à  toutes  les  coniques  conju- 
guées aux  quatre  couples  de  droites  P^  F, , . . . ,  P4  F^ . 

Si  Xi,.  .  •,X4  désignent,  en  effet,  ces  derniers  points, 
on  aura  par  le  théorème  précédent 

^\,P,P',  =  XÎ,      ^V.P.P',  =  X^ 

Vv.P.P'.sX^        ^'nr.PtP'.^X:; 

et  si,  résolvant  ces  identités  par  rapport  aux  rectangles 
Pi  P,, . . . ,  P4  F^,  on  substitue  les  valeurs  résultantes  dans 
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réquatîon  (i),  elle  devient 

où  I^on  reconnaît  Téquation  générale  des  coniques  conju- 
guées au  quadrangle  Xi . . .  X4  =  o. 

175.  Théorème  coRRéLÂ.TiF« —  Les  coniques  conjuguées 
aux  quatre  couples  de  droites  Pi  P'^ , . .  • ,  P^  F^  s" inscri\^ent 
d'elles-mêmes  à  un  quadrilatère  déterminé  dont  les  côtes 
sont  les  quatre  droites  X  =  o  définies  par  la  relation  iden- 
tique 


s; 


et  dont  les  diagonales  sont  di\fisées  harmoniquement  par 
chacune  des  coniques  contenues  dans  V équation 


I. 


f*.  p,  p;  =  o. 


176.  Théorème.  —  Toutes  les  surfaces  du  second  ordre 
conjuguées  aux  sept  couples  de  points  PiP, ,. . . ,  P7  P',, 
passent  d'elles-mêmes  par  huit  points  déterminés  et  qui 
sont  les  huit  points  distincts  X=  o  définis  par  V identité 
tangentielle 


2: 


Si  l'on  exprime,  en  effet,  que  la  surface 

iax^  -Jt-  a'y"^  -f-  a"z^  +  2  hyz  +  2  Vza:  -f-  '}:h"xy 
•4-  2  cj:    -1-2  d  y    -f-  2  c"z  -|-  c/  =  o 

est  conjuguée  aux  deux  points  1, 1 '5...;  7,  7'  de  chacune  des 
couples  données,  et  que  Ion  résolve  les  équations  résul- 
tantes 

ax,  x\  -+-  a'y,y\  -f-  fl"z,  z\  -^  b  (7,  z\  -+-  z,  y\)  -4- . .  . 

-+- c"(z, -4- z',) -h  éj?  1=0, 

ax:  x\  -^  a'y^y\  -f-  û"z,  z',  -h  h  (7,  z,  -f-  z,  7', )  -f- . .  . 


DE  l'identité  SJ  Aj  P,  F, ^2J  p,  XJ.  179 

par  rapport  à  sept  quelconques  des  six  coeflScîenls  a,  a', 
rt", . . .,  c,  c',c",  d'^  on  pourra  les  exprimer  lînéaîrcmenl 
en  fonclion  des  trois  aulres,  tels  que  «,  a',  a":  et,  ces  di- 
verses expressions  étant  substituées  dans  l'équation  (1), 
•■  celle-ci  pourra  s'écrire 

Telle  est  donc  l'équation  générale  des  surfaces  considé- 
rées, et  Ton  volt  qu'elles  admettent  huit  points  communs  : 
les  huit  points  associés  suivant  lesquels  se  rencontrent  les 
trois  surfaces 

Mais,  en  outre,  comme  par  un  théorème  antérieur  l'i- 
dentité tangentielle 


i 


\,p,p;  =  xy 


expiîmc  que  toute  surface  du  second  ordre  conjuguée  aux 
sept  couples  de  points  Pi  F, ,...,  P7  F,  est  aussi  conjuguée 
aux  deux  poinlsX,  Y*,  que,  réciproquement,  huit  couples  de 
points  conjugués  analytiquement  réductibles  à  sept  donnent 
toujours  lieu  à  une  identité  de  cette  forme  :  on  voit,  en 
supposant  les  deux  points  X,  Y  confondus  eh  un  seul, 
X  ^  Y,  que  l'un  quelconque  des  points  X  =  o  communs  à 
toutes  les  surfaces  précédentes  sera  défini  par  une  identité 
de  la  forme 


Vx.p,p;=x^ 


H  existera  donc,  en  général,  huit  déterminations  dis- 
tinctes, et  huit  seulement,  du  point  X  =  o  défini  par  cette 
identité. 

177.  Corollaire  I.  —  Si  l'on  pose  m-f-«  =  7,  on 
pouiTa  dire  que  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  con- 
juguées aux  m  couples  Pj  P', , .  .  . ,  P,„  P^  et  passant ^  en 
outre  y  par  les  n  points  Ai, ... ,  A„,  passent  d'elles-mêmes 
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par  chacun  des  m  +  i  points  X  =  o  définis  par  V identité 


\    >.P,P',-h>    a.A;  =  X». 


178.  Corollaire  II.  —  L'équation  tangentielle 

\,  p,  p;  =  o 


Zux 


est  réductible  de  huit  manières  différentes  à  la  forme 


1 


fA,Xîz=o; 


et  les  huit  fonctions  linéaires  Xi,. . .,  X7,  X^,  propres  à 
cette  réduction,  ne  sont  autres  que  celles  des  huit  points 
communs  à  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  conjuguées 
aux  sept  couples  Pj  F, , . . . ,  P7  P', . 

179.  Théorème  corrélatif.  —  Les  surfaces  du  second 
ordre  conjuguées  aux  sept  couples  de  plans  P,  F^ , . .  . , 
P7P,,  touchent  d^ elles- mêmes  chacun  des  htdt  plans 
X  =  o  définis  par  V identité 


1 


X,P,P',  =  X', 
et  r équation  générale 


I. 


se  peut  réduire,  de  huit  manières  différentes,  à  la  forme 
équii^alente  * 

p,  XJ  =  o. 


^1 


En  particulier, les  surfaces  inscrites  à  l'hexaèdre  Pi.-.Pe, 

et  conjuguées  au  dièdre  AA',  touchent  d'elles-mêmes  cha- 
cun des  deux  plans  X  =  o,  définis  par  l'identité 


I 


)l,PJ=A.A'  +  X% 
I 
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et  dont  la  construction  entraînerait  celle  du  cône  du  se* 
cond  ordre  conjugué  à  l'hexaèdre  P^. .  .Pe  et  insc/it  au 

dièdre  AA'. 

§  VI.  —  application  des  principes  précédents, 

180.  Théorème. —  Deux  tiiangles  réciproquement  con- 
jugués par  rapport  à  une  conique  sont  honiologiques.  Il 
en  est  de  même  d^un  triangle  et  d'un  trièdre  réciproque- 
ment conjugués  par  rapport  à  une  sut  face  du  second 
ordrcy  et  les  droites  gui  réunissent  les  sommets  homologues 
de  deux  tétraèdres  réciproquement  conjugués pa/'  rapport 
à  une  telle  surface,  font  toujours  quatre  génératrices  d^un 
même  Ivyperholoïde, 

i).  Soient,  en  premier  lieu,  abc^  a'b'c'  les  triangles 
considérés  et  A.B.C  =  o,  A'.B'.C'=o  leurs  côtés  res- 
pectifs. Puisque  ces  triangles  sont  réciproquement  conju- 
gués par  rapport  à  une  certaine  conique,  chacun  des  som- 
mets a\  ou  o  ==  B'=  Ç',  de  Tun,  est  le  pôle  de  l'un  des  ^ 

côtés  Ac,  ou  A  =  o,  de  l'autre.  Les  six  côtés  des  deux 
triangles  donnent  donc  naissance  à  six  couples 

A.B'etA.C,     B.C'etB.A',     C.A'  et.C.B' 

de  droites  conjuguées  par  rapport  à  une  même  conique, 
et  celles-ci  (n®  156,  p.  i6o),  à  l'identité 

(I)  A{B'-hC')  +  B(C'-f-A')-hC(A'-f-B')  =  o. 

Mais  cette  fonction,  qui  doit  être  identiquement  nulle  pour 
tous  les  points  du  plan  de  la  figure,  se  réduit  à  son  premier 
terme,  A  (B' -h  C),  pour  lepoint  a  (o  =B=  C).  Ce  pre- 
mier terme  doit  donc  s'évanouir  en  même  temps  :  ce  qui 
exige,  les  dimensions  du  triangle  abc  étant  finies  et  le  som- 
met a  extérieur  au  côté  A  =  o,  que  la  droite  B'-+-  C'=  o 
passe  par  le  sommet  a.  Mais  celte  droite  passe  déjà  parle 
sommet  homologue  a'  du  second  triangle,  elle  se  confond 
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dès  lors  avec  aa\  et  les  droites 

(H)  B'-hC'i=o,     C'H-A'  =  o,     A'-hB'  =  o, 

qui  Bgurent  dans  rîdentilé  (I),  ne  différent  pas  de  celles 
(H')  aa\     bb\     ce', 

qui  réunissent  les  sommets  homologues  des  deux  triangles. 

OrTidentité  (I)  exprime  que  les  trois  couples  de  droites 

A  (IV4-  C)  =  0,  B  (C'+  A')  =  o,  C(A'-f-  B')  =  ©passent 

par  les  quatre  mêmes  points  :  les  quatre  droites  de  deux 

de  ces  couples  formant  les  côtés  opposés^  et  les  deux  droites 

de  la  dernière,  les  diagonales  d'un  même  quadrangle. 

Les  droites 

C  =  o,     A'-i-B'=ro 

représentent  donc  les  deux  diagonales  du  quadrangle  dont 
les  côtés  successifs  seraient 

A.B.(B'-|-C').(C'-f-A')=o. 

Et  comme  la  diagonale  C  .=  o  ne  peut  contenir  le  sommet 
A.B  de  ce  quadrangle,  parce  que  le  triangle  ABC  ne  se  ré- 
duit pas  à  un  point;  ce  même  sommet  et  le  sommet  opposé 
o  =  B' 4-  C  =  C -H  A'  appartiennent  à  la  seconde  diago- 
nale A' -h  B'=  o:  et  les  trois  droites 

,(A'4-  B')  (B'-f.  C)  (C'H- A')  =0 

concourent  en  un  même  point. 

2).  Considérons,  en  second  lieu,  un  triangle  et  nn  trièdre 
réciproquement  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du 
second  ordre ,  de  telle  sorte  que  les  sommets  a,  &,  c  du 
triangle  représentent  les  pôles,  relatifs  à  cette  surface,  des 
plans  BOC,  COA,  AOB  des  différentes  faces  du  trièdre. 

Si  a'b'c'  désigne  la  trace  du  trièdre  sur  le  plan  abc  du 
triangle,  les  triangles  abc  et  a'  b'c'  ^  réciproquement  con-- 
jugués  par  rapport  à  la  section  déterminée  dans  la  surface 
par  le  plan  abc^  seront  homologiques  ;  les  droites  aa'^  bb\ 
ce' se  coupent  donc  suivant  un  même  point  1;  les  plans 
(OA,a),  (OB,  &),  (OC,  c),  suivant  une  même  droite  Oi] 
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et  c'est  dans  ce  sens  que  le  triangle  abc  et  le  trièdre 
(OA,  OB,  OC)  sont  dits  homologiques.  On  peut  ajouter  que 
les  traces  des  côtés  du  triangle,  sur  les  faces  homologues 
du  trièdre  y  sont  trois  points  en  ligne  droite, 

3).  Soient  enfin  abcd  et  a'b'c'd'  deux  tétraèdres  réci'- 
proquement  conjugués  par  rapport  à  une  même  surface 
du  second  ordre;  et  aa^ ^  bb\  cc'^  dd^  les  droites  qui  réu- 
nissent les  sommets  homologues. des  deux  tétraèdres. 

Le  trièdre  (c?a,  db^  de)  et. le  triangle  a'b'c'  étant  réci- 
proquement conjugués  par  rapport  à  la  même  surface,  ce 
trièdre  et  ce  triangle  sont  homologiques  5  les  trois  plans 

[da,a'),     (dbyb'),     (de,  c') 

se  coupent  suivant  une  même  droite 

dd  ; 

et  il  résulte  immédiatement  de  la  définition  de  cette  droile 
qu'elle  s'appuie  sur  chacune  des  proposées 

aa\  bb'j  cc\  dd\ 

D'ailleurs,  comme  on  peut  définir  d'une  manière  sem- 
blable trois  autres  droites 

qui  présentent  la  même  propriété,  on  voîl,  en  prenant 
trois  quelconques  de  ces  nouvelles  droites  pour  directrices 
d'un  hyperboloïde  gauche,  que  les  proposées  aa\  bb\  cc\ 
dd'  en  font  quatre  génératrices, 

181.  Le  théorème  que  l'on  vient  d'établir  donne  lieu  à 
quelques  remarques  utiles. 

1).  Trois  plans  quelconques  et  leurs  pôles  respectifs 
étant  donnés,  la  surface  correspondante  est — impossible,  si 
le  triangle  et  le  trièdre  résultants  des  données  ne  sont  pas 
homologiques  —  indéterminée,  dans  le  cas  contraire. 

2).  Deux  plans  quelconques  A,  B  et  leurs  pôles  respectifs 
a^  b  étant  donnés,   le  plan  polaire  d'un  troisième  point  c 
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passe  par  un  point  déterminé,  et  le  pôle  d'un  troisième 
plan  C  appartient  à  un  plan  que  Ton  peut  construire. 

Dans  le  premier  cas,  en  effet,  le  triangle  abc  est  connu, 
ainsi  que  les  deux  premières  faces  Â,  B  du  trièdre  homo- 
logique;  et  si  Ton  réunit  par  une  droite  les  traces  des  cô- 
tés c&,  ca  du  triangle  sur  les  faces  correspondantes  Â,  B  du 
trièdre,  la  droite  résultante  ira  couper  le  troisième  côté 

ab  en  un  point  appartenant  à  la  troisième  face. 

Dans  le  second  cas,  on  connaît  le  trièdre  ABC  et  les  deux 
premiers  sommets  a,  b  du  triangle  homologique;  et  si 
Ton  détermine  la  droite  d^ intersection  des  plans  menés 
par  les  sommets  a,  b  du  triangle  et  les  arêtes  homologues 
B.C,  Â.Cdu  trièdre,  le  plan  mené  par  la  droite  résultante 
et  la  troisième  arête  A.B  contiendra  le  troisième  sommet  c. 

3).  Deux  groupes  homologiques  formés  de  trois  points 
quelconques  et  de  leurs  plans  polaires  étant  donnés,  le 
plan  polaire  d'un  quatrième  point  passe  par  trois  points 
en  ligne  droite  que  Ton  peut  construire,  ou  par  une  droite 
déterminée;  et  le  pôle  d'un  quatrième  plan  appartient  à 
une  droite  que  l'on  peut  définir  par  trois  de  ses  points. 

4).  Une  surface  du  second  ordre  étant  définie  par  un  té- 
traèdre conjugué,  un  plan  P  et  son  pôle  p  :  le  plan  polaire 
d'un  point  quelconque  p'  est  déterminé  par  quatre  de  ses 
points.;  et  le  pôle  d'un  plan  quelconque  P'  est  au  point  de 
concours  de  quatre  plans  que  l'on  peut  construire. 

Que  fl,  i,  c,  d  et  A,  B,  C,  D  désignent  effectivement  les 
sommets  et  les  faces  du  tétraèdre  donné,  et  soient  P  le 
plan  polaire  du  point/?,  P' celui  de  p'. 

Les  triangles  et  trièdres  suivants 

app  et  APP',     bpp'  et  BPP',     cpp'  et  CPP',     àpp'  et  DPP' 

formant  autant  de  groupes  homologiques,  chacun  de  ces 
groupes  fournira,  par  la  construction  2),  un  point  du  plan 
polaire  P',  si  c'est  ce  plan  que  l'on  cherche;  ou,  s'il  est 
donné,  un  plan  qui  renferme  son  pôle  p'» 
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182.  Notons  encore  que  la  donnéç  des  polaires  h  ^  h! 
de  deux  points  y  par  rapport  à  une  conique,  détermine  un 
diamètre  de  la  courbe.  Car,  si  Ton  mène,  par  chacun  des 
deux  pôles  a,  «',  deux  droites  quelconques  B  et  C,  B'  et  C, 
les  quatre  couples  de  droites  conjuguées 

AB,     AC,     A'B',     A'C 

permettent  de  satisfaire  à  l'identité 

AB -+- AC -f- A' B' 4- A' C'=  D, 
ou 

A  (B  -4-  C)  4-  A'  (B'  -+.  C)  =  X, 

et  il  est  aisé  de  reconnaître,  dans  la  seule  détermination 
possible  de  la  droite  X  =  o  définie  par  cette  identité,  l'ex- 
pression de  ce  théorème  :  Etant  données  les  polaires  de 
deux  points  par  rapport  à  une  conique;  si^  par  chacun  de 
CCS  points  y  on  mène  une  parallèle  à  la  polaire  de  Vautre  ^ 
la  divile  menée  du  point  de  concours  de  ces  nouvelles 
,  droites  au  point  de  concours  des  proposées  est  un  dia- 
mètre de  la  courbe. 

Le  centre  d'une  conique  définie  par  un  pentagone  con^ 
jugué  se  peut  obtenir  à  l'aide  de  ce  théorème.  Et  comme 
chacun  des  sommets  d'un  tel  pentagone  est  le  pôle  du  côté 
opposé  par  rapport  à  la  courbe  (^fig*  24),  si  Ton  mène  par 

Fig.  24. 
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deux  sommets  consécutifs 

5.1,    2.1 
du  pentagone,  des  parallèles  aux  côtés  opposés 

3,    4, 
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l'on  aura,  dans  la  droite  menée  du  point  de  concours  de 
ces  parallèles  au  point  de  concours  de  ces  côtésy  un  pre^ 
micr  diamètre  X  de  la  courbe. 

Dans  Fespace,  la  donnée  des  plans  polaires  A,  A'  de 
deux  points  déteimine  de  même  un  plan  diamétral  de 
la  surface.  Car  si  Ton  mène,  par  chacun  des  pôles  a,  a', 
trois  plans  quelconques  B,  C,  D  et  B',  C,  D'5  les  six  couples 
de  plans  conjugués  AB,  AC,  AD  et  A'B',  A'C,  A'D'  per- 
mettent accidentellement  de  satisfaire  à  l'identité 

A(B-f-C  +  D)  +  A'(B'+C'+D')^X; 

et  la  seule  détermination  possible  du  plan  X  =  o  défini 
par  cette  identité  entraîne  encore  ce  théorème  :  Étant  don- 
nés les  plans  polaires  de  deux  points  par  rapport  à  une 
surface  du  second  ordre  y  si  l'on  mène  par  chacun  de  ces 
points  un  plan  parallèle  au  plan  polaire  de  Vautre ,  le 
plan  conduit  par  V intersection  de  ces  nouy^eaux  plans  et 
celle  des  deux  proposés  contient  le  centre  de  la  surface, 

183.  Un  tétraiîdreP,PiP8P4=  o  et  un  trièdre  ABC  =  o, 
conjugués  l'un  et  l'autre  à  une  surface  du  second  ordre, 
déterminent  cette  surface*,  et  Ton  peut  se  proposer  de  con- 
struire le  plan  polaire  correspondant  au  sommet  dh  trièdre 
donné:  problème  identique  au  fond,  comme  on  le  verra 
par  la  suite,  à  celui  qui  aurait  pour  objet  la  détermination 
du  huitième  plan  tangent  commun  à  toutes  les  surfaces 
inscrites  à  l'heptaèdre 

P.PjPaPi  ABC  =  o. 

Or  la  surface  proposée  admettant  neuf  couples  de  plans 
conjugués  connus 

Pi  Pïj      Pi  Pa»      P|  P4  î      Pa  Psj      P3P4»      P»  P4 

et 

AB,     BC,     CA  ; 

le  pôle  àe  Tune  quelconque  des  faces  du  trièdre,  telle  que 

C  =  o, 
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coïncidera  avec  la  trace  de  l'arête  opposée 

o:=A=rB 

sur  le  plan 

7  =  0, 

lieu  géométrique  des  pôles  du  plan  C  par  rapport  à  toutes 
les  surfaces  conjuguées  aux  sept  couples 

P|  Pa?       Pi  Psj       Pi  P4>       Pa  Pa»       P3  P4>       P»  P4>       AB, 

et  que  l'un  des  théorèmes  antérieurs  (n°169,  p.  172)  nous 
montre  comme  défini  par  Tidentité 

Pi(Pï4-  IÇ+  P4)  4-  P,  P34-  P3  P4  -h  Pi  P4=  AB  +  C7. 

Les  traces  du  plan  auxiliaire  y  sur  les  différentes  faces  du 

tétraèdre  donné  1234  s  obtiennent  d'ailleurs  aisément.  Et 

si  Ton  fait,  par  exemple, 

P.=:o 

dans  les  deux  membres  de  Tidentilé  précédente,  on  a  encore 
identiquement 

P',  P;  +  P'3  P;  -f-  p;  p;  =  A'  B'  -]-C  7'. 

La  droite/  est  donc  connue  par  deux  de  ses  points  qui 
sont  (Jig'  25)  les  deux  dernières  traces  des  droites  A',  B' 

Fig.  25.  - 
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sur  une  conique,  circonscrite  au  triangle  2  3  4,  et  passant, 
en  outre,  par  les  points  A'C  ou  b\  B'C  ou  «'. 
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La  substitution  Pt  =  o,  ou  une  construction  semblable 
effectuée  dans  le  plan  3  41,  nous  fournirait  ensuite  une 
seconde  droite  du  plan  y,  ce  plan  lui-même*,  et,  par  sa 

trace  c  sur  Tarête  £/c(o=  A  =  B)  du  trièdre  donné,  un 
premier  point  du  plan  polaire  abc  que  nous  cherchons. 
Donc,  etc. 

184.  Une  droite  P  et  sa  polaire  Q,  par  rapport  à  une 
surface  du  second  ordre,  forment  un  système  de  deux  droites 
que  Ton  peut  dire  conjuguées  par  rapport  à  la  surface,  et 
dont  la  donnée,  équivalente  à  celle  de  qualVe  couples  de 
plans  ou  àe  points  conjugués^  équivaut  à  quatre  conditions  : 
les  points;?!,^!  5  ,..5^4,^4  ouïes  plans  P^,  Qij...-,  P4,  Q4  de 
chaque  couple  étant  pris  arbitrairement  sur  chacune  des 
droites  données,  ou  menés  arbitrairement  par  chacune 
de  ces  droites.  On  peut  donc  se  proposer  le  problème  sui- 
vant : 

Trouy^erle  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
conjuguées  à  deux  droites  P,  Q  et  à  un  trièdre  donné 
ABC  =  o. 

La  solution  est  d'ailleurs  comprise  dans  le  théorème  gé- 
néral du  n^l68,  p.  17a.  Et  puisque  la  donnée  des  droites 
P,  Q  équivaut  à  celle  de  quatre  couples  Pi  Qi, . . . ,  P4  Q4 
de  plans  conjugués,  menés  deux  à  deux  par  Tune  ou  l'autre 
de  ces  droites  \  la  donnée  du  trièdre  ABC,  à  celle  de  trois 
autres  couples  AB,  BC,  CA  :  le  lieu  dont  il  s'agît  n'est  autre 
que  le  plan  X,  lieu  géométrique  des  centres  de  toutes  les 
surfaces  conjuguées  à  sept  couples  données,  et  que  nous 
savons  être  défini  par  l'identité 

(/)  V).,P,Q.4-AB-+-BC  +  CA  =  X. 

Or  nous  allons  voir  que  cette  identité  renferme  effective- 
ment la  détermination  du  plan  X.  Si  nous  considéiX)ns, 
pour  cela,  les  deux  surfaces   représentées  par  Tune  ou 
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Tautre  des  équations 

(i)  y>.p.Q.=o, 

(a)  AB  H-  BC  H-  CA  =  o, 

nous  recoiinailrons  immédiatement  :  dans  la  seconde,  un 
cône  circonscrit  au  trièdre  donné  ABC  =  o;  dans  la  pre- 
mière, et  parce  que  la  fonction  \  li  Pi  Qi  s'annule  iden- 
tiquement pour  chacune  des  substitutions 

Pi...P4=o     ou     Q,...Q4  =  o, 

un  hyperboloïde  à  une  nappe  passant  par  chacune  des 
droites  P  et  Q. 

D'ailleurs,  en  vertu  de  l'identité  (•/),  ce  cône  et  cet  hy- 
perboloïde sonthomothétiques;  leur  coijj^be  dMnterseclion 
est  située  dans  le  plan  X  que  l'on  cherche,  et  bien  que  ces 
deux  surfaces,  prises  isolément,  demeurent  partiellement 
indéterminées,  chacune  d'elles  peut  tirer,  des  éléments  déjà 
connus  de  l'autre,  des  données  complémentaires  qui  suffi- 
sent à  son  entière  détermination  :  l'hyperboloïde  (i)  rece- 
vant du  cône  trois  génératrices  d'un  même  mode  de  géné- 
ration, savoir  les  trois  arêtes  et^fi^y  du  trièdre  ABC, 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en.  a',  j3',  y'  de 
manière  à  s'appuyer  sur  les  génératrices  P  et  Q  du  deuxième 
mode;  et  le  cône  (a)  recevant,  des  génératrices  P  et  Q  de 
l'hyperboloïde,  deux  nouvelles  génératrices,  P'  et  Q',  me- 
nées, parallèlement  à  celles-là,  par  le  sommet  du  cône 

Fig.  26. 
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(fig,  a6).  Les  deux  surfaces   se   trouvent  donc  déterrai- 
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nées  ;  et  il  est  facile  d'obtenir  trois  points  de  leur  courbe 
d'intersection,  ou  trois  points  du  plan  cherclié  X  =  o.  Le 
plan  mené  par  les  génératrices  parallèles  a,  a'  du  cône  et 
de  rhyperboloïde,  coupant  en  effet  les  génératrices  j3',  y'  de 
ce  dernier  en  deux  points  que  l'on  peut  construire  et  réu- 
nir par  une  droite;  cette  droite  coupera  la  génératrice  a  du 
cône  en  urt  premier  point  x  appartenant  à  l'intersection  des 
deux  surfaces  ou  au  plan  cherché  X  =  o^dont  deux  autres 
points  se  détermineront  de  la  même  manière^  à  Faide  de 
deux  autres  plans  menés  parles  génératrices  j3  et  [3',  y  et  7' 
du  cône  et  de  Thyperboloïde. 

Corollaire.  —  Êtlfnt  donnés  un  trièdre  et  un  tétraèdre 
conjugués  à  une  surface  du  second  ordre^  le  centre  de  la 
surface  est  au  point  de  concours  de  trois  plans  X,  X'.  X'' 
que  Von  sait  const/iiire. 

185.  La  même  analyse  s'appliquerait  à  la  détermination 
du  plan  lieu  géométrique  des  pôles  d*un  plan  fixe  R  =r  o 
par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  conjuguées 
à  deux  droites  V,Qet  à  un  tnèdre  donnés  ABC  =  o. 

Ce  nouveau  lieu,  en  effet,  ne  diffère  pas  du  plan  X  =  o 
défini  par  l'identité 

V  Xi  P.  Q.  -h  AB  -h  BC  4-  AC  =  RX. 

L'hyperboloïde  à  une  nappe  et  le  cône  représentés  par  les 
équations 

(i)  y  ).,  P^Q,  =  0, 

(2)  AB-l-BC-f- AC=o, 

se  coupent  donc  suivant  deux  courbes  planes  situées,  l'une 
dans  le  plan  donné  R  =  o,  l'autre  dans  le  plan  X  que  l'on 
cherche.  En  outre  il  existe  encore  une  telle  réciprocité 
entre  les  deux  surfaces,  que  chacune *d' elles  peut  tirer  de 
l'autre  le  complément  de  sa  détermination  :  l'hyperboloïde, 
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par  exemple,  recevant  trois  génératrices  du  second  mode 
de  génération,  des  droites  a',  jS',  y'  menées  y  de  manière  à 
s'appuyer  sur  les  génératrices  P,  Q  du  premier  mode,  par 
les  traces  sur  le  plan  R  des  trois  génératrices  du  cône  diri- 
gées suivant  les  arêtes  a,  ]3,  y  du  trièdre  donné*  Les  deux 
surfaces  se  trouvent  donc  déterminées,  et  il  est  facile  de 
définir,  par  trois  de  ses  points,  le  plan  X  de  leur  courbe  de 
sortie.  Que  l'on  mène,  en  effet,  par  les  génératrices  con- 
courantes a,  a'  des  4eux  surfaces,  un  premier  plan  (a,  a'), 
et  que  l'on  réunisse  par  une  droite  les  traces  sur  ce  plan 
des  génératrices  j3',  y'  de  l'hyperboloïde  :  la  génératrice  du 
cône,  désignée  par  a,  coupera  la  droite  résultante  en  un 
premier  point  x  du  plan  cherclié  dont  deux  autres  points 
s'obtiendront  ensuite  de  la  même  manière. 

Corollaire.  —  Etant  donnés  un  trièdre  et  un  tétraèdre 
conjugués  à  une  surface  du  second  ordre^  le  pôle  relatif 
d\in  plan  quelconque  R  est  au  point  de  concours  de  trois 
plans  X,  X',  X''  que  l'on  sait  construire. 

186.  Problème.  —  Déterminer  la  droite  des  centres  de 
toutes  les  surfaces  du  second  ordre  conjuguées  aux  deux 
couples  de  droites  P  et  Q,  R  et  S  :  ou  la  droite  de  commune 
intersection  de  tous  les  planslL  =  o  définis  par  Videntité 

dans  laquelle 

désignent  des  faisceaux  de  quatre  plans  conduits  à  volonté 
par  chacune  des  droites  P,  Q,  R,  S.  Que  Ton  considère,  à 
cet  effet,  les  surfaces  représentées  par  les  équations 

XjP.Q,  =  0, 


(2)  VpiR,S.=:0. 


19^  CHAPITRE    y. 

On  reconnaît  aussitôt  deux  hyperboloïdes  h  une  nappe, 
passant^  le  premier,  par  les  droites  données  P  et  Q,  le  se- 
cond par* les  droites  R  et  S:  homothétiques  entre  eux, 
d'après  l'identité  (i),  et  dont  la  courbe  d'intersection  est 
située  dans  Tun  des  plans  X  =  o  dont  on  cherche  Tenve- 

Fig.  27. 
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loppe.  D*ailleurs^  bien  que  Ton  ne  connaisse  à  priori  que 
deux  génératrices  de  chacun  de  ces  hyperboloïdes,  il  est  aisé 
d'en  découvrir  deux  autres,  ou  de  reconnaître  qu'ils  passent 
respectivement  par  les  côtés  de  deux  quadrilatères  gauches 
homothétiques  (^g.  27), 

PR'QS'  (ou  abcd) ,     RP'SQ'  (ou  a'b'c'd') , 

ayant  deux  de  leurs  côtés  opposés  dans  les  droites  P  et  Q, 
R  et  S  de  Tune  ou  de  l'autre  couple,  et  que  détermine  la 
seule  donnée  de  ces  droites.  Le  problème  que  nous  nous 
étions  proposé  se  ramène  donc  au  suivant  : 

Deux  séries  (V  hyperboloïdes  y  homothétiques  deux  à 
deux,  étant  conduits  respectiv^ement  par  les  côtés  de  deux 
quadrilatères  gauches  homothétiques ,  et  se  coupant  deux 
à  deux,  suiv^ant  une  courbe  plane  :  construire  la  droite 
eny^eloppe  du  plan  de  cette  courbe. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de  simi- 
litude o  des  deux  quadrilatères.  Les  plans  de  leurs  angles 
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/\   ^  /^  /\  /\.    <f^.    /\.    A. 


successifs  a,  è,  c,  d,  ou  a\  fc',  c',  <i',  pourront  être  définis 
par  les  équations 

\  (A  +  i)(B-^i)(C  +  i)(D-l-i)  =  o, 
^    ^  1   (A  +  X-)(B-f-A0(C4-^)(D-f-^)=o, 

où  A,  B,  C,  D  désignent  des  fonctions  homogènes  de  la 
forme 

ax  -I-  û'j^  +  a"z, .  .  .  ,  c?.r  H-  û?'j  -h  <i"z, 

et  h  le  rapport  de  similitude  des  deux  quadrilatères.  Deux 
quelconques  des  hyperboloïdes  horao  thé  tiques  dont  il  s'agit 
seront  représentés  par  les  équations 

(i')  (A  +  i)(C4-i)-f->(BH-i)(D  +  i)=:o, 

[i')  (A-f-A-)(C+^-)  +  À(B  H-/-)(ï>  +^0  =  o, 

et  le  plan  de  leur  courbe  d'intersection  par  la  suivante  : 

(3)  (AH-  i)(C-+-î)— (A4-X')(C  4-/5-) 

-f- >[(B  +  l)  (D  +  l)  —  (B  -t- A)(D  +  X-)]  rrr  o. 

Tous  les  plans  analogues  passent  donc  effectivement  par 
une  même  droite  :  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 

(4)  (A+i){C  +  i)-(A+/)(C-f-/5-)==o, 

(5)  (B-4-i)(D4-i)—  (B-f-A)(DH-^)  =  o, 

el  qu'il  reste  seulement  à  définir.  Or  la  définition  du 
plan  (4)  <îst  en  évidence  dans  son  équation  :  il  coïncide 
(Jîg.  28)  avec  le  deuxième  plan  diagonal  (M,  M')  deTangle 

Fig.  28. 


solide  tétraèdre,  à  faces  opposées   parallèles,  formé  par 

i3 


194  chapithe  v. 

les  plans  successifs  des  angles 


/\      y^        /\         /\ 

a^   r,   a\  c' 


des  deux  quadrilatères.  Le  deuxième  plan  diagonal  de  Tanglc- 
solide  tétraèdre  formé  par  les  plans  des  angles 

/\    /\    /\     /\ 
by   d,   b',  d} 

coïncide  de  même  avec  le  plan  (5).  Et  ces  deux  plans  dia- 
gonaux se  coupent  suivant  la  droite  cherchée. 

Mais  on  peut  achever  autrement  et,  les  équations  (4),  (5) 
simplifiées  étant  écrites 

(4')  A-hC-f-i4-X=:o, 

(5')  B+D-f-H-A=o, 

ou,  d'une  manière  équivalente, 

(4")  (A-I-I  +  A4-/)  H-  (C  +  i-f-C  +  /-)  =0, 

(5")         (B-I-1  -f-  B-+-^)  -f-  (D-f-i  -f-  D -+-/•)  =  o, 

ou  enfin 

(4")  A''4-C"  =  o, 

(5"')  B"-f-D"=o, 

reconnaître  dans  celles-ci  les  plans  polaires  de  Toriginc  o,. 
par  rapport  aux  dièdres  formés  des  plans  des  angles  op- 
posés 

a"  et  c",     b"  et  d" 

du  quadrilatère  a"h"c"d"  SL-sfdiUi  pour  sommets  les  points- 
milieux  des  droites  aa\  bb\  ce',  rld'. 

La  droite,  lieu  géométiique  des  centres  des  surfaces  du 
second  ordre  conjuguées  à  deux  couples  de  droites,  se  peut 
donc  obtenir  de  la  sorte  : 

Inscriv>ant,  aux  deux  droites  de  chaque  couple,  des  pa- 
rallèles aux  droites  de  Vautre,  on  déteimine  d^ abord  le 
centre  de  similitude  o  et  le  quadrilatère  médian  a"b"c"d'^ 
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iles  deux  quadiilatères  homothétiques  qui  résultent  de 
cette  construction.  Déterminant  les  plans  polaires  de  ce 
centre  de  similitude^  par  rapport  à  chacun  des  dièdres 
diagonaux  du  quadrilatère  médian^  leur  intersection  nest 
autre  que  la  droite  cherchée, 

Uire^  analyse  toute  semblable  conduirait  à  une  semblable 
construction  de  la  droite,  lieu  géométrique  des  pôles  d^un 
plan  fixe ^  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  conjuguées 
à  deux  couples  de  droites. 


i3. 
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CHAPITRE  VI. 

TRIANGLES  ET  TÉTRAÈDRES  œNJUGDÉS. 

Sommaire.  —  Des  foyers  et  des  tangentes  dans  les  coniques;  des  foyers  et 
des  plans  tangents  dans  les  surfaces  du  second  ordre.  —  Triangles  el 
tétraèdres  conjugués;  théorèmes  et  problèmes.  —  Des  axes  principaux 
d'un  ellipsoïde  défini  par  trois  diamètres  conjugués,  et  de  leur  construc- 
tion à  Taide  d'une  hyperbole  et  d'un  cercle. 


^  I.  —  Des  propriétés  descriptives  auxquelles  donnent 
lieu  les  foyers  et  les  tangentes  d^une  conique  y  lesfojers 
et  les  plans  tangents  d'aune  surface  du  second  ordre. 

187.  L'évidente  généralisalîon  qu'apportent,  à  la  notion 
(lu  centre  et  aux  propriétés  des  diamètres  conjugués  dans 
les  courbes  du  second  ordre,  la  notion  et  les  propriétés  de 
leurs  triangles  conjugués  ;  la  simplicité  caractéristique  de 
Téquation  de  ces  courbes  rapportées  à  l'un  de  ces  triangles, 
la  définition  de  chacun  de  leurs  foyers  par  le  sommet  com- 
mun à  une  infinité  de  triangles  conjugués,  rectangles  en 
ce  sommet^  montrent  tout  d'abord  l'importance  du  rôle 
que  peuvent  jouer  ces  triangles  dans  la  théorie  des  coni- 
ques, et  qui  se  précisera  mieux  dans  le  cours  de  ce  Cha- 
pitre. Nous  aurons,  en  effet,  à  y  réunir  les  éléments  néces- 
saires pour  la  détermination,  en  grandeur  et  en  direction, 
des  axes  principaux  d'une  ellipse  ou  d'un  ellipsoïde  définis 
par  leur  centre  et  un  triangle  ou  un  tétraèdre  conjugués. 
Les  belles  recherches  de  M.  H.  Faure  nous  ont  appris  sur 
ce  point  beaucoup  de  choses  fort  cachées,  que  leur  simpli- 
cité range  dans  le  petit  nombre  de  celles  que  la  Géométrie 
doit  retenir.  Nous  reproduirons  dans  ce  Chapitre  ceux  des 
résultats  obtenus  parce  géomètre  qui  se  rapportent  le  mieux 
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à  notre  objet,  ainsi  que  l'une  des  additions  quy  a  apportées 
M.  Painvîn;  mais  nous  y  emploierons  seulement  cette  ana- 
lyse mixte  dont  on  a  pu  reconnaître  déjà  la  commodité,  et 
qui  nous  mènera  jusqu'à  la  fin  de  cet  ouvrage. 

188.  Une  courbe  du  second  ordre  étant  rapportée  alter- 
nativement à  divers  triangles  conjugués  par  les  équations 
nécessairement  équivalentes 

(i)  aX'  -{-bY'=Z', 

(i')  a'X'^H-^»'Y'2=Z% 


les  identités 

«X'-f-  ^Y'=  «'X'2  -h  b'Y''=, . . 

qui  en  résultent,  entraînent  l'identité  des  diverses  courbes 

(2)  aX'  -hbY'  =1, 

(2')  «'X'24-6'Y'2=i, 


et  ce  théorème  :  «  Toutes  les  couples  de  droites  conjuguées 
à  une  conique  fixe  (i),  menées  par  une  même  origine, 
sont  dirigées  suivant  les  diamètres  conjugués  d'une  se- 
conde conique  (2)  qui  se  réduit  à  un  cercle,  si  les  droites 
de  deux  de  ces  couples  sont  rectangulaires  5  et  l'origine 
considérée  est  alors  l'un  des  foyers  de  la  conique  primi-, 
tive.  »  On  pourra  donc  toujours  substituer,  à  la  donnée 
d'un  foyer,  celle  de  deux  couples  de  droites  rectangulaires 
menées  arbitrairement  par  le  point  donné  et  conjuguées 
à  la  courbe;  ou  la  donnée  équwalente  d^une  seule  couple^ 
de  direction  inconnue  ou  indéterminée, 

189.  Si  Ton  cherche,  par  exemple,  le  lieu  des  foyers 
des  coniques  inscrites  au  quadrilatère  P^ . .  .P4  =  o,  et  que 
l'on  désigne  par  Xj  et  Y,,  X,  et  Yj  les  côtés  de  deux  angles 
droits  ayant  pour  sommet  commun  l'un  des  points  du  lieu  : 
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on  pourra,  par  un  théorème  antérieur  (n^  186,  p.  160), 
écrire  cette  identité 

(i)  V>.  PJ  =  f*.  X.  Y.+  fx,X,  Y,. 

Mais  parce  que  les  droites  Xi  et  Yi,  Xj  et  Y,  sont  rectan- 
gulaires, l'équation 

fA,  X,  Y,  4-  fAj  Xj  Ya  =  o 

ne  peut  représenter,  quel  que  soit  le  rapport  /Xi  :  /ixj,  qu'un 
système  de  droites  rectangulaires  XY  =  o.  On  peui,  dès 
lors,  poser  identiquement 

fi.X.Y.  +  fx,X,Y,  =  XY; 
ce  qui  permet  d'écrire,  au  lieu  de  l'identité  précédente, 

=  XY. 


(O  ^\Pî^ 


Le  lieu  considéré  ne  diffère  donc  pas  du  lieu  géomé- 
trique des  points  d'où  Voti  peut  voir  les  trois  diagonales 
du  quadrilatère  proposé  Pj . . .  P4  sous  des  angles  ayant 
les  mêmes  bissectrices  o  =  X=Y.  Or  l'équation  de  ce 
dernier  lieu  s^oblient  bien  aisément,  et  l'on  trouve  ainsi 
((  une  courbe  du  troisième  dçgré  passant  par  les  points  cir- 
culaires à  l'infini,  par  les  six  sommets  du  quadrilatère  pro- 
posé, comme  par  les  pieds  des  trois  hauteurs  du  triangle 
formé  de  ses  diagonales  (Faure)^  et  dont  l'asymptote,  pa- 
rallèle à  la  médiane  du  quadrilatère,  ou  aux  diamètres  de  la 
parabole  inscrite  (Cremoka),  passe  par  le  point  symé- 
trique du  foyer  de  celte  parabole  par  rapport  à  la  mé- 
diane. •)) 

Si  l'une  des  tangentes  données  disparaît  à  l'infini,  ou  si 
Ton  a  P4  =  const.,  l'identité  (i')  peut  s'écrire 


V^3 


X,P?  =  XY-|-  const. 
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Le  lieu  du  foyer  des  paraboles  inscrites  à  un  triangle  coïn- 
'Cide  donc  avec  le  lieu  du  centre  des  hyperboles  équilalères 
conjuguées  à  ce  triangle^  et  le  problème  ainsi  transforme, 
une  élimination  qui  ne  présente  plus  de  difficulté  le  résout 
par  le  cercle  que  l'on  sait. 

190.  La  donnée  des  deux  foyers  f  f  d^ une  conique 
^quivfaut  de  même  à  celle  de  deux  angle^  droits  XY  =  o, 
X'Y'  =  o,  conjugués  à  la  courbe^  indéterminés  de  direc- 
tion et  décrits  respectivement  sur  chacun  de  ces  foyers 
comme  sommets.  De  telle  sorte  que,  si  T  =  o  désigne 
Tune  des  tangentes  de  la  courbe  et  V=  o  une  droite  quel- 
conque menée  par  son  point  de  contact^  les  deux  couples 
de  droites  conjuguées  T*=  o  et  TV=o,  et  les  quatre 
couples  analogues  que  remplacent  XY  et  X'Y'nous  per- 
mettront d'écrire  les  identités  suivantes  : 

XY  4- X' Y' 4- T' 4- TV  =  o, 
XY-f-X'Y'  =  T(T-f-V),  ■ 
-(i)  XY-f-X'Y'=TT'. 

Or  il  résulte  immédiatement  de  celle-ci  que  les  droites 
T,  T'  sont  perpendiculaires  entre  elles,  et  que  les  angles 
■droits  XY,  X'Y',  TT'  sont  ceux  que  forment,  avec  les  cô- 
xés  X,  X',  T  d'un  triangle,  les  hauteurs  (Y,  Y',  T')  res- 
pectivement opposées  à  ces  côtés.  Les  deux  foyers  et  le 
point  de  contact  de  la  tangente  représentent  donc  les  pieds 
des  trois  hauteurs  d'un  triangle  dont  cette  tangente  ferait 
l'un  des  côtés  :  et  la  propriété  connue  de  la  tangente  est 
comprise  dans  ce  résultat. 

Mais  si  l'on  observe  que  la  polaire  du  point  de  concours 
de  deux  droites  (XY),  par  rapport  à  la  conique  formée  de 
ces  droites,  est  indéterminée,  et  que  son  équation  se  réduit 
à  Tidentilé  o  =o;  on  conclura  plus  clairement,  de  Tiden- 
tîté  (1),  que  la  polaire  de  chacun  des  foyers,  par  rap- 
port à   Tangle  TT',  passe  par  l'autre  :  ou  que  les  deux 
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foyers  sont  conjugués  par  rapport  au  système  formé  de 
chacune  des  tangentes  de  la  courbe  et  de  la  normale  cor- 
respondante :  ou,  enfin,  etc.  * 

Remarque  I,  —  Connaissant  les  foyers  fff  d^une  co- 
nique et  une  couple  de  droites  conjuguées  AA'=  o,  le 
pôle  de  Tune  d'elles  A  se  trouvera  au  point  de  concours  de 
la  droite  conjuguée  A^  qui  est  donnée,  et  d'une  autre  con- 
juguée A''  qu'il  s'agit  d'obtenir. 

Posant,  à  cet  effet,  l'identité 

XY  +  X'  Y'=  AA'  -+-  Kk"^  A  (A'  4-  A'') 
ou 

XY  +  X'Y'  =  AA"'; 

on  en  déduit  encore  que  les  polaires  du  foyer/",  par  rapport 

aux  deux  angles  droits  AA''^  et  X'Y  ,  se  confondent:  ou  que 

la  polaire  de  ce  point,  par  rapport  au  seul  angle  droit  AA, 
passe  par  le  second  foyer y^'.  Le  segmentj^^  est  donc  divisé 
harmoniquement  par  les  droites  A,  A''',  et  l'on  peut  se  pro- 
curer successivement  un  point  de  la  droite  A''^,  cette  droite 
elle-même  et  sa  trace  sur  la  ligne  donnée  A'  :  ou  le  pôle 
cherché.  On  retrouve  en  même  temps  ce  théorème  connu  : 
«  Les  pôles  d'une  droite  fixe,  par  rapport  à  une  série  de 
coniques  homofocales,  appartiennent  à  une  seconde  droite 
perpendiculaire  à  la  proposée  et  passant  par  le  pôle  de 
celle-ci  par  rapport  au  système  des  deux  foyers.  » 

Remarque  II.  —  Connaissant  trois  couples  de  droites 
conjuguées  Pj  P'^ , .  .  . ,  Pj  P'3  et  Vun  des  foyers  f  d'une 
conique,  le  centre  de  la  courbe  est  au  point  de  concours 
de  trois  droites  que  Ton  sait  construire  et  que  l'on  peut 
aussi  définir  en  langage  ordinaire.  L'une  de  ces  droites 
D  =  o  est  définie,  en  effet,  par  l'une  ou  l'autre  de  ces 
identités 

(i)  >,P,P;-f-^P,P;-f-a,X,Y,H-a,X,Y,=  D, 

(i')  X,  P,  P;  -t-  >2  P2  P;  =  XY  -h  D. 
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Or  la  droite  D  définie  par  ridentîlé  (f)  est  l'axe  radical 
d'une  série  de  cercles  que  nous  savons  construire  (n^  152, 
p.  iSy)',  et  la  droite  identique  définie  par  Tidentité  (i') 
réunit  les  traces  de  l'hyperbole  équilatère  circonscrite  au 
quadrilatère  Pi  Pj  P',  P ^  sur  deux  parallèles  à  ses  asymp- 
totes, issues  du  foyer  donné.  Les  rayons  conjugués  or- 
thogonaux d'un  faisceau  en  involution  décrit  autour  du 
foyer /"fourniraient  d'ailleurs  les  directions  X,  Y;  et  en 
mettant  l'identité  (i')  sous  cette  forme 

on  apercevrait  ensuite  trois  points  distincts  de  la  droite  D, 
savoir  :  \vi  point-milieu  au.  segment  qui  aurait  pour  extré- 
mités le  foyer/*,  XY  ==  o,  et  le  point  de  concours  des  po- 
laires de  ce  foyer  par  rapport  aux  angles  Fj  P'^,  P,  F^  •,  le 
point-milieu , ...  (n°  151,  p.  iSy). 

191.  Les  propriétés  directives  qui  naissent  de  la  considé- 
ration de» deux  foyers  d'une  conique  et  de  deux  de  ses  tan- 
gentes o  =T  =T',  résulteraient  de  même  de  l'identité 

X.Y  +  X'.Y'=/7i.T2-l-///.T'^  =  0.0'. 

Les  deux  foyers  et  le  point  de  concours  des  tangentes  T,  T' 
sont  encore  les  pieds  des  trois  hauteurs  d'nn  triangle  dont 
le  troisième  côté  et  la  troisième  hauteur  ne  sont  autres  que 
les  bissectrices  ©,  ©'  de  l'angle  des  deux  tangentes  considé- 
rées. 

Mais  l'on  peut  dire  aussi  que  les  foyers  sont  conjugués 
par  rapport  au  système  de  ces  bissectrices  :  ce  qui  entraine 
la  symétrie,  par  rapport  à  l'une  quelconque  de  ces  droites, 
des  rayons  menés  de  leur  point  de  concours  aux  deux 
foyers. 

192.  Si  l'on  considère  enfin  deux  tangentes  T.T'=  o, 
leur  corde  de  contact  C  =  o  et  l'un  des  foyers  de  la  courbe  : 
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les  quatre  couples  de  droites  conjuguées  T*,  T",  CT,  CT 
et  les  deux  couples  rectangulaires  X^Yi,  Xj  Yj,  issues  du 
foyer,  entraîneront  encore  Fideùtité 

i7iT»H-w'T'»+CH-CT'  =  X»y|  +  X,Y,=XY. 

Les  équations  équivalentes 

(i)  mT^-h  /w'r2-+-C(T  +  r)=o, 

(l')  XY=:0 

représentent  donc  une  seule  et  même  courbe  :  un  système 
de  deux  droites  rectangulaires  issues  du  foyer  et  dont  les 
traces  sur  la  corde  C  =  o  sont  harmoniquement  conjuguées 
aux  extrémités  CT,  CT'  de  cette  corde:  ainsi  que  cela 
résulte  de  l'hypothèse  C  =  o  introduite  dans  l'équation  (i). 
Les  deux  droites  dont  il  s'agît  coïncident  donc  avec  les  bis- 
sectrices de  l'angle  sous  lequel  la  corde  considérée  est  vue 
du  foyer  f'^  et  il  résulte  encore,  de  l'équation  (i),  que  l'une 
de  ces  droites  ou  de  ces  bissectrices  passe  par  le  point  TT' 
ou  par  le  pôle  de  cette  corde. 

193.  On  vient  de  voir  combien  les  propriétés  directives, 
auxquelles  donnent  lieu  les  foyers  et  les  tangentes  d  une 
conique,  découlent  aisément  de  celui  de  nos  deux  théo- 
rèmes généraux  qui  concerne  six  couples  de  droites  conju- 
guées à  une  telle  courbe.  Et  bien  que  ces  propriétés  soient 
des  plus  simples  et  des  mieux  connues,  comme  l'analyse 
par  laquelle  nous  les  avons  établies  paraît  réellement  ana- 
lytique, c'est-à-dire  aussi  propre  à  l'invention  même  qu'à 
la  démonstration;  nous  allons  examiner  si  une  analyse 
semblable  ne  nous  permettrait  pas  de  découvrir  quelques- 
unes  des  propriétés  directives  qui  doivent  exister  entre 
les  foyers  et  les  plans  tangents  d'une  surface  du  second 
ordre. 

On  sait  que  toute  surface  du  second  ordre  admet  une 
intinité  de  foyers  distribués  sur  les  trois  coniques  focales 
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de  la  surface  et  servant  de  sommets  à  autant  de  cônes  de 
révolution  circonscrits  à  cette  dernière  :  de  telle  sorte  que 
la  seule  donnée  d'un  foyer  o  équivaut  a.  deux  conditions; 
à  quatre^  la  donnée  double  d'un  foyer  o  et  de  Taxe  oz  du 
cône  droit  circonscrit  qui  lui  correspond;  à  trois  seule- 
ment, la  donnée  de  l'axe  indéfini  oz,  lorsque  le  foyer  cor- 
respondant demeure  indéterminé. 

La  surface  que  l'on  considère,  rapportée  successivement 
à  une  série  de  tétraèdres  conjugués  ayant  en  commun  le 
sommet  o  et  la  face  opposée  T  =  o,  donne  lieu,  en  effet, 
aux  équations  équivalentes 

(i)  a-X}  -+-bY*  -hc  Z'  =T\ 


et  celles-ci  entraînent  les  identités 

ou  l'identité  des  diverses  surfaces 

(2)  aX^  -hbY'  -h.cZ'  =1, 

(2')  fl'X'»+A'Y''-+-c'Z'2=i, 


De  lace  théorème  :  a  Les  plans  des  faces  de  tous  les  trièdres 
conjugués  à  un  ellipsoïde  fixe  (i)  et  décrits  autour  d'un 
même  sommet  o,  sont  dirigés  trois  à  trois  suivant  les  plans 
diamétraux  conjugués  d'un  second  ellipsoïde  (2)  qui  de- 
vient de  révolution  autour  d'un  certain  axe  os,  si  deux  de 
ces  trièdres  conjugués,  ayant  une  arête  commune  oz,  de* 
viennent  tri-reclangles  ».  L'origine  considérée  o  est  alors 
l'un  des  fojers  de  la  surface  primitive  (i),  et  l'axe  corres- 
pondant représente  simultanément  l'axe  du  cône  droit  cir- 
conscrit 

(3)         aX^H-^Y^-hcZ'^ro,     ou     X^» -h  Y» H- cZ^  =  o, 

et  la  commune  arête  de  deux  dièdres  droits  conjugués  à  la 
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surface.  On  pourra  donc  encore  substituer^  aux  quatre 
conditions  qui  résultent  de  la  donnée  d^un  foyer  o  d'un 
ellipsoïde  et  de  Vaxe  qui  lui  con^espondy  la  donnée  équi- 
valente de  quatre  couples  de  plans  rectangulaires,  conju- 
gués à  la  surface,  sai^oir  : 

(F)  XZ,  YZ,  XY    et    X^Y,; 

les  trois  premières  couples  résultant  d*un  trièdre  trirec- 
tangle  XYZ  conduit  à  ^volonté  par  Vaxe  donné  oz^  la 
quatrième  y  d'un  dièdre  droit  X,Yi  mené  arbitrairement 
par  le  même  axe, 

194.  Considérons,  par  exemple,  une  série  d'ellipsoïdes 
inscrits  à  ThexaèdreP, . .  .Pg,  et  ayant  un  foyer  commun  o. 
Si  oz  désigne,  pour  Tune  de  ces  surfaces,  Taxe  correspon- 
dant à  ce  foyer,  les  six  plans  tangents  Pi,. . .,  Pe  et  les 
quatj'e  couples  de  plans  conjugués  rectangulaires  (F)  en- 
traîneront, en  même  temps  que  l'identité 

XY  -f-  X,  Y,  -h  ZX  -t-  ZY  H-  y\,  V]  =  o, 

l'identité  des  deux  surfaces 

(i)  XY  +  X.Y,H-Z(Xh- Y)=io, 

(I')  ^\p;  =  o, 

ou  ce  théorème  :  Étant  donnés  six  plans  tangents  et  l'un 
des  foyers  o  d'une  surface  du  second  ordre  ^  V  axe  corres- 
pondant à  ce  foyer  est  l'une  des  génératrices  d'un  cône 
circonscriptible  (*)  décrit  autour  du  point  o  comme  sont- 

(  *  )  Le  cône 

ûx'-ha'^'-H  a" z*-h  ibjrz  -\-  2.h'  zx  -¥■  ih" xjr  =  o 
e^i  circonscriptible  à  une  infinité  detrièdres  trirectangles  lorsque  lacondilion 

flH-  a'  -4-  a"  =  O 

est  remplie  :  et  cette  condition  résulte,  pour  le  cône  (i),  de  l'orthogonalilé 
des  plans  X,  Y,  Z  et  X^  Y,. 
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met  et  conjugué  à  V hexaèdre  résultant  des  six  plans  don^ 
nés.  On  peut  appliquer  ce  théorème  à  la  recherche  du  lieu 
des  foyers  des  surfaces  inscrites  à  un  système  de  huit  plans, 
comme  son  analogue,  n°  189,  au  lieu  des  foyers  des  co- 
niques inscrites  à  un  quadrilatère. 

19S.  Les  six  plans  tangents  que  nous  considérions  tout 
à  l'heure  se  peuvent  confondre  trois  à  trois,  et  les  dix  élé- 
ments qui  se  trouvent  en  présence  sont  alors,  outre  Tun 
des  foyers  o  de  la  surface  et  l'axe  oz  qui  lui  correspond, 
deux  plans  tangents  distincts  T.T'=o  et  leurs  points  de 
contact  respectifs  c,  c',  ou  la  corde  o  =  C=C'  qui  les 
réunit.  Dans  ce  cas,  les  six  couples  de  plans  conjugués 

T%  CT,  C'T;     r%  CT',  C'T', 

et  les  quatre  couples  rectangulaires  (F)  provenant  du  foyer 
et  de  l'axe  donnés  entraînent  encore  l'identité  des  deux 
surfaces 

(i)  XY  +  X,Y.  +  Z(X  +  Y)=:o 

et 

/  T(T4-cC-hc'C')  +  r(T-f-7C-t-7'C')  =  o 

(l'j        I  ou 

(  Te-hrG'  =  o. 

Or  la  première  ne  peut  être  qu'un  cône  circonscriptible 
ayant  son  sommet  au  foyer  donné  (X.Y.Z.Xj.Yi  =  o) 
et   l'une   de  ses    génératrices   dans    Taxe    correspondant 

02  (X.Y.Xi  Yj  =  o) -,  ou  l'unique  variété  que  comporte 
une  telle  surface,  c'est-à-dire  un  système  de  deux  plans 
orthogonaux,  dont  Vun  pas.^  par  V axe  oz^  et,  la  com- 
mune intersection^  par  le  foyer  donné  o.  Quant  à  l'autre 
surface  (i'),  elle  apparaît  d'abord  comme  un  hyperboloïde 
à  une  nappe  passant  par  les  côtés  du  quadrilatère  gauche 

(Q)  T.V,B.Q', 
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et,  en  particulier,  par  la  commune  intersection  TT'  des 
plans  tangents  donnés.  Mais  son  identité  avec  la  précé- 
dente exige  premièrement  la  réduction  de  ce  quadrilatère 
en  un  point  unique  par  la  collinéation  des  quatre  plans 
T,  T'^  0,  B'  5  ou  la  réduction  parallèle  de  l'hyperboloïde  en 
un  cône  dont  le  sommet  serait  en  quelque  point  co  de  la 
droite  TT',  et  qui  passerait  par  chacune  des  arêtes  de  l'angle 
solide  tétraèdre  TT' 69'.  Mais  déjà  le  sommet  du  cône  iden- 
tique (i)  est  le  foyer  donné  o,  lequel  n*appartient  pas  à  la 
droite  TT'.  Passant  dès  lors  par  la  droite  oz  et  par  la  droite 
TT'  ;  ayant  son  sommet  en  o  sur  la  première  droite  et  en  Gt> 
sur  la  seconde,  le  cône  (i)  ou  (i^)  se  réduit  à  un  système  de 
deux  plans  orthogonaux  R,  R':  le  premier  mené  par  oz, 
le  second  par  TT',  et  dont  la  commune  intersection  passe 
par  le  point  o  et  s'appuie  sur  la  droite  TT'.  Le  plan  mené 
par  cette  dernière  droite  et  le  point  o  représente  donc  l'un 
des  deux  plans  cherchés  R;  le  plan  R' mené  par  la  droiteoz, 
perpendiculairement  à  celui-là,  représente  l'autre.  D'ail- 
leurs R  et  R'  ne  sont  autres  que  les  plans  des  angles  dia- 
gonaux 

TT ,  W    et    rï,  ¥t 

de  l'angle  solide  TT'09'  dont  ils  doivent  contenir  les  quatre 
arêtes.  Les  plans  R,  R'  divisent  donc  harmoniquement  le 
troisième  angle  diagonal  du  solide, 

Tô  r?, 

ainsi  que  toute  droite  ce'  inscrite  dans  cet  angle.  Or  tel  est 
le  cas  de  la  corde  qui  réunit  les  points  de  contact  c,  c'  des 
plans  tangents  donnés;  et  l'on  a  ce  théorème,  dont  l'analo- 
gie avec  l'une  des  propriétés  focales  des  courbes  du  second 
ordre  est  évidente  :  La  corde  de  contact  ce'  de  deux  plans 
tangents  à  une  surface  du  second  ordre  est  div^isée  harmo- 
niquement par  un  système  de  deux  plans  rectangulaires 
conduits  :  le  premier  par  V  intersection  des  plans  tangents 
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considérés  et  Vun  quelconque  des  foyers  de  la  surface^ 
le  second,  par  Vaxe  correspondant  à  ce  foyer  ou  la  tan-- 
gente  à  la  conique  focale  qui  le  contient. 

Corollaire.  —  Une  série  de  surfaces  du  second  ordre 
ayant  en  commun  un  foyer  et  l'axe  qui  lui  correspond, 
inscrites,  en  outre,  à  un  dièdre  fixe  et  touchant  l'une  de 
ses  faces  suivant  un  point  donné  (huit  conditions),  touchent 
l'autre  suivant  les  points  d'une  droite  déterminée  que  l'on 
peut  construire. 

196.  Deux  plans  tangents  T,  T',  deux  foyers  o,  o'  et  les 
axes  oz,  o' z'  qui  leur  correspondent  donneraient  de  même 
naissance  à  dix  couples  de  plans  conjugués  par  rapport  à 
la  surface,  ou  à  l'identité 

que  l'on  pourrait  écrire 

(i')  S-+-S'  =  00'; 

en  désignant  par  S,  S' les  fonctions  relatives  à  deux  cônes 
circonscriptibles  ayant  pour  sommets  respectifs  les  foyers 
o,  o'^  par  0,  0'  les  plans  bissecteurs  du  dièdre  TT'.  Mais, 
comme  le  plan  polaire  du  sommet  d'un  cône,  par  rapport 
à  ce  cône  lui-même,  est  indéterminé,  les  plans  polaires  du 
foyer  o,  par  rapport  au  dièdre  00'  et  au  cône  S',  se  confon- 
draient en  un  seul;  et  deux  quelconques  des  foyers  o,  o' 
d'une  surface  du  second  ordre  seraient  harmoniquement 
conjugués  par  rapport  aux  plans  bissecteurs  d'un  dièdre 
quelconque  TT'  circonscrit  à  la  surface  :  résultat  évidem- 
ment contradictoire  avec  l'existence  d'un  nombre  déter- 
miné de  courbes,  lieux  géométriques  de  tous  les  foyers  de 
la  surface.  Et,  comme  les  principes  dont  nous  avons  fait 
usage  paraissent  à  l'abri  de  tout  soupçon  ;  que,  d'autre  part, 
la  présence,  dans  ridentité.(i),  de  deux  plans  tangents  quel- 
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conques  T,  T'  amène  nécessairement  la  contradiction  que 
nous  venons  de  remarquer,  ces  fonctions  T,  T'  doivent 
disparaître  de  l'identité  (i)^  les  fonctions  0,  @',  deTiden- 
lité  (i')  5  et  Ton  doit  avoir 

(2)  S  +  S'=o,     ou     S  =  S' 

par  la  réduction  accidentelle  des  huit  couples  de  plans  con- 
jugués qui  résultent  des  deux  foyers  et  de  leurs  axes  en 
huit  couples  associées,  réductibles  à  sept  couples  conjuguées 
distinctes  (n**169,  p.  172).  Or  les  cônes  circonscriptibles 
S,  S'  ne  peuvent  devenir  identiques,  s'ils  ne  se  réduisent  à 
un  système  de  deux  plans  orthogonaux  déterminés,  qui 
sont  les  deux  plans  menés  par  le  premier  foyer  o  et  l'axe 
o^ z'  relatif  au  second,  par  le  second  foyer  o'  et  Taxe  oz 
relatif  au  premier. 

De  là  l'orthogonalilé  nécessaire,  et  qui  se  vérifie  effec- 
tivement, des  deux  plans  conduits  suivant  la  corde  qui 
réunit  deux  quelconques  des  foyers  d'un  ellipsoïde,  et  cha- 
cune des  deux  tangentes  menées  par  ces  foyers  aux  coni- 
ques focales  qui  les  contiennent.  La  difficulté  précédente  se 
trouve  donc  éclaircie,  l'identité  (2)  vérifiée;  et  Ton  voit 
que  si  les  identités  (i),  (1'),  où  ne  figurent  réellement  que 
sept  couples  distinctes  de  plans  conjugués  et  deux  plans 
tangents  T,  T',  ne  peuvent  exister  quand  il  s'agît  d'une 
seule  et  même  surface  du  second  ot'dre,  elles  existent  ce- 
pendant pour  deux  plans  T,  T^  qui  toucheraient  à  la  fois 
deux  surfaces  distinctes  ayant  en  commun  deux  foyers  et 
les  tangentes  aux  lignes  focales  qui  les  contiennent  [n^  169, 
p.  172).  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  :  Si  une  déy>e' 
loppable  de  la  quatrième  classe  admet  deux  foyers  o,  o', 
ou  si  elle  est  circonscrite  à  deux  surfaces  du  second  ordre 
dont  les  coniques  focales  aient  deux  points  communs  o,  o^ 
et  se  touchent  en  chacun  de  ces  points  \  les  plans  F,  F' 
menés  par  chacun  de  ces  foyers  et  Vat^te  d'un  dièdre 
quelconque  TT'  circonscrit  à  cette  dés^eloppahle  seront 
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également  inclinés  siu'  les  faces  de  ce  dièdre  : 

FT=:F'r. 

§  II.  —  Du  triangle  conjugué  à  une  conique  et  du  té- 
traèdre conjugué  à  une  surface  du  second  ordre. 

197.  Les  points  ou  les  tangentes  d'une  conique  étant 
rapportés  successivement  aux  côtés  ou  aux  sommets  de 
deux  triangles  distincts  A.B.C  =  o,  A'.B'.C  =  o,  tous  deux 
conjugués  à  la  courbe  5  les  équations  simultanées  résul- 
tantes 

(i)  aA'+ Z»B'4-cC^  =  o, 

entraînent  Tidentité 

(I)         aA}  4-  ^B^  H-  cC^  -f-  a! k'^  +  b'W^  -h  c'C"=o, 

et  celle-ci  (n°  129,  p.  i32)  ce  théorème  :  Si  deux  triangles 
sont  respectivement  conjugués  à  une  même  conique ^  leurs 
sommets  font  six  points  et  leurs  côtés  six  tangentes  d'une 
seconde  et  d^une  troisième  conique,  La  réciproque  est 
rendue  évidente  par  notre  analyse.  Et  comme  six  points 
ou  six  tangentes  d'une  telle  courbe  donnent  lieu  à  Ti- 
dentité  (I)  \  que  celle-ci  se  dédouble  dans  les  équations 
équivalentes  (i),  (1')  :  on  voit  encore  que  si  Von  sé^ 
pare  six  points  ou  six  tangentes  d^une  conique  en  deux 
gfoupes  composés  chacun  de  trois  points  ou  de  trois  tan- 
gentes, les  deux  triangles  résultants  sont  conjugués  à  une 
même  conique;  leurs  côtés  faisant  dès  lors  six  tangentes, 
ou  leurs  sommets  six  points  d'aune  troisième  conique. 

198.  Les  théorèmes  précédents  s'appliquant  d'eux- 
mêmes  à  la  figure  formée  de  deux  trièdres  inscrits ^  circon- 
scrits ou  conjugués  à  un  cône  du  second  ordre;  si  Ton 

4 
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compare  les  équations 

d'un  ellipsoïde  rapporté  successivement   à    deux   de  ses 
trîèdres  conjugués,  l'identité  résultante 

ax"  -I-  hy"^  H-  cz^  —  a'x"*  —  h^  f  —  c'z"  ^  o 

se  traduira  par  ce  théorème  :  Deux  groupes  de  trois  dia- 
mètres conjugués  d^un  ellipsoïde  font  toujours  six  géné- 
ratrices, et  deux  groupes  de  trois  plans  diamétraux  con- 
jugués six  plans  tangents  d'un  même  cône  du  second  ordre 
(Steuter,  Sjst.  Entwick.y  p.  3i3). 

199.  Une  conique  dont  le  centre  est  connu  est  entiè- 
rement définie  par  la  donnée  complémentaire  d'un  triangle 
inscrit,  circonscrit  ou  conjugué.  On  peut  donc  se  proposer 
de  déduire  directement,  de  ces  données,  les  axes  princi- 
paux de  la  courbe  en  grandeur  et  en  direction.  De  là  trois 
problèmes  que  nous  allons  traiter  successivement,  mais  en 
nous  bornant  à  leur  résolution  numérique  et  réservant 
leur  construction  pour  le  dernier  paragraphe  de  ce  Cha- 
pitre. Notre  analyse  reposera  d'ailleurs  sur  les  lemmes 
suivants  : 

Lemme  L  —  Quels  que  soient  les  angles  tfi,  «t^  cts,  on  a 
toujours  cette  identité 

(i)   C0Sa(SiD(a2  —  as)  -4-C0Sa2sin(a3  — ai)-i-C0Sa3sin(ai  —  ajj^o. 

Lemme  II.  —  Le  carré  de  la  distance  du  centre  d'une 
conique  à  Tune  quelconque  de  ses  tangentes  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  des  produits  obtenus  en  multipliant  cha« 
cun  des  demi-axes  de  la  courbe  par  le  cosinus  de  l'inclinai- 
son de  cet  axe  sur  la  normale  correspondante  N  (n°82, 
p.  68) : 

(2)    P*  =  û'cos'(N,  â') -h6^cos*(N,  b)  =a'cos*a  +  ^Hin'a, 
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200.  Problème  I.  —  Former  V équation  aux  carrés  des 
axes  principaux  d^une  conique^  donnée  de  centre^  et  ins- 
crite à  un  triangle  donné. 

Soient,  à  cet  effet,  Pi,  Pj,  Ps  les  distances  données  du 
centre  de  la  courbe  aux  côtés  i,  2,  3  du  triangle  circon- 
scrit donné;  oci,  a^,  a^  les  inclinaisons  deà  normales  à  ces 
côtés  sur  l*axe  ia  de  la  courbe.  Nous  aurons,  d'après 
le   lemme  II, 


/ï'cos'06,  +  i>'sin^a,, 
rt^cos'aj  -+-  i'sin'a^, 
fl^cos^aa  +  ^^sin'^aa  ; 


OU  encore,  et  par  une  transformation  évidente. 


cos 


De  là,  en  transportant  ces  valeurs  dans  Tidentîté 
cosaisi]:i(a2  —  «3)  -4- coS aj sin  (as  —  ai)H-  cosa3sin(ai  —  aa)^  0, 

€t  remarquant  d'ailleurs  [fig*  29)  que  les  sinus  des  angles 
««  — »«8ï  «8  —  «19  «1  —  «îi  et  ceux  des  angles  même  1, 2,  3 


du  triangle  considéré,  sont  égaux  et  de  signes  contraires  5 
on  pourra  remplacer  en  même  temps  tous  les  premiers 

.4. 
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sinus  par  les  derniers,  et  écrire 

sinî ^F]  —  b^  -+-  sin 2  y  P|  —  b^  H-  sin  3  yj^X  —  b^  =  o 
ou  encore 

(I)         fli  ^P;  —  b^  -*-  tf,  ^Pî  —  b'  -h  «3  V^Pi  —  b^  =  o. 

Telle  est  V équation  aux  carrés  des  demi-axes  [b)  d^une 
ellipse  inscrite  à  un  triangle  en  fonction  des  côtés  a^^a^^  a^, 
de  ce  triangle  et  des  distances  Pi,  Pj,  P,  du  centre  de  la 
courbe  à  ces  côtés, 

201 .  Étant  donnés  six  plans  tangents  et  le  centre  d'une 
surface  du  second  ordre,  comment  obtenir  Técpiation  aux 
carrés  des  demi-axes  principaux  de  la  surface? 

Nous  avons  trouvé  déjà,  bien  que  d'une  manière  in- 
directe, le  second  terme  de  cette  équation  qui  ferait,  dans 
Tespace,  Tanalogue  de  la  précédente  (I)»  et  qu'il  serait  fort 
intéressant  d'obtenir  tout  entière  :  elle  supposerait,  toute- 
fois, une  élimination  qui  parait  offrir  de  très-grandes  dif- 
ficultés. Sous  un  point  de  vue  plus  restreint,  le  théorème 
suivant,  que  nous  nous  contenterons  d'énoncer,  est  aussi 
un  analogue  du  théorème  de  Géométrie  plane  exprimé  par 
la  formule  (I)  : 

Étant  donnés  quatre  plans  tangents  et  le  centre  d'^un 
ellipsoïde  de  révolution,  l'axe  double  ai,  ou  le  diamètre 
du  cercle  principal  de  la  surface ,  est  défini  par  V équation 

(V)  V  sin  (2  3  4)  v^PJ  — ^'  =  o; 

P,,  P„  Pj,  P*  désignant  les  distances  du  centre  de  V ellip- 
soïde aux  plans  donnés^  et  sin  (2  3  4)  le  sinus  de  V angle 
solide  formé  par  les  normales  de  trois  de  ces  plans. 

202.  Problème  II.  —  Former  V équation  aux  carrés 
des  axes  principaux  d^une  conique  donnée  de  centre  et 
circonscrite  à  un  triangle  donné. 
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De  réqualion 


à'        h^ 


> 


d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  de  figure,  on  déduit, 
pour  le  carré  du  rayon  vecteur  mené  du  centre  à  un  point 
quelconque  de  la  courbe, 

ou 


a  sjf—b'^__       si  f—  b" 


COSa  :=  -  — =  k 

Si  donc  on  désigne  par  pi,  pj,  p^  les  distances  du  centre  de 
l'ellipse  considérée  aux  sommets  1,  2,  3  du  triangle  inscrit; 
par  «1,  âCg,  cc^  les  inclinaisons  des  diamètres  correspondants 
sur  l'axe  2 a  de  la  courbe,  on  peut  écrire 


cosai=:A- — ^— ,    cosaj  =  ^ — ^ ?   C0Sa3=:X  ---^-^ • 

Pi  p2  p3 

Et  si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'identité 

cosatsin  (a2  —  aj)  -I-  cosa2sin(a3 — ai)  4-00803  sin  (ai  —  «2)  :=  o, 

on  trouve  successivement  (Jig.  3o) 


\    V/pî—  ^^pap3sin(a,—  aj)  =  o;      . 


'v/pr=^ .  .       . 

-^ sm  (aj —  as)  =  o, 

Pi 


3 
ou,  en  remplaçant  enfin  les  produits  p%  p^  sin  («t  —  «3)1  •  • 
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par  les  équivalents  ûj  Pi,  «j  Pj, .  . . 

(II)    a,  P,  v/pî  —  b^-¥a,  P,  )Jf,  —  b^-^a,  P,  s/^l  —  à'=o. 

Telle  est  r équation  aux  carres  des  demi-axes  (b)  d^ une- 
ellipse  en  Jonction  des  côtés  «j,  as,  a^  d'un  tnangle  in- 
scrit et  des  distances  Pj,  pi  ^  Pj,  ps  ;  Pj,  ps  du  centre  de  la 
courbe  aux  côtés  et  sommets  de  ce  triangle.  Ces  dernières 
distances p\^  p^t  p%  disparaissent  d'ailleurs  de  Téquation  (II) 

développée. 

« 

203.  Etant  donnés  quatre  points  et  le  centre   d^un 

ellipsoïde  de  révolution,  l'axe  double  2b j  ou  le  diamètre 

du  cercle  principal  de  la  surface,  est  défini  par  V équation 


=  0; 


(II')  2'sin(p,p,p,)-^^-^  = 

Pi^  pi9  pi^Pk  désignant  les  demUdiamètres  menés  du  centre 
aux  quatre  points  donnés^  et  sin  [pt  p^  p^)  l^  sinus  de 
l'angle  solide  formé  de  trois  de  ces  diamètres  (  Nouvelle» 
uinnales  de  Mathématiques^  i865,  p.  208). 

204.  Problème  III.  —  Former  Véquation  aux  carrés 
des  axes  principaux  d\ine  conique  donnée  de  centre  et 
conjuguée  à  un  triangle  donné. 

Le  problème  actuel  se  peut  ramener  à  celui  des  précé- 
dents où  Ton  a  déduit  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes 
des  seules  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  côtés  d'un 
triangle  circonscrit. 

Soient,  en  effet,  Pupt^Pz  les  traces,  sur  les  côtés  23, 
31,  12  du  triangle  conjugué  que  l'on  considère,  des  dia- 
mètres ol,  o2,  o3  aboutissant  aux  sommets  opposés*,  et 
i\'i^i^^%  les  points  définis  sur  ces  diamètres  par  les  re- 
lations {fig*  3i) 

—  2  — 2  — 2 

.  ,  ot\  or^  or-i 

oX,opx        o%opt        o3,op3 

Les  points  /'j,  r,,  r,  obtenus  de  la  sorte  appartiennent  à  la 
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courbe,  et  les  parallèles  menées  par  ces  points  aux  côtés 
23,  31,  12  du  triangle  conjugué  primitif,  déterminent  un 
second  triangle  l'2'3'  circonscrit  à  la  conique  considérée  : 
dont  les  demi-axe3'  (b)  seront  fournis  dès  lors  par  l'équa- 
tion (I)  (n°  200,  p.  2X2) 

(I)         û,  v^pT^T^h-  a,  siK  —  à' -h  a,  VF/  —  à' =  o, 

où  a],aa,as  désignent  les  côtés  de  Fun  quelconque  des 
triangles  semblables  1  2  3,  1  '  2'  3';  F, ,  F„  P^,  les  dislances 
du  centre  de  la  courbe  aux  côtés  du  second  l'2'3'. 

Fig.  3i. 


D'ailleurs,  si  par  les  sommets  du  triangle  primitif  1  2  3, 
et  parallèlement  aux  côtés  opposés,  on  mène  les  côtés  d'un 
troisième  triangle  1"2''3",  les  égalités  de  construction  [a) 
entraîneront  entre  les  distances  Pi,  F,,  F,;  PjjP'j,?^  ; 
Ps,  Fj,  P*^  du  centre  o  de  la  courbe  aux  côtés  des  trois  trian- 
gles, les  relations  équivalentes 


ou  celles-ci 


I  = 


p/  2  p^  2 

*  I *  2 

Pi.p';  ^  p,.p' 


p/2 
-^  S 


p.-p':  ' 


I  =r 


P' 


fi 


tt  2 


P' 

■■3 


i/2 


Pi(P.H-A.j        P2(P2-h/<,)        P3(P3-h/ra)  • 

les  lettres  /ij,  A,,  h^  désignant  les  hauteurs  opposées  aux 
côtés  «1,  «1,  «8  du  triangle  12  3,  prises  en  valeur  absolue  5 
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et  les  distances  Pj,  P,,  P3  étant,  comme  à  Tordinaire,  né- 
gatives toutes  les  trois  pour  un  point  o  qui  serait  intérieur 
à  ce  triangle  (*). 

Or  les  valeurs  résultantes  de  P'j%  P-,%  P^  étant  substi- 
tuées dans  la  formule  (I),  elle  devient  successivement 

■  V  «.  V^P.(P.-f->i.)-^'=  o, 
V   v/«,  P,  («,  P,-t-fl. /i,)—  b'a]=:o, 

\   v/«,Pi(«,  P,+  2S)  —  62«f  =  o; 

ou,  eu  utilisant  la  relation 

«i  Pi  -h  <72  P2  -h  ^3  P3  =  —  2S, 


et  multipliant  tous  les  termes  par  y^ — i, 

(III)  \   s/b^a]  -+-  a,  P,  («3  Pa  -4-  ^3  Ps)  =  o. 

yeZ/e  e5f  V équation  aux  carrés  des  demi-axes  [h)  d\ine 
ellipse  conjuguée  à  un  triangle  en  fonction  des  dislances 
PjjPgjPs  du  centre  de  la  courbt  aux  côtés  de  ce  triangle 
et  des  nombres  a^^a^^  a^  qui  mesurent  ces  côtés. 


(*)  On  a,  dans  la^g'.  3i, 

Pi<o,     P,>o,     P,>o; 

et  le  passage,  plus  explicite,  des  relations 


2'         — 2  — 2 


r    .  or.  ot\  or^ 

{a)  H-i=r._-i =__! =  _^L_, 

^  01, op^       ol.op^        06. op^ 

aux  relations  (a")  exigerait  que  l'on  écrive  d'abord,  au  lieu  de  ces  der- 
nières, 

_  p;' p;»        _       p,' 

(«  ^     "*"'"" -(P.-^^)(-p.)•"(P,-t-/i.)P,~(P.-*-/..)p/ 
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205.  Théorème  I.  —  La  somme  a}  4-  i'  des  carrés  des 
demi^axes  principaux  d\ine  conique  est  mesurée  par  la 
puissance  du  centre  de  la  courbe  par  rapport  au  cercle 
circonscrit  à  Vun  quelconque  de  ses  triangles  conjugues, 

(Faure.) 

L'énoncé  de  ce  théorème  serait  en  évidence  dans  le  se- 
cond terme  de  l'équation  précédente  développée.  Pour  le 
vérifier  directement,  rapportons  la  courbe  (Jig»  82)  à  deux 
diamètres  conjugués  Oor,  Oj^  dont  l'un  Ox  passe  par  le 
sommet  A  du  triangle  conjugué  ABC  que  l'on  considère; 
et  désignons  par  A'  la  seconde  trace  de  ce  diamètre  sur  le 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  La  puissance  u  du  centre 
de  l'ellipse  par  rapport  à  ce  cercle  sera  mesurée  par  le 
produit  OA .  OA', 

(i)  or^ÔA.ÔÂ'. 

Or,  le  côté  BC,  parallèle  à  Oj^  coupant  l'axe  Ox  au  point 
P,  l'on  a  d'abord,  eu  posant 

OP  =  x\ 
(2  0A  =  — . 

La  situation  sur  un  même  cercle  des  quatre  points  A ,  A',  B,  C , 

Fig.  32. 


et  la  division  harmonique  (B,  C5  M,  M')  donnent  ensuite 
(fS-  32) 

PA'.PA  ==  PB.PC  =  Pm'=  Pm'  =  y'  =  ^^  (a"  —  x'^), 


ai8  cBAFrrmB  vi. 

et  l'on  en  déduit  successÎYement 


PA 


"~        a'KVK        ""  /i'\OA— OP;  ""    „ /«''         ~  "^    «"    ' 
(3)  OA':=L_^l^. 


« 


Il  ne  reste  plus  qu'à  multiplier,  membre  à  membre^  les 
égalités  (i),  (2),  (3);  et  Ton  trouve  dans  Tégalîté  résul- 
tante, simplifiée, 

(i ,  2,  3)  cr  =  a" -h  b'^  =  «»  -4-  b\ 

206.  Une  autre  démonstration  résulterait  encore  des 
considérations  suivantes. 

Que  1  on  imagine  une  ellipse 


a'    ' 


'        6«-'' 


et  Tun  de  ses  triangles  conjugués;  et  que  Ton  prenne 
[Jig-  33)  Tune  des  traces  m  du  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle  sur  le  cercle 

x»-+-j2  — fl»  _f.  1,7^ 

lieu  géométrique  du  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à 
la  courbe.  Par  un  théorème  antérieur  (n°  197,  p.  209)^ 
les  sommets  de  deux  triangles  conjugues  à  une  conique 
font  six  points  d^une  autre  conique.  On  pourra  donc 
prendre  le  point  m  pour  premier  sommet  d'un  second 
triangle  mnp,  conjugué  à  Fellipse,  inscrit  au  même  cercle  C 
quelle  précédent,  et  dont  les  deux  autres  sommets  seront  les 
traces  de  ce  cercle  sur  la  polaire  du  point  m  par  rapport  à 
Fellipse.  Or  si  H  est  le  point  milieu  de  la  corde  NP,-  la  di- 
vision harmonique  (N,  P;  n,  ^)  entraine  la  relation 


•2     — 2 


(i)  HN  =  HPr=H/î.B/;. 
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En  outre,  comme  l'angle  NmP  est  droit,  le  point  H  est  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  NmP*,  l'oh  a 

(2)  HN=:HP  =  H/7l, 

Fig.  33. 
c 


et  l'on  peut  écrire 

(i,  2)  Bm  =  H/î.H/?. 

La  droite  wH  menée  du  point  m  au  milieu  de  la  corde  NP 
est  donc  tangente  au  cercle  C.  D'ailleurs  cette  droite  pro- 
longée passe  par  le  centre  O  de  l'ellipse ,  ou  du  cercle 
X*  -f-jK*  =  û'  -f-  £*  5  et  la  tangente  Om,  menée  de  ce  centre 
au  cercle  C,  est  égale  à  y/a*  -h  b*  : 


207.  Remarque,  —  Chacun  des  points  d^une  conique 
représente  un  triangle  conjugué  de  dimensions  évanouis- 
santes et  dont  le  cercle  circonscrit ^  toujours  orthogonal  au 
cercle  diagonal  de  la  courbe^  est  tangent  à  celle-ci  au 
point  considéré.  On  peut  dire  encore,  en  des  termes  équi- 
valents, que  ce  cercle  touche  extérieurement  la  courbe ^  et 
que  son  diamètre  est  égal  au  rayon  de  courbure  de  celle-ci 
pour  le  point  considéré. 

Soient  effectivement  (fig-^^)  x  un  point  extérieur  à 

Fîg.  34. 


une  conique,  j)^^  la  polaire  de  ce  point  5  et,  sur  cette  po- 
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laîre,  y  et  z  deux  points  conjugués  par  rapport  à  la 
courbe.  Le  point  x  demeurant  immobile,  si  le  point  j^  se 
rapproche  infiniment  de  Tune  des  traces  de  la  droite^z  sur 
la  courbe,  il  en  sera  de  même  du  point  z  5  et  Ton  verra,  en 
passant  à  la  limite  (fig-  35),  que  Tune   quelconque  des 

Fig.  35. 


/   • 


tangentes  menées  a  une  conique  par  un  point  extérieur, 
représente  un  triangle  conjugué  qui  a  perdu  l'une  de  ses 
dimensions,  et  dont  le  cercle  circonscrit  passe  par  ce  point 
extérieur  x,  par  le  point  de  contact  jr  de  cette  tangente,  et 
touche  en  ce  dernier  point  la  polaire  du  premier  .r.  Or  si 
l'on  conçoit  maintenant,  le  point;  j"  restant  fixe,  que  le 

point. r  s'en  rapproche  indéfiniment;  l'élément  linéaire  j^*, 
auquel  se  réduisait  le  triangle  conjugué  précédent,  va  se 
réduire  à  son  tour  à  zéro,  ce  triangle  lui-même  à  un  point  j 
{Jig»  36),  et  son  cercle  circonscrit  qui  touchait  en  ce  point 

Fig.  36. 


la  polaire  du  point  x  et  coupait  orthogonalement  le  cercle 
diagonal  de  la  courbe,  en  un  cercle,  orthogonal  encore  à  ce 
dernier,  et  tangent  à  la  courbe  au  point ^. 
On  peut  ajouter  que  ce  cercle  limite  {Jig.  36)  et  le  cercle 
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oscillateur  qui  lui  correspond  se  touchent  extérieurement, 
et  que  le  rapport  de  leurs  rayons  est  celui  de  i  à  2.  Quelle 
que  soît  en  effet  la  courbe  considérée  (/îg'35),  le  cercle 
variable,  qui  passe  par  le  point  de  concours  de  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines  et  touche  leur  corde  de  contact 
en  l'une  de  ses  extrémités^  a  pour  limite  un  cercle,  lan- 
gent extérieurement  au  cercle  osculaleur,  et  de  rayon 
sous-double. 

208.  Théorème  II.  —  La  somme  des  carrés  des  demi- 
axes  principaux  d'un  ellipsoïde  est  égale  à  la  puissance 
du  centre  de  la  surface  par  rapport  à  la  sphère  circon- 
scrite à  Vun  quelconque  de  ses  tétraèdres  conjugués. 

Cette  proposition,  obtenue  d'abord  par  M.  Painvin 
[Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  ^  1860,  p.  290), 
est  susceptible  de  différentes  vérifications  fort  simples. 

L'ellipsoïde 

x^         r'         z* 

^/2  ^  ^/-i  -»-  ^/2 

étant  rapporté  d'abord  à  trois  diamètres  Ox^  Cy,  Oz 
[fie'  ^7)»  doii^  l'un,  Ox,  passe  par  le  sommet  A  du  té- 
traèdre conjugué  ABCD5  soient  A'  la  seconde  trace  sur  le 
diamètre  Ox  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre; 


(i)  cy=:OA.OA' 

la  puissance  du  centre  de  l'ellipsoïde  par  rapport  à  celle 
sphère;  et 

le  plan  polaire  du  sommet  A,  ou  le  plan  de  la  face  oppo- 
sée BCD  du  tétraèdre  :  on  aura  d'abord 

(2)  ^^=Ç 

Mais   il  résulte  du    théorème  précédent  que   la  somme 
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r'*)  { I j-\  des  carrés  des  demi-axes  de  la  section 


x  =  x' 


I  — 


déterminée  dans  l'ellipsoïde  par  le  plan  BCD,  ou  x  =  .r', 
est  égale  à  la  puissance  du  centre  P  de  cette  section  par 
rapport  au  cercle  circonscrit  au  triangle  BCD,  ou  encore  à 


F^.  37. 


la  puissance  PA.PA'de  ce  même  centre  P  par  rapport  à  la 
sphère  A  BCD  5  on  a  donc 

et  Ton  en  déduit  successivement 


PA'  = 


{b'^^c'h:^ 


-  (^  -'■) 


,'i 


OA':=OP  +  PA'=jrr'-h 


[b'^^c'^)x' 


b'^^c'^)x' 


a 


'j 


a' 


3) 


Q^,^(fl+*'»+c")*' 


i'2 


11  ne  reste  plus  qu'à  multiplier,  membre  à  membre,  les 
égalités  (i),  (2),  (3).  L'égalité  résultante  étant  simplifiée, 
on  trouve 


(i,  2,  3)  CT  =  a'^  -h  b'^  -f-  c'^  =  a»  4-  è»  H-  c\ 
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209.  Autre  démonstration»  —  Considérons  encore  un 
tétraèdre  conjugué  quelconque  ^  et  l'un  quelconque  des 
points  de  rencontre  m  (fig*  33)  de  la  sphère  circonscrite 
à  ce  tétraèdre  et  de  la  sphère 

j;2  _^  j2  ^_  2-2  _  ^2   ^    ^2  _j_  ^2^ 

lieu  géométrique  des  sommets  des  trièdres  trîrectangles 
circonscrits  à  l'ellipsoïde  [a^  b^  c).  Par  un  théorème  sur 
lequel  nous  reviendrons,  mais  que  nos  identités  rendent 
déjà  évident,  toute ,  surface  du  second  ordre  menée  par 
sept  des  sommets  de  deux  tétraèdres  conjugués  à  un  ellip- 
soïde passe  d'elle-même  par  le  dernier.  On  pourra  donc 
prendre  le  point  m  pour  premier  sommet  d'un  second 
tétraèdre,  conjugué  à  l'ellipsoïde  («,  5,  c),  inscrit  a  la 
sphère  S  comme  le  précédent,  et  dont  les  autres  sommets 
71,  p,  q  appartiendront  au  plan  polaire  du  point  m  par  rap- 
port à  rellipsoïde.  Or  si  O',  A  et  B  désignent  le  centre  et 

Fig.  38. 


les  demi-axes  principaux  de  la  section  déterminée  dans 
l'ellipsoïde,  par  le  plan  npq^  la  puissance  P^,  de  ce  centre 

par  rapport  au  cercle  npq^  ou  par  rapport  à  la  sphère 
S  (mnpq)y  sera  égale,  d'après  le  théorème  de  M.  Faure,  à 
A*  4-  B*  : 

.(i)  p^,  =  A^^-B^ 

D'un  autre  côté  la  section  déterminée  dans  l'ellipsoïde  par 
le  plan  npq  étant  înscriptible  à  un  trièdre  trirectangle  dç 
sommet  m,  cette  section  peut  être  regardée  comme  un  el- 
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lipsoïde  (A,  B,  C)  inscrit  à  ce  trièdre,  ayant  pour  centre  le 
point  O'  centre  de  la  section,  et  dont  l'un  des  axes  princi- 
paux 2C  serait  égal  à  zéro.  Le  théorème  de  Monge^  appli- 
qué à  cet  ellipsoïde  évanouissant^  nous  donne  dès  lors  : 


(a)  O'm  — A'-f-BS 

et,  par  suite, 


(1,2)  \  =  0'm. 

Or  il  résulte  de  cette  égalité  que  la  droite  mO',  menée  du 
point  m  au  centre  O'  de  la  section  déterminée  dans  Tellip- 
soïde  par  le  plan  polaire  de  ce  point,  est  tangente  à  la 
sphère  S.  Mais  cette  droite  mO',  prolongée,  passe  par  le 

centre  O  de  l'ellipsoïde;  et  le  rayon  Om=  ^a*  -h  6'  +  c* 
est  tangent  à  la  sphère  S.  Donc,  etc. 

210.  Théorème  lH.  —  Le  rectangle  des  carrés  des 
dend^axes  principaux  d*une  conique  est  égal  et  fie  signe 
contraire  au  produit  des  distances  du  centre  de  la  courbe 
aux  côtés  d^un  triangle  conjugué,  multiplié  par  le  dia- 
mètre du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  : 

(a)  «»^»  =  — 2RP.P,P3, 

les  distances  Pi,  Pg,  P,  étant  d'ailleurs  toutes  les  trois  né- 
gatives pour  un  point  situé  à  l'intérieur  du  triangle. 

L'équation  (III),  n°204,  p.  216,  fournirait  à  la  fois 
l'énoncé  et  la  démonstration  de  ce  théorème  que  nous  nous 
proposons  ici  de  vérifier  directement. 

Soient,  à  cet  effet  (Jig,  89),  O  le  centre  de  l'ellipse  con- 
sidérée; a,,  flj,  a^  et  S  les  côtés  et  l'aire  d'un  triangle  con- 
jugué A,  A,  As-  Si  Ton  remplace  2R  par  le  nombre  équi- 
valent       ^  %  la  formule  qu'il  s'agît  de  vérifier  pourra 
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s'écrire  successivement  : 


2S 


=:a'b\ 


^  2  0A,A2.20Ai  A3  f^'^/   =za'b\ 

Al  A3  A3 

(OA,./?Ajsinô)(OA,./?A3sinO)  —^  =a^b^', 

A,/? 


— 2  Op 

(a')  OA,  (/?Aj./? A3)  — ^  sin'ô  —  «'^^  : 

Al/? 

en  appelant  p  la  trace  du  côlé  Aj  A3  sur  le  diamètre  OAi  et 
0  l'inclinaison  de  ce  côté  sur  ce  diamètre.  Or  si_,  rappor- 
tant la  courbe  aux  diamètres  conjugués  OAi  ou  0.r,  et  Oj^ 
parallèle  à  Aj  A3,  on  désigne  par  a',  fe'  les  demi -diamètres 

Fig.  39. 


Aj  X 


correspondants,  para:'  l'abscisse  Op  :  on  trouve  sans  peine, 
sur  la  figure, 


2       a 


u 


(2)         /»A,./>A3=/>»i  =y  =  —  («'— j?'), 


(3) 


a 

Op  __        Op         __       X         __       x"" 

Â7^  *"  OA,  —  Op  "'a'-'         ,  ""  a'-'  —  x!-'' 

— X 

X 


et  toutes  ces  valeurs,  substituées  dans  la  relation  (a'),  en 

font  effectivement  une  identité. 

i5 
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211.  L'ellipse  variable  (a^b)  se  transformant  sous  la 
condition  ordinaire,  lîm  —  =  p,  en  une  parabole  de  pa- 
ramètre ^p  ;  la  formule  [a)  se  transforme,  en  même  temps, 
dans  celle-ci  : 

p  z=  —  sRcosai  COSasCOSces, 

Al,  (X  s,  a  s  désignant  les  inclinaisons,  sur  l'axe  de  la  para- 
bole j^'  =  ipx^  des  normales  aux  côtés  1 , 2, 3  dUin  triangle 
conjugué  quelconque» 

Car  si  Ton  rapporte  aux  axes  fixes  habituels  Tellipse  va- 
riable 

«'7^-f-  b^{x  —  aY  =  a^b^^ 

et  les  côtés  1 , 2,  3 

(arcosa, -I- jsina, — p^) 
X  («cosa,  -h  j-sinaa  —  p^) 
X  (arcosas  +  jsinaa  -—  p^)  =i  o 

du  triangle  conjugué  que  Ton  considère  5  les  distances  à  ces 
côtés  du  centre  mobile  [x  =z  a^ y  =.  o)  de  l'ellipse  auront 
pour  valeurs  respectives  : 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 
(a)  fl^i>^=:—2RP,PjP3, 

il  vient 

(fl')  a^b^  =  — 2R(acosa, — /?,)  (acosa,  —  p^)  [acosx^ — p^)^ 

ou  en  divisant  par  a^  les  deux  membres  de  cette  égalité, 
et  passant  à  la  limite, 

.     b' 
la)  Iim  —     ou     p  =  —  2Rcosat  cosaj  cosa.. 

a 

212.  Le  triangle  ayant  pour  sommets  les  points  milieux 
des  côtés  d'un  triangle  conjugué  à  la  parabole  est  de  lui- 
même  circonscrit  à  la  courbe^  et  réciproquement  (Meh- 
tioh).  D'ailleurs,  les  rayons  des  cercles  circonscrits,  au  pre- 
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mier  et  au  second  triangle  sont  dans  le  rapport  de  2  à  1 .  On 
a  donc  aussi 


(«') 


ou 


pz=: —  4^^^^^»  COSaaCOSaa, 


(a")  />'R=r2P.P,P„ 

formule  que  l'on  peut  vérifier  directement  et  qui  donne  le 
demi-paramètre  p  (Tune  parabole  inscrite  à  un  triangle 
en  fonction  des  distances  Pi,  Pj,  Pa  du  foyer  de  la  courbe 
aux  côtés  de  ce  triangle,  et  du  rayon  R  du  cercle  circon^ 
scrit, 

213.  L'expression  du  rectangle  des  axes  principaux 
d^une  ellipse  en  fonction  des  distances  du  centre  de  la 
courbe  aux  côtés  d'un  triangle  conjugué  est  susceptible 
d'une  autre  détermination  géométrique  tirée  de  la  compa- 
raison de  l'ellipse  au  cercle  décrit  sur  l'un  de  ses  axes 
comme  diamètre,  et  que  nous  allons  indiquer  comme  in- 
troduction au  problème  analogue  pour  Tellipsoïde. 

i).  A  cet  effet,  considérons  en  premier  lieu  un  cercle 
de  rayon  A  \Jig*  ^o)  ayant  son  centre  à  l'origine  O  et  con- 

Fîg.  4o. 


îugué  au  triangle  ABC.  Menons  OA,  OB,  OC,  et  soient 
a,  p,  y  les  traces  de  ces  droites  sur  les  côtés  opposés  BC, 
CA,[AB,  qu'elles  coupent  d'ailleurs  à  angle  droit.  Nous  au- 
rons, parles  propriétés  des  pôles  et  polaires  dans  le  cercle, 

A^=0A.0a  =  0B.0p=:0C.07, 

i5. 
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et,  par  suite,  en  appelant  a,  ^,  y  les  distances  du  centre  du 
cercle  aux  côtés  du  triangle, 

{a)  A«==  (OA.OB.OC)(ap7). 

D'ailleurs,  la  mesure  des  espaces  triangulaires  OBC,  OCA, 
OAB  donne  lieu  à  trois  relations  de  cette  forme 

OB.OC.SîiiA=:BC.Ôâ  =  a.a, 

et  Ton  en  déduit 

OB.OC  =  -Ar-a, 
sin  A 

ou,  en  appelant  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC, 

0B.0C  =  2R,a,     0C.0A=:2R.p,     OA-OB^^R-v, 

(h)  0A.0B.0C=v'(2R)»aP7. 

Combinant  [a)  et  (6),  il  vient 

(ï)  A*=2RaP7; 

c'est  pour  le  cercle  la  formule  cherchée,  mail  que  nous 
devons  écrire,  en  vue  de  la  transformation  qu'il  nous  reste 
à  effectuer, 

aoL^b^.Ci  aoL.bp.C'jf        aoL.b^.cy 

A*  =  2  R  . ;; =  2  R  . ,^     „ = « 


ou 


enfin 


,,      8. OBC. OCA. OAB 

''^  ^  = ÏTÂBC 

a).  Le  cercle  précédent 

et  le  triangle  conjugué  ABC  étant  rapportés  à  un  même  sys- 
tème d'axes  Ox,  Oj",  imaginons  que  l'on  conserve  Fab- 
scisse  X  de  chacun  des  points  de  la  figure,  en  diminuant 
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rordonnée  correspondante  jrdans  le  rapport  de  B  à  A  : 
Par  ce  changement,  le  cercle  primitif 

Â.  +  è  =  ' 

se  transforme  en  une  ellipse  concentrique 

le  triangle  ABC  conjugué  à  ce  cercle,  en  un  triangle  Ai  Bi  Ci 
conjugué  à  cette  ellipse,  et  tous  les  espaces  triangulaires 
OBC,  OCA,  OAB,  ABC,  en  d'autres  qui  sont  aux  premiers 
dans  le  rapport  de  B  à  A  : 


B  B 

OB,  C,  =  OBC .  7  î   •  •  ^     A,  B.  C,  =  ABC .  -  ; 

A  A   . 


d'où 


(S)  OBC  =  OB,C,.^î--,       ABC  =  A,B,C,.^- 

D  B 

Or,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  (i'),  elle 
devient  successivement 

(-V 

8.0B,C,.0C,A,.0A,B,  ^  ^  \BJ  ^  ^  f  AV 


2.A1B1C,  A 

B 


(É) 


_  8.0B.C,  .OC.  A.,OA>  B,  _  (g..pe,)  (  ^. .  p.  )  (c, .7,) 
*     "~  a.AiB.C,  ^  aS.  ' 

ou  enfin 

A^B'=2R,.a,.l3,.7,. 
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214.  Remarque.  —  La  même  méthode  serait  encore  ap- 
plicable aux  problèmes  suivants  : 

Le  rectangle  des  axes  principaux  d'une  conique  inscrite 
(circonscrite)  à  un  triangle  ABC  pouvant  s'exprimer  en 
fonction  des  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  côtés  du 
triangle  médian  A'B^C  (et  aux  côtés  même  du  triangle 
ABC)  —  Steimer,  Faure,  —  trouver  chacune  de  ces  fonc- 
tions ? 

A\B»  =  4R.a'.p'.7'  (Steiner),      A^B'^-^^P^-ï^  (Faure). 

a  .  p  .17 

215.  Théorèhe  IV.  —  Le  produit  à^b^c*  des  carrés  des 
demi^axes principaux  d^un  ellipsoïde  est  égal  et  designs 
contraire  au  produit  des  distances  du  centre  de  la  sur- 
face  aux  plans  des  faces  d^un  tétraèdre  conjugué  quel" 

conque^  multiplié  par  un  facteur  géométrique  i  K*  qui  ne 
dépend  que  du  tétraèdre  : 

i).  Les  côtés  a,  i,  c,  d  d'un  quadrilatère  gauche,  consi- 
dérés en  grandeur  et  en  direction,  donnent  lieu  à  cette 
suite  de  rapports  égaux 

a  b  c  d  i    a.b.cd 


sin(^c^j       ûïi[cda)       ûn[dab)       sin(a6c)       6  V 

On  a  effectivement,  pour  le  volume  du  tétraèdre  compris 
sous  les  mêmes  sommets  (fig*  4 1)9 

V  =^-^b  ,c.d'  ,ûn[bcd')  =z  -:'  b  ,c  ,d,s\n  {bcd)y 

« .  V  =  ^  abcd,  sin  (  bcd) , 

a  1    abcd 

s\n(bcd)  ~6*"V~  ' 

sin^bcd)  désignant  le  sinus  de  l'angle  solide  des  trois  di- 
rections i,  c,  d,  ou  le  facteur  trigonométrique  par  lequel 
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on  devrait  mulliplier  le  produit  de  trois  arêtes  parallèles  à 

•  Fig.  41. 


ces  directions  pour  obtenir  le  volume  du  parallélipipède 
construit  sur  ces  arêtes. 

2).  Soient  V  le  volume  du  premier  tétraèdre,  F^,  Fb, 
Fc,  Fd  les  ailles  de  ses  faces  et  a\  h\  c',  d' les  côtés  d'un 
quadrilatère  gauche  orthogonal  au  tétraèdre  précédent, 
c  est-à-dire  ayant  ses  côtés  successifs  perpendiculaires  aux 
plans  des  faces  de  ce  tétraèdre  et  proportionnels  aux  aires  de 
ces  faces.  Le  volume  V  du  tétraèdre  a'h^ c'  d^  compris  sous 
les  mêmes  sommets  a  pour  valeur 

3).  On  a,  d'ailleurs,  dans  ce  dernier  quadrilatère, 

s\n{b'c'd')~~ûn{c'd'a')  6*         V         ' 

de  là,  en  revenant  au  tétraèdre  primitif  et  désignant  par 
a,  [3,  y,  d  les  directions  de  ses  quatre  hauteurs, 

Fa  Fb  Fa  .  Fb  .  Fc  .  Fd 


(k) 


sin(p7^)       sin(7^a) 


2 


=  K». 


4).   Le  volume  du  tétraèdre  ayant  pour  sommets  l'ori- 
gine et  les  points  (xyz)^  [oc'y' z')^  [x"j" z")^  est  donné 

par  la  formule 

X      jr      z 


^  =  6 


x"  y'   z" 
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5).  Si  les  troisièmes  coordonnées  z^  z\  z^, . . .  de  tous 
les  points  de  la  figure  augmentent  dans  un  rapport  donné, 
le  volume  du  tétraèdre  augmente  dans  le  même  rapport*,  et 
il  en  est  de  même  pour  un  tétraèdre  qui,  n'ayant  aucun  de 
ses  sommets  à  l'origine,  pourrait  encore  être  considéré 
comme  égal  à  la  somme  algébrique  de  quatre  tétraèdres 
ayant  un  sommet  commun  à  Torigine. 

6).  Ces  lemmes  posés,  considérons  d'abord,  au  lieu  d'un 
ellipsoïde,  une  sphère  de  rayon  a,  ayant  son  centre  à  Vo- 
rigine  O  et  conjuguée  au  tétraèdre  ABCD. 

Menons  les  droites  OA,  OB,  OC,  OD,  et  désignons  par 
a^^^y.d  les  traces  de  ces  droites  sur  les  plans  des  faces 
opposées,  qu'elles  coupent  d'ailleurs  à  angle  droit;  nous 
aurons,  par  les  propriétés  des  pôles  et  plans  polaires  dans 
la  sphère  (fig*  4^)? 

«'=:  OA.Oa  =  OB.O  p  =  OC.O7  =  OD.O^i 

d'où,. en  appelant  a,  (3,  y,  5  les  dislances  du  centre  de  la 
sphère  aux  plans  des  quatre  faces  de  tétraèdre, 

(a)  fl'^OA.OB.OC.ODXa.p.y.^. 

D'un  autre  côté,  les  aires  des  faces  BCD,  CDA, .  . .  étant 
désignées  par  F^,  F^^. . .,  et  les  directions  des  normales 

Fig.  42. 

A 


f 


,  a*  ^ 


.X 


c 


OA,  OB, . . .  aux  plans  de  ces  faces  par  les  mêmes  lettres 
a,  P,...',  le  volume  de  chacun  des  tétraèdres,  tels  que 
OBCD,  est  mesuré  par  l'un  ou  l'autre  de  ces  produits 

i0B.0C.0D.sin(0B,  OC,OD)=gOB.OC.OD.sin(p75), 
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OU 


I 

3a. Fa. 


On  a  donc 


Fa 


OB.OC.OD  =:  2a.  ■■.    ,^     '  7 

sm(P7tf) 


ou,  en  ayant  égard  à  la  formule  [h)j 

OB.OC.OD  =  2a.K%   • 

0C.0D.0A=:2p.K% 

0D.0A.0B  =  27.K% 

0A.0B.0C=:2^.K^ 
et,  par  suite, 

(0A.0B.0C.0D)^=r(2K')<.a.p.7  ^, 

c'est-à-dire 


(6)  0A.0B.0C.0Dr=r7(2K')*.a.p.7.^. 

Or,  si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  la  formule  (a),  elle 
devient  successivement 


«•=a.p.7.^y/(2K»)*.a.p.7.*, 
/z«=:(a.p.7.^)*.(2K')«; 
(i)  fl«=:(a.p.7.^).2K^ 

C'est,  pour  la  sphère,  la  formule  cherchée,  mais  que  nous 
devons  écrire,  en  utilisant  la  formule  (/r), 

Fa.Fb.Fc.Fd 

2 

et  en  vue  de  la  transformation  qu'il  nous  reste  à  effec- 
tuer, 

a^^  2  («>«'a)(P.Fb)(7.Fc)(^.F|>)^ 

2  y» 
2 
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ou 

3' .  OBCD .  OCDA .  ODAB .  O  ARC 

2  (  ABCD)« 
7).  La  sphère  précédente 

X»        r»       2» 

(S)  -i+^  +  7î='> 

^    '  a*       a*       û' 

et  le  tétraèdre  conjugué  ÂBCD  étant  rapportés  à  un  même 
système  d^axes  ox,  ojr^  ozj  imaginons  que  Ton  conserve 
les  premières  coordonnées  x  et  j^  de  tous  les  points  de  la 
figure,  en  augmentant  le  z  de  chaque  point  dans  le  rap- 
port de  c  à  a.  Par  ce  changement,  la  sphère  primitive 

jr»       r»       z» 


a}       à*       à* 


se  transforme  en  un  ellipsoïde  de  ré%^olution 

(S') .  f-;-H-^+i;=i, 

à*       a}       c* 

le  tétraèdre  ABCD,  conjugué  à  cette  sphère^  en  un  té- 
traèdre Al  Bi  Cl  Di  conjugué  à  cet  ellipsoïde;  et  tous  les 
volumes  OBCD,  OCDA,. . .,  ÂBCD,  en  d'autres  qui  sont 
aux  premiers  dans  le  rapport  de  c  à  a  : 


OB,  C,  D,  =  -.OBCD, . . . ,  A,  B,  C,  D,  =  -•  ABCD, 
a  a 


d'où 


t»        OBCD  =  -OBi  C,  D,, . . . ,  ABCD  =r-.  A,  B,  C,  D,; 

c  c 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  relation  (i'),  elle 
devient  d'abord 


5(A.B.C.D0^  (^)' 


3«.0B»  C,  D,.OC,  D,  At.OD,  A,B..OA.  B,  C, 

û«=:2. X 
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OU 

3*,0B,  C,  Di.OC,  D,  Ai.OD,  Ai  B|.OA,  B,  C, 


(i'')      a*.c»=2. 


9(A.B.C.D.)' 


8).  Conservant  ensuite  les  coordonnées  x  et  z  de  tous 
les  points  de  la  figure  précédente,  imaginons  de  même  que 
l'on  augmente  Vy  de  chaque  point  dans  le  rapport  de  &  à  a. 
Par  ce  changement  V ellipsoïde  de  rés^olution 

se  transforme  en  un  ellipsoïde  quelconque 

le  tétraèdre  conjugué  Ai  Bi  Ci  Di ,  en  un  tétraèdre 
Af  BsCsDs  conjugué  à  ce  noui^el  ellipsoïde;  et  tous  les 
volumes  OBi  Ci  Di, . . . ,  Ai  Bj  Ci  Di,  en  d'autres  qui  sont 
aux  premiers  dans  le  rapport  de  b  k  a: 

OB2  CjDj  ^:^  OBi  C|  D| .  —  5  •  •  •  j  A2  B2C2  D2  ^=^  Al  Bi  Ci  Di  .— > 

a  a 

d'où 

{u^)  OBiCiD.^^OBaCjD,,...,  A,B,C,D,rizy.A2B,C2D,. 

Or  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  formule  (1'^),  elle 
devient 

M 

|(A2B2C2D2)'  (^y 


S^.OBïCjDj.OCDjAj.ODjAîBj.OAjBjC,         ,    , 

a*  c*  =  2  • X  -7-T-ï  ' 


ou 

3< .  OB2  Cj  D, .  OC2  D,  Aj .  OD,  A2  B, .  O  A,  B,  C, 


(i'")    û^^^c»=2. 


2(A2B2C2D2) 


De  là,  en  supprimant  les  indices  maintenant  inutiles,  et 
désignant  par  ce,  |3,  y,  d  les  distances  du  centre  del'ellip- 


1 
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soïde  actuel  (S^)  aux  plans  des  faces  du  tétraèdre  conju- 
gué Al  Bi  C|  Ds,  ou  ÂBCD;  par  Fj^,  Fb,  F^,  F^  les  aires  des 
faces  de  celui-ci,  par  Y  son  volume,  nous  pourrons  écrire 


fl» 


L.  ^■-  ^  («-^a)  (P-Fb) (y.Fç)  (^.Fp)  _,  ^^     F^.Fb.Fc.Fp 

.^'.tf2=  2 =:(a.p,y.cr),2 • f 

y  y  2  y  ya 

2  2 

ou  enfin 

(I)  iK'^-v-^=--  =  ^"'^'^'''''^^ 

sin(P7^)  9^, 

2 

216.  Remarque.  —  On  peut  traiter  à  part  la  question 
des  signes,  de  la  manière  suivante. 

a).  Une  conique  rapportée  à  un  triangle  conjugué  ABC 
étant  représentée  par  Téquation 

/'A*— /W'B»— /!»(?=:  o, 

les  couples  de  tangentes  réelles  ou  imaginaires  menées  à 
la  courbe  par  chacun  des  sommets  A^  B,  C  du  triangle 
donné  ont  respectivement  pour  équations 

Le  premier  sommet  A  est  donc  intérieur  à  la  courbe  et  les 
deux  autres  lui  sont  extérieurs. 

Si  donc  la  courbe  considérée  est  une  ellipse,  de  centre  0 

Fig.  43. 


LfiS'  43)9  6l  dont  les  demi-diamètres  dirigés  suivant  OA, 
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OB,  OC  soient  désignés  par  a\  b\  c',  les  relations 

OA .OA'  =  fl'%     OB, OB'  =.  b'\     OC. 0C'=:  c'% 

associées  à  la  situation  intérieure  du  sommet  A,  extérieure 
des  sommets  B  et  C,  entraîneront  les  inégalités 

OA  <  OA',     OB  >  OB',     OC  >  OC 

Les  trois  groupes  de  points  O,  A,  A', .  •  •  se  succèdent  donc 
dans  cet  ordre 

O,  A,  A';     O,  B',  B;     0,  C,  C; 

et  comme  les  coordonnées  triangulaires  des  trois  sommets 
A,  B,  C  sont  nulles  ou  négatives,  les  coordonnées  (a,  (3,  y) 
du  centre  O  de  V ellipse  conjuguée  ont  les  signes  suivants  : 

a<o»     P>o,     7>o- 

Le  produit  a.^.-y  est  donc  négatif,  et  la  formule  du  n^  210 
doit  s'écrire 

û^^»  =  — 2R.a.p.7. 

i).  Une  surface  du  second  ordre,  à  courbures  de  même 
sens^ —  ellipsoïde  ou  hyperboloïde  à  deux  nappes,  —  étant 
représentée  par  Téquation 

/'A^—  iw»B»—  /l'C  — /?*D'=:  o, 

les  cônes  circonscrits  a  la  surface  et  ayant  pour  sommets 
respectifs  les  sommets  A,  B, . . .  du  tétraèdre  conjugué  que 
l'on  considère,  ont  respectivement  pour  équation 

—  iw'B'—  /i'  C^— /?'D»r=  o,      nA'—  /ï»C»  — /?'D»=  o, 
/>A»—  /w^B'  — /7»D>=:  o,     /»A^—  m'B^—  «'C'=:o. 

Le  premier  de  ces  cônes  est  donc  imaginaire,  les  trois 
autres  sont  réels.  Le  sommet  A  du  tétraèdre  est  donc  inté- 
rieur à  la  surface  et  les  trois  autres  B,  C,  D  lui  sont  exté- 
rieurs. 

Si  donc   la    surface   considérée   est  un   ellipsoïde,  de 
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centre  O  {Jig^  44)?  ^^  ^^^^^  ^s  quatre  demi -diamètres  diri- 

Fig.  44. 


gés  suivant  OÂ,  OB,  OC,  OD  soient  désignés  par  a\  h'^  c', 
d\  les  relations 

OA.OA'  =  a'\     OB.OB'  =  b'^    OC .  OC  =  r'%     OD .  OD'  =  d'\ 

associées  à  la  situation  intérieure  du  sommet  A,  extérieure 
des  sommets  B,  C,  D,  entraîneront  les  inégalités 

OA<OA',     OB>OB',     OC>OC',     OD>OD'. 

Les  quatre  groupes  de  point  O,  A,  A',  • . .  se  succèdent  donc 
dans  cet  ordre 

O,  A,  A';     O,  B',  B  ;     0,  C,  C;     O,  D',  D  ; 

et  comme  les  coordonnées  tétraédriques  des  sommets  A,  B, 
C,  D  sont  nulles  ou  négatives^  les  coordonnées  a,  |3,  y,  d  du 
centre  O  de  l'ellipsoïde  conjugué  ont  les  signes  suivants  : 

a<o,     p>o,     7>o,     ^>o. 

Le  produit  aÇtyd  est  donc  négatif,  et  la  formule  précé- 
dente (I)  doit  s'écrire 

(!')  .«^ô^c»I=— a.p.7.5X2K». 

217.  Si,  sous  les  conditions  ordinaires 

b^  .      c^ 

lira.  —  =  /?,     lim. --=:p' 
a  a       '^ 
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I*elIipsoïde 

—  H =  1 


«^ 


se  transforme  en  un  paraboloïde 

la  relation  précédente  (I)  se  change  en  même  temps  dans 
celle-ci 

(V)  p,p'z=z  cos a . cos  p . CCS  7 .  ces  s .  2 K% 

oùpj  p'  désignent  les  demi-paramètres  principaux  et  a, 
(3,  y,  5  /e5  compléments  des  inclinaisons  de  Vaxe  du  pa- 
raholoïde  sur  les  faces  d^un  tétraèdre  conjugué. 

§  III.  —  De  V ellipse  de  plus  grande  surface  parmi  toutes 
celles  que  Von  peut  inscrire  à  un  quadrilatère  donnée 
et  de  V ellipsoïde  déplus  grand  ^volume  parmi  tous  ceux 
que  Von  peut  inscrire  à  un  système  de  huit  plans. 

218.  Les  théorèmes  du  paragraphe  précédent  permettent 
de  ramener  à  son  véritable  principe  la  construction  obte- 
nue par  Steiner  de  V ellipse  de  surface  maximum  ou  mini- 
mum, parmi  toutes  celles  que  Von  peut  inscrire  à  un  qua- 
drilatère donné.  Fondée  efTectivemeut  sur  l'évaluation 
préalable  du  rectangle  des  axes  d'une  conique  inscrite  h 
un  triangle,  la  méthode  de  l'illustre  géomètre  ne  s'applique 
ni  au  problème  plan  corrélatif,  ni  aux  problèmes  analo- 
gues pour  les  surfaces  du  second  ordre  ;  et  c'est  encore  au 
grand  ouvrage  d'où  procède  toute  la  géométrie  contempo- 
raine qu'il  faut  demander  le  principe  autour  duquel  se 
rangent  naturellement  tous  les  cas  du  problème  et  qui  ré- 
side dans  r existence  d'un  triangle  ou  d'un  tétraèdre  con- 
jugué commun  à  une  série  de  courbes  ou  de  surfaces  du 
second  ordre  assujetties  à  n  conditions  communes  (/i  =  4? 
ou  n  =  8)  [Traité  des  propriétés  projectiv^es,  p.  386). 
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Une  conique  étant  inscrite  à  un  quadrilatère,  on  sait 
eiTectivement  que  le  triangle  Ai  As  As  formé  des  trois  dia- 
gonales de  celui-ci  est  conjugué  à  cette  conique  dont  le 
rectangle  des  carrés  des  axes  est  proportionnel  au  produit 
des  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  côtés  de  ce  triangle 
et  devient  maximum  ou  minimum  en  même  temps  que  ce 
produit  : 

aKb*  =  —  2R.P,P,P3 

(Théorème  III,  p.  224,  n«  210). 

D'ailleurs,  la  médiane  d'un  quadrilatère  est  le  lieu  des 
centres  de  toutes  les  coniques  inscrites.  Si  donc  {Jig'  45) 
ai,  At,  As  désignent  les  traces  de  cette  droite  sur  les  côtés 
du  triangle  diagonal  Ai  As  A3  (et  ces  traces  sont  justement 


les  points-milieux  des  trois  diagonales),  le  centre  O  de  la 
courbe  cherchée  devra  satisfaire  à  la  condition 

0171.0^2.0^3==  maximum. 
De  là,  avec  une  notation  qu'il  est  inutile  d'expliquer, 

/(jc)  =  {a:  —  «,)  (a: —  a^)  (x  —  a^)  m-  maximum, 
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et,  par  suite, 

fix)  I  I  I 

J\X)        3n — û,       X  —  a^       X  —  ^3 


(i)  (  ou 


I  I  I 


\  Orti       Oa-i       Otfj 

équation  du  second  degré  en  jc,  dont  les  racines,  toujours 
réelles,  sont  séparées  par  les  nombres  a^  et  «j,  a^  et^s. 
Deux  coniques  répondent  donc  toujours  à  la  question  :  une 
ellipse  dont  le  centre  est  compris  entre  les  points-milieux 
«1,  a^  des  deux  premières  diagonales,  et  dont  la  surface  est 
maximum  *,  une  hyperbole  dont  le  rectangle  des  axes  est 
aussi  maximum  et  dont  le  centre  tombe  entre  les  points- 
milieux  «s,  as  des  deux  dernières  diagonales  (*). 

Le  cas  des  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère  se 
traiterait  d'une  manière  semblable  (Nou^elfes  Annales  de 
Mathématiques  y  i865,  p.  3o8). 

219.  Si  le  quadrilatère  proposé  est  circonscripfihley 
l'ellipse  de  surface  maximum  ne  coïncide  avec  le  cercle 
inscrit  que  d'une  manière  accidentelle.  Le  centre  O  de  cette 
ellipse  doit  vérifier,  en  effet,  la  condition  (Jig.  /\6) 

^'  ^  0«,       Oui       0/7,  ""^^ 

oùlesdivers  segments  Oai,...  sont  pris  en  valeur  absolue.  Si 

l'on  désigne  d'ailleurs  par  1,  1',  2,  2',  3,  3'  les  six  demi* 

(*)  La  droite  des  centres  est  effectivement  divisée  par  les  points 

—  00,       «1       tf„       //„       -h  00 


en  quatre  segments  consécutifs  parmi  lesquels  le  premier  et  le  troisième 
reçoivent  les  centres  de  toutes  les  hyperboles,  le  second  et  le  quatrième  les 
contres  de  toutes  18s  ellipses  inscrites.  C'est  ce  qui  résulte,  en  pariiculier, 
de  la  formule 

i»».t»  =  — 2R.P,P,P,. 

l6 
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angles  intérieurs  du  quadrilatère  circonscriptîble  consi- 

Fig.  46. 


3' 

•1 


1'. 


I 


^ 


y 


^ 


2 

\ 


\ 


dérë,  on  trouve  par  la  géométrie  que  le  centre  O  du  cercle 
inscrit  satisfait  à  cette  double  proportion 

I  I  I 


(2') 


sinl.sînl'      sin2.siD2'       smS.smS' 

L^égalité  conditionnelle  (i')  ne  serait  donc  vériGée  par  le 
centre  O  du  cercle  inscrit  qu'autant  que  Ton  aurait 

(i')  sinl.sinl'-^  sin2.sin2'—  siii3.sin3' =  o? 

Or  cette  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  sinus  des 
demi-inclinaisons  de  Tun  quelconque  des  côtés  du  quadri- 
latère sur  les  trois  autres,  déGnit  la  direction  de  celui  de 
ces  côtés  que  l'on  voudra  regarder  comme  arbitraire^  elle 
ne  sera  donc  point  satisfaite  d'elle-même  pour  un  quadri- 
latère circonscriptible  quelconque  dont  les  quatre  côtés  à 
la  fois  peuvent  être  dirigés  arbitrairement. 

220.  Le  problème  relatif  à  l* ellipsoïde  de  plus  grand 
^volume  parmi  tous  ceux  que  l'on  peut  inscrire  à  huit  plans 
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donnés  se  traiterait  d'une  manière  semblable;  et  comme 

tous  ces  ellipsoïdes  ont  leurs  centres  sur  une  droite  Ox  que 

nous  savons  construire 5  comme  ils  admettent  un  tétraèdre 

conjugué    commun    que   nous  apprendrons   à  construire 

(Chapitre  XII) ,  et  que  le  rectangle  a*  è*  c'  des  carrés  de  leurs 

axes  principaux  est  dès  lors  proportionnel  au  produit  des 

distances  de  leur  centre,  ou  d'un  point  de  cette  droite,  aux 

plans  des  faces  de  ce  tétraèdre  :  on  voit,  en  supposant  cette 

double   construction,  et  désignant  par  a^^  a,.  ^3,  ai,  les 

traces  de  cette  droite  sur  les  faces  de  ce  tétraèdre,  que 

le  centre  O  de  la  surface  cherchée  devra   satisfaire  à  la 

condition 

Ofli.OâTa.  0/73.0  «4=  maximum, 

et  que  sa  position  sur  la  droite  des  centres  Ox  sera  définie 
par  Tune  des  équations  suivantes 

f[x)  =.  [œ  —  ai)  [x  —  ûj)  [x  —  a^)  [x  —  ^4)  =  maximum, 

c'est-à-dire,  en  développant, 

I  I  I  I 

H \ 1 =  o, 


=  o: 


X  —  Oi       X  —  «2        X  -^  a^       X  —  «, 
(i)  \  ou 

I  I 


o, 


Ofl,  Ortj  0^3  0«4 

équation  du  troisième  degré  dont  les  racines,  toujours  réelles, 
sont  séparées  par  les  nombres  ûi,  û^j,  «i,  «*.  Trois  surfaces 
distinctes  répondent  donc  toujours  a  la  question,  dont  les 
centres  tombent  alternativement  enlre  les  points  a^  etc/j, 
«1  et  «8,  Qi  et  Û4  [Jîg>  47)5  et  qui  sont  alternativement  à 

Fig.  47. 


a,  «,  »,  «4     * 

courbures  opposées  ou  de  même  sens  :  ainsi  que  cela  résulte 

16. 
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des  changements  de  signe  du  produit 

§  IV.  —  Des  axes  principaux  d'un  ellipsoïde  défini  par 
trois  diamètres  conjugués  et  de  leur  construction  à  l'aide 
d\tne  hyperbole  et  d'un  cercle. 

221.  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  C  et  le  centre  0 
d'une  conique,  les  directions  des  axes  principaux  de  la 
courbe  se  peuvent  déterminer  à  priori  de  la  manière  sui- 
vante : 

Prenant  les  points-milieux  A',  B',  C  des  côtés  du 
triangle  ABC,  et  le  point  de  concours  H'  des  hauteurs  du 
triangle  résultant  A'B'C,  on  mène  la  droite  OH'  et  Von 
détermine  le  point  de  concours  F  des  symétriques  de 
cette  droite  par  rapport  à  deux  des  côtés  du  triangle- 
A'B'C;  les  bissectrices  de  V angle 

OH',  OF 

fournissent  les  directions  cherchées. 

222.  De  même,  étant  donnés  le  centre  O  d^une  conique 
et  l'un  de  ses  triangles  conjugués  ABC,  si  l'on  prend  le 
point  de  concours  H  des  hauteurs  de  ce  triangle,  et  que, 
menant  la  droite  OH^  on  détermine  le  point  de  concours  F 
des  symétriques  de  cette  droite  par  rappoit  à  deux  des 
côtés  du  triangle  ABC,  les  axes  principaux  de  la  courbe 
seront  dirigés  suis^ant  les  bissectrices  de  V angle 

OH,  OF. 

Les  équations  comparées 

ak'-\-bW^cQ'=o,      fl'X^-f-  b'Y^+c'=o 
do  la  courbe  rapportée  allernalivement  au  triangle  conju- 
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gué  ABC,  ou  à  ses  axes  principaux,  entraînent  effective- 
ment l'identité 

ou  la  conclusion  que  les  droites  ABCXY  =  o  et  la  droite  à 
Tinfini  représentée  par  l'équation  c'=  o  font  six  tangentes 
d'une  même  conique  :  une  parabole  dont  la  directrice  est 
immédiatement  déterminée  par  deux  de  ses  points,  le  point 
de  rencontre  H  des  hauteurs  du  triangle  circonscrit  ABC 
et  le  point  de  concours  des  deux  tangentes  rectangulaires 
OX,  OY,  ou  le  centre  donné  O  (Jig-  48).  Le  foyer  F  de 


cette  parabole  auxiliaire  se  trouvera  d'ailleurs  au  point 
d'intersection  de  deux  droites  symétriques  de  la  directrice 
OH  par  rapport  à  deux  des  côtés  du  triangle  ABC.  Or,  si 
l'on  joint  au  centre  donné  O  le  point  F  ainsi  déterminé, 
les  tangentes  OX,  OY  menées  du  point  O  à  la  parabole 
coïncideront  avec  les  bissectrices  des  angles  adjacents  for- 
més par  la  directrice  OH  et  la  droite  OF. 

La  construction  du  numéro    précédent   résulterait  de 
même  des  équations 

AB  +  BC  H-  CA  =:  o,     «X*  -^bY'-hc  =  o 

de  la  courbe  rapportée  au  triangle  inscrit  ABC  ou  à  ses 
axes  principaux.  L'identité  résultante 

AB  4-  BC  -h  CA  -h  fl  X^  -4-  ^^  Y^  -f-  c  =  o 
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exprime,  eu  effet,  que  les  axes  cherchés  coïncident  avec 
les  tangentes  menées  du  point  O  à  une  parabole  conjuguée 
au  triangle  ABC,  et  dès  lors  circonscrite  au  triangle  mé- 
dian A'B'C.  Or  ces  tangentes  résultent  du  tri.angle  A'B'C 
et  du  point  de  rencontre  de  ses  hauteurs  H',  comme  les 
précédentes  du  triangle  ABC  et  du  point  H. 

Observation.  —  Les  rayons  menés,  du  point  0,  aux 
sommets  du  triangle,  et  les  parallèles  à  ses  côtés,  issues  du 
même  point,  font  trois  couples  de  diamètres  conjugués  de 
la  courbe,  ou  trois  couples  de  rayons  conjugués  d'un  fais- 
ceau en  involution.  Deux  de  ces  couples  suffisent  d'ail- 
leurs pour  définir  ce  faisceau  dont  les  rayons  conjugués, 
perpendiculaires  entre  eux,  fourniront  ensuite  les  axes 
que  Ton  cherche  :  et  telle  est  la  solution  normale  du  pro- 
blème. Celle  que  l'on  vient  de  donner,  entièrement  irré* 
gulière  au  point  de  vue  didactique,  offre  pourtant  un 
exemple  de  ce  que  devraient  être  la  plupart  des  construc- 
tions de  la  géométrie  :  une  simple  combinaison  des  don- 
nées immédiates  de  la  figure  dont  les  points  ou  les  lignes 
les  plus  remarquables  remplaceraient  les  éléments  étran- 
gers que  l'on  y  fait  trop  souvent  intervenir.  Le  principe 
que  nous  y  avons  employé  se  retrouvera  d'ailleurs  dans 
le  problème  suivant,  qui  est  un  peu  moins  facile,  et  dont 
on  ne  connaît  encore  qu'un  très-petit  nombre  de  solu- 
tions. 

223.  Problème.  —  Construire  les  directions  des  axes 
principaux  d^un  ellipsoïde  défini  par  trois  diamètres 
conjugués  Oa,  Oè,  Oc. 

i).  Soient 

^2  V*  2^ 

l'équation  de   la   surface   rapportée    aux  diamètres  don- 
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nés,  et 

(i')  (  H-;?(7^-l-7'j-l-7*z)'=:i, 

ou 

l'équation  de  la  même  surface  rapportée  à  trois  plans  dia- 
métraux conjugués  quelconques 

ABC  =  o. 

Quels  que  soient  ces  derniers,  comme  le  terme  indépen- 
dant des  variables  est  le  même  dans  les  deux  équations 
(i),  (i'),  leurs  premiers  membres  doivent  être  identiques. 
On  a  donc  identiquement 

~ -4- 71  H- ~  =  m  A»  4- /iB*  4- ;>CS 
a}        h^        c^  '^ 

et  les  équations 

(2')  »iA»  +  /2B'-+-/?C»=  0 

représentent  une  seule  et  même  surface  :  un  cane  Jixe, 
réel  ou  imaginaire  \  asymptote  à  la  surface  proposée,  si 
celle-ci  est  un  hyperboloïde,  et  dont  la  trace  sur  un  plan 
déterminé  quelconque  est  une  conique  fixe 

(3)  /wA'^-f-/iB'»H-/?C'^=ro, 

conjuguée  à  chacun  des  triangles  A'B'C  qui  résultent 
de  la  section,  par  le  plan  que  Ton  aura  choisi,  de  trois 
plans  diamétraux  conjugués  de  la  surface  primitive. 

Or,  si  Ton  considère,  en  particulier,  la  trace  du  cône  (2) 
ou  (2')  sur  Tun  des  plans  tangents 

Zzzzc 
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de  la  surface,  la  conique  résultante  est  représentée  par 
Téquation 


• 

=:= 

o, 

a" 

f . 

ou 

(3') 


Si  d'ailleurs  on  coupe  la  surface  proposée  (i)  pan  le  plan 
diamétral  parallèle 

3  =  0, 

la  section  résultante  est 

Les  courbes  (3')  et  (4)  forment  donc  l'Un  de  ces  sys- 
tèmes de  deux  coniques  que  l'on  nomme  conjuguées, 
parce  que,  transportées  dans  un  même  plan  et  autour  du 
même  centre,  les  diamètres  réels  de  l'une  servent  de  me- 
sure aux  diamètres  imaginaires  de  même  direction  dans 
l'autre.  Et  l'on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

Les  traces j  sur  un  même  plan  tangent  d'une  surface  du 
second  ordre,  de  trois  diamètres  conjugués  quelconques 
de  la  surface  sont  les  sommets  d'autant  de  triangles  con- 
jugués à  une  même  conique  ajant  pour  centre  le  point  de 
contact  du  plan  tangent  considéré^  égale  en  outre  et  ho- 
mothétique  à  la  conique  conjuguée  de  la  section  détermi- 
née dans  la  surface  par  le  plan  diamétral  parallèle, 

a).  La  proposition  réciproque  est  également  vraie  :  les 
diamètres  menés  du  centre  de  l'ellipsoïde  auir  sommets  de 
l'un  quelconque  des  triangles  conjugués  à  la  courbe  précé- 
dente font  toujours  trois  diamètres  conjugués  de  la  surface. 

3).  En  particulier,  les  traces  de  trois  diamètres  conju- 
gués quelconques  d'un  ellipsoïde,  ou  d'un  byperboloïde  à 
deux  nappes,  sur  le  plan  tangent  mené  par  l'un  des  om- 
bilics j  sont  les  sommets  d'autant  de  triangles  conjugués 
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à  un  même  cercle  et  dont  les  trois  hauteurs  se  croisent  en 
cet  ombilic. 

On  sait  que  les  questions  relatives  aux  figures  à  trois 
dimensions  se  peuvent  traiter  de  deux  manières  différentes  : 
soit  dans  l'espace  même  où  ces  figures  sont  tracées^  soit 
dans  le  plan,  par  une  réduction  préalable  de  la  question 
en  une  autre  où  n'interviennent  plus  que  deux  des  trois  di- 
meusions  de  Tétendue.  Le  théorème  que  Ton  vient  d'établir 
réalise  cette  réduction  du  problème  solide  en  un  problème 
plan,  pour  la  plupart  des  questions  relatives  aux  diamètres 
conjugués  des  surfaces  du  second  ordre. 

4).  Revenons  à  notre  problème  ^  et  soientOajOi,Ocou 
a,.&,  c  les  trois  diamètres  conjugués,  réels  ou  imaginaires, 
qui  définissent  la  surface.  Dans  le  plan  tangent  de  cette 
dernière  pour  le  point  c,  et  autour  de  ce  point  comme 
ceiftre,  imaginons  la  courbe  C 

égale  et  homothétique  à  la  coniquâ'conjuguée  de  la  section 
diamétrale  parallèle.  Et  soient  A',  B',  C*(Jîg,  49)  les  traces, 
sur  le  même  plan,  des  axes  principaux  de  la  surface. 

D'après  le  théorème  précédent,  le  triangle  principal 
A'B'C  est  conjugué  à  la  courbe  C.  Et  il  résulte,  de  Tor- 
thogonalité  des  axes  OA',  OB',  OC,  que  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  de  ce  triangle  coïncide  avec  le  pied  H 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  surface  sur 
le  plan  tangent  en  c,  le  carré  de  cette  perpendiculaire  OH 
mesurant,  au  signe  près,  la  puissance  du  point  H  par  rap- 
port au  triangle  A'B'C, 


HA'.Hû'i=:  — OH. 

On  pourrait  s'arrêter  là,  et  le  problème  que  l'on  s'était 
proposé  serait  implicitement  résolu.  On  sait  effectivement 
que  le  centre  du  cercle  conjugué  à  un  triangle  A'B'G'est  au 
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point  de  rencoDtre  H  des  hauteurs  de  ce  triangle,  le  carré 
du  rayon  de  ce  cercle  étant  mesuré  par  la  puissance  de  ce 
point  par  rapport  au  triangle  : 


On  connaît  donc  ici  le  centre  H  et  le  rayon 


rzn  v/HA'.Hrt'  =  v/—  OH  =  OH  sf^ 
du  cercle  conjugué  au  triangle  principal  A'B'C  *,  et  celui-ci 


n'est  autre  que  le  triangle canjugué  commun  à  la  conique  C 
et  à  un  cercle  imaginaire  donné  de  centre  et  de  rayon . 

5).  Mais  la  solution  effective  du  problème  suppose  la 
détermination  effective  de  ce  triangle.  Pour  y  parvenir, 
nous  remarquerons  d'abord  que  le  produit 

HA'.Hfl'=i  — ôiâ' 

mesure  aussi  la  demi-puissance  du  point  H  par  rapport  au 
cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C, 


-HA'.Hfl"=:-~OH  {*). 


(^)  L^une  quelconque  des  hauteurs  A' H  a'  d'un  triangle  étant  prolon- 
gée  jusqu'au  cercle  circonscrit  suivant  a*  a",  on  a 


3 


HA'.Ha'=:iHA'.H«". 

3 


J 
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On  connaît  donc,  en  premier  lieu,  le  point  de  concours  H 
des  hauteurs  du  triangle  principal  A'B'C,  et  la  puissance 


(I)  HA'.Hrt''  =  — 2OH 

de  ce  point  par  rapport  au  cercle  circonscrit  à  ce  triangle, 
6).  Observant  ensuite  que  la  position,  dans  un  plan  dé- 
terminé, d'un  triangle  quelconque,  dépend  de  six  paramè- 
tres 5  de  trois  seulement,  si  ce  triangle  doit  être  conjugué 
à  une  conique  C5  d'un  seul  paramètre,  enfin,  si  ses  trois 
hauteurs  doivent,  en  outre,  concourir  en  un  point  donné  H  : 
on  verra  qu'il  existe,  dans  le  plan  tangent  actuel,  une  série 
déterminée  comprenant  une  infinité  de  triangles,  conju- 
gués à  la  courbe  C,  comme  le  triangle  principal;  assujettis, 
comme  celui-là,  à  avoir,  dans  le  point  H,  le  point  de  con- 
cours de  leurs  hauteurs;  inscrits  dès  lors  et  circonscrits, 
en  même  temps  que  ce  triangle,  à  deux  courbes  détermi- 
nées. De  là  ce  problème  incident  : 

Trouver  la  commune  trajectoire  des  sommets^  et  la  com- 
mune enveloppe  des  côtés  d^un  triangle  tilWQJ  dont  les 
trois  hauteurs  se  croisent  en  un  point  donné  H,  et  qui  de- 
meure conjugué  à  une  conique Jîxe  C. 

La  première  de  ces  courbes  se  détermine  bien  aisément. 
Et  comme  la  droite  menée  du  point  H  (a,  j3)  à  l'un  quel- 
conque des  sommets  [x^  y)  du  triangle  mobile  doit  être 
perpendiculaire  au  côté  opposé,  ou   à   la  polaire  même 

'jpX        rY  \ 

-"Y  -f-  '^  =  —  I  )  de  ce  sommet  par  rapport  à  la  courbe  C  ; 

on  a,  dans  la  condition  résultante 

a^X      X  —  a 


(*)  On  suppose  ici,  et  l'on  supposera  jusqu'à  la  fin,  les  diamètres  <7,  h 
perpendiculaires  entre  eux,  ce  qui  revient  au  fond  à  substituer,  à  Taidt 
d'une  construction  connue,  aux.  diamètres  conjugués  2  a,  7b  de  la  sectioa 
diamétrale  z  =  o,  les  axes  mêmes  de  cette  section. 
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réqualîon  même  de  la  courbe  parcourue  par  chacun  des 
sommels  du  triangle  mobile  :  une  hyperbole  équilatère 


(II) 


( û*  —  b^)xy  —  à^oLy  -\-  h'^^x  =zo 


passant  par  le  point  donné  H,  par  le  centre  c  de  la  co- 
nique G,  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  prin- 
cipaux de  celte  dernière*,  identique,  en  un  mol,  comme  on 
le  devait  prévoir,  à  l'hyperbole  qui  contient  les  pieds  des 
normales  menées,  du  point  H,  à  celte  conique. 

Comme  tous  les  triangles  de  la  série  actuelle,  le  triangle 
principal  hlY^'C  sera  donc  inscrit  à  r hyperbole  (II).  Mais 
on  peut  ajouter  que  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  ren- 
contrera cette  hyperbole  suiy^ant  un  quatrième  point  que 
Ton  peut  construire,  et  qui  n'est  autre  que  le  point  H',  dia- 
métralement opposé  au  point  H  dans  Vhjperbole  (fig»  5o); 
propriété  commune  d'ailleurs  aux  cercles  analogues  pour 
lous  les  triangles  de  la  série. 

Il  résulte,  en  effet,  d'un  théorème  connu,  que  le  cercle 
des  neuf  points  d'un  triangle  quelconque  A'B'C,  inscrit  à 

Fig.  5o. 


une  hyperbole  équilatère,  contient  le  centre  w  de  la 
courbe.  Et  comme  trois  de  ces  neuf  points  sont  les  points- 
milieux  a,  i,  c  des  segments  HA',  HB',  HC,  on  voit,  en 
doublant  les  rayons  vecteurs  menés  de  l'origine  H  aux 
quatre  points  «,   è,  c  et  w  de  ce  cercle,  que  les  quatre 
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points  A',  B',  C  et  H'  résultant  de  cette  duplication  seront 
encore  sur  un  même  cercle  :  circonscrit  au  triangle  A'B'C 
et  passant  par  le  point  H',  diamétralement  opposé  au 
point  H  par  rapport  au  centre  o)  de  l'hyperbole.  Comme  le 
point  H  (*),  le  point  H'  appartient  donc  à  l'hyperbole  (II). 

La  même  conclusion  résulterait  aussi  du  calcul. 

On  trouve,  effectivement,  que  le  point  de  concours  des 
hauteurs  et  les  sommçts  i,  a,  3  d'un  triangle  inscrit  à 
Thyperbole  équilatère 

(h)  .^7=1, 

ont  leurs  abscisses  liées  par  la  relation 

[  "  ]  ^\  Xi  3C^  <^H I  • 

Formant  ensuite  l'équation  aux  abscisses  de  rencontre  de 
l'hyperbole  (h)  et  du  cercle  (i,  2,  3) 

^'+ J^-h  2Ax  4-  2Bj+  C  =:0, 

on  trouve 

I  B 

x^  -\ h2Aa;-+-2-4-C  =  o 

ou 

x^  -\-  2Ax^  4-C.r'  -4-  2Bj?  h-  i=.  o; 

et  l'on  en  déduit 

In    ]  ijPi  Xj  X2  X  ^  — ^      I      I  . 

Or  les  relations  (ft),  [k')  entraînent  l'égalité 

J-4  =r  —  ^H 

ou  la  conclusion  que  le  quatrième  point  de  rencontre  d'une 
hyperbole  équilatère  et  d'un  cercle  circonscrits  à  un  même 
triangle,  est  le  point  diamétralement  opposé,  dans  l'hyper- 
bole, au  point  de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle. 


(*)  C'est  une  propriété  connue  du  triangle  inscrit  à  une  hyperbole  équi 
latère  que  le  point  de  concours  des  hauteurs  appartient  à  la  courbe. 
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7).  Passons  maintenant  à  la  commune  enveloppe  des  cô- 
tés des  triangles  (  A'B'C,  H). 

Tous  ces  triangles  étant  inscrits  à  l'hyperbole  (II)  et  con- 
jugués à  la  conique  C,  la  courbe,  enveloppe  de  leurs  côtés, 
ou  des  polaires  de  leurs  sommets  par  rapport  à  celte  conique, 
n'est  autre  que  la  polaire  réciproque  de  Thyperbole  par  rap- 
port à  la  directrice  C  :  une  conique  aussi,  comme  cela  ré- 
sulte d'un  théorème  bien  connu  \  et,  dans  le  cas  actuel,  une 
parabole  P  dont  les  éléments  principaux  peuvent  être  réunis 
indépendamment  de  tout  calcul. 

Comme  Thyperbole  (II)  passe,  en  eflFet,  par  le  centre  c  de 
la  conique  directrice  C»\  la  polaire  du  centre  c,  par  rap- 
port à  la  directrice,  ou  la  droite  à  V infini ^  est  tangente 
à  la  polaire  réciproque  que  Ton  cherche  :  et  celle-ci  est  une 
parabole  P. 

Comme  l'hyperbole  (II)  possède,  en  outre,  un  point  à 
l'inGni  sur  chacun  des  axes  ex,  cy  àe  la  directrice  C;  sa 
polaire  réciproque,  par  rapport  à  cette  dernière,  est  tan- 
gente à  chacun  des  axes  cy^  ex  dont  le  point  de  concours  c 
appartient  dès  lors  à  la  directrice  de  la  parabole  P. 

Enfin ,  le  point  donné  H,  où  se  croisent  les  hauteurs 
d'une  infinité  de  triangles  A'B'C  circonscrits  à  cette  pa- 
rabole, est  un  second  point  de  sa  directrice  (cH)^  et  la 
polaire  hh!  du  point  H,  par  rapport  à  la  conique  C,  en  est 
une  seconde  .tangente. 

On  connaît  donc  la  directrice  cH  et  deux  tangentes  dis- 
tinctes ex,  hh'  de  la  parabole  enveloppe  dont  le  foyer  F  se 
trouve  dès  lors  au  point  de  rencontre  de  deux  droites  que 
Ton  sait  construire  (symétriques  de  la  directrice  par  rap- 
port à  ces  tangentes). 

Or,  tous  les  triangles  (A'B'C,  H)  étant  circonscrits  à  la 
parabole  P,  les  cercles  circonscrits  à  tous  ces  triangles 
passent  d'eux-mêmes,  comme  l'on  sait,  et  le  cercle  cir- 
conscrit  au  triangle  principal  h!  WCJ  passe  également  par 
le  foyer  F  de  cette  parabole. 
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8).  En  résumé,  l'on  connaît  deux  points  F,  H'  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  principal  A'B'C,  n^*  6)  et  7),  ainsi 
que  la  puissance  du  point  H  par  rapport  à  ce  cercle,  n°  5), 
formule  (I)^  on  peut  donc  en  obtenir  un  troisième  point 
situé  sur  Tune  des  droites  HH'  ou  HF. 

Construisant  ensuite  le  cercle  déterminé  par  ces  trois 
points  et  construisant  de  même  l'hyperbole  (II),  ces  deux 
courbes  se  coupent  en  quatre  points  ;  le  premier,  H',  qu'on 
laissera  de  côté,  parce  qu'il  est  indépendant  de  la  situation 
du  centre  O  de  la  surface  sur  la  perpendiculaire  menée  du 
point  H  au  plan  tangent  où  se  fait  la  construction  ;  les  trois 
autres,  A',  B',  C,  qui"  répondent  seuls  au  problème  et  déter- 
minent les  traces,  sur  ce  plan,  des  axes  principaux  de  la 
surface. 

Le  problème  proposé  se  trouve  donc  résolu,  et  sa  con- 
struction ramenée  à  celle  des  trois  derniers  points  de 
rencontre  d'une  hyperbole  équilatère  et  d'un  cercle  aux- 
quels leur  définition  même  assigne  un  premier  point  com- 
mun (H'). 

9).  On  aurait  pu  négliger  la  notion  relative  au  point  H' 
et  construire  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C d'après 
ces  seules  conditions  :  qu'il  passe  par  le  ppint  F;  que  sa 
puissance  par  rapport  au  point  H  soit  égale  à  un  carré 

donné  ( —  2 OH  ),  et  sa  puissance  par  rapport  au  centre  c 
de  la  courbe  C,  à  —  (a*  -h  fc*)  (  théorème Faure).  Obtenue 
d'après  cette  dernière  condition,  la  seconde  trace  de  ce 
cercle  sur  la  droite  cF  reproduirait  justement  le  point  H 
que  l'on,  voulait  négliger. 

10).  L'analyse  précédente  se  peut  résumer  dans  cette 
construction  : 

Les  trois  diamètres  conjugués  qui  définissent  la  surface 
étant  Oa,  Oi,  Oc,-  dans  le  plan  tangent  mené  par  V ex- 
trémité c  de  Vun  de  ces  diamètres ,  et  autour  de  ce  point 
comme  centre^  on  imagine  la  courbe  C  égale  et  homo^ 
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thétique  à  la  conique  conjuguée  de  la  section  diamétrale 
parallèle^  et  Von  construit  effectivement  : 

I**  L  hyperbole  equilatère,  lieu  géométrique  des  pieds 
des  normales  menées  à  la  courbe  C  par  le  pied  H  de  la 
perpendiculaire  abaissée  y  du  centre  O  de  la  surface,  sur 
le  plan  tangent  considéré^  et,  dans  cette  hyperbole ,  le 
point  H'  diamétralement  opposé  au  point  H  ; 

2°  Le  foyer  F  de  la  parabole  polaire  réciproque  de 
i* hyperbole  précédente  par  rapport  à  la  courbe  C. 

Menant  ensuite  par  les  points  F  et  H'  un  cercle  dont  la 

puissance  par  rapport  au  point  H  soit  égale  à  —  2  OH  ;  les 
traces,  sur  le  plan  tangent  considéré,  des  axes  principaux 
lie  la  surface  se  troubleront  aux  trois  derniers  points  de 
rencontre  de  ce  cercle  et  de  V hyperbole  précédente, 

224.  Les  axes  principaux  étant  connus  de  direction,  ou 
les  détermine  en  grandeur  à  Taide  de  la  proposition  sui- 
vante, dont  la  vérification  n'offre  aucune  difficulté  et  qui 
n'est  autre  qu'une  propriété  bien  connue,  transportée  dans 
les  mêmes  termes,  de  Fellipse  à  rellipsoïde  :  «  Le  produit 
des  distances  de  l'extrémité  d'un  diamètre  quelconque  au 
plan  diamétral  .conjugué  et  à  l'un  des  plans  principaux  de 
la  surface,  est  égal  au  carré  du  demi -axe  perpendiculaire  à 
ce  plan  principal;  les. distances  dont  il  est  ici  question  se 
mesurant  sur  la  normale  au  point  considéré  »  [jiperçu 
historique^  p.  364)- 

On  trouve  dans  le  même  ouvrage  cette  autre  construc- 
tion de  la  première  partie  du  problème  :  a  Etant  don- 
nés..., par  l'extrémité  A  d'un  des  trois  diamètres  donnés, 
on  mènera  une  droite  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
.  autres  sur  laquelle  on  prendra,  à  partir  du  point  A,  deux 
segments  respectivement  égaux  aux  deux  demi-axes  prin- 
cipaux de  l'ellipse  construite  sur  ces  deux  diamètres  con- 
jugués. Soit  b  le  plus  grand  de  ces  deux  axes  et  c  le  plus 
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petit;  on  mènera  par  la  normale  deux  plans, dont  Tun  paral- 
lèle au  diamètre  c  et  l'autre  parallèle  au  diamètre  b]  on 
construira,  dans  le  premier  plan,  une  ellipse  qui  ait  pour 
demi-grand  axe  le  segment  b  et  pour  excentricité  le  seg- 
ment c,  et,  dans  le  second  plan,  une  hyperbole  qui  aît  poUr 
demi  axe  principal  le  segment  c  et  pour  excentricité  le  seg- 
ment 65  on  regardera  le  centre  de  Tellipsoïde  comme  le 
sommet  commun  de  deux  cônes  ayant  pour  bases  respec- 
tivement cette  ellipse  et  cette  hyperbole.  Ces  deux  cônes  se 
coupent  suivant  quatre  droites  qui  seront,  deux  à  deux, 
dans  trois  plans,  lesquels  plans  se  couperont,  deux  à  deux, 
suivant  trois  autres  droites  :  ces  trois  droites  seront  les  axes 
principaux  de  l'ellipsoïde  »  (aperçu,  p.  365). 

225.   Construire  le  trîèdre  conjugué  commun  à  deux  el- 
lipsoïdes concentriques  (a,  fe,  c),  («',  fe',  c'). 

Dans  le  plan  tangent  au  point  c  de  la  première  surface ^ 
au  pointe^  de  la  seconde^  et  autour  de  chacun  de  ces  points 

comme  centre  ^  on  décrit  les  deux  coniques  {a  yj —  1 ,  b  \j — 1  ) , 

\a'  sj — I,  b'  \J — i)  respecti\fement  égales  et  homo  thé  tiques 
aux  coniques  conjuguées  des  sections  diamétrales  parais 
lèles.  Les  deux  cônes  ayant  y  pour  sommet  commun ,  le 
centre  commun  des  deux  suif  aces, 'pour  bases  respectii^es 

les  deux  coniques  {a  \[—i ,  b sj —  1  ) ,  (a' \J —  i ,  i' yj — 1\  se 
coupent  suivant  quatre  génératrices  ;  et  les  trois  plans 
diagonaux  de  r angle  solide  tétraèdre  qu'^ elles  détermi^ 
nent  se  coupent,  deux  à  deux^  suivant  les  trois  diamètres 
cherchés  i^n''  223,  p.  a48). 

226.  Les  directions  des  axes  principaux  dUin  ellipsoïde 
se  peuvent  aussi  déduire  des  seules  directions  de  deux 
groupes  formés  chacun  de  trois  diamètres  conjugués^  ou 
de  la  seule  donnée  de  deux  trièdres  conjugués  à  la  surface. 
Tous  ces  trièdres  sont  effectivement  conjugués  à  un  même 
cône  du  second  ordre  :  le  cône  asymptote,  dont  la  trace  sur 
un  plan  quelconque,  est  ici  une  conique  conjuguée  à  deux 

'7 
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triangles  donnés,  et  que  Ton  peut  regarder  comme  connue. 
La  détermination  des  axes  principaux  de  Tellipsoïde  se  ré- 
duit donc  encore  à  la  construction  du  triangle  conjugué 
commun  à  cette  conique  et  à  un  cercle  imaginaire  ayant 
pour  centre  ]e  pied  de  la  perpendiculaire  OH  abaissée  du 
centre  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  de  l'épure  5  pour  rayon,  le 

produit  de  cette  perpendiculaire  par  \/ — 1  (n^  223,  p.  25o). 

227.  Etant  donnés  le  centre  O  d'une  surface  du  second 
ordre,  et  l'un  de  ses  tétraèdres  conjugués  1  2  34;  les  direc- 
tions de  ses  axes  principaux  résultent  encore  des  équations 
comparées 

ou  de  l'identité 

«X^  -f-  3 Y^  -+-  fZ»  =  >,  Pf  +  . . .  +  \  V]  -h  k. 

Celle-ci  exprime,  en  effet,  que  le  cône  asymptote  de  la 
surface  est  simultanément  conjugué  au  trièdre  trirec- 
tangle  XYZ,  formé  des  trois  plans  principaux  que  Ton 
cherche,  et  au  pentaèdre  P, . . .  P4./r,  ou  Pi ...  P*.?., 
fojTné  des  plans  des  faces  du  tétraèdre  donné  et  du  plan 
à  V infini^  k  =  o.  Imaginant  dès  lors  le  pentagone  gauche 
qui  résulte  des  intersections  successives  des  plans  Pt, . .  . , 
P4,  P«,  pris  danô  un  ordre  quelconque;  les  droites  me- 
nées du  point  O  aux  sommets  successifs  de  ce  pentagone 
forment  les  arêtes  successives  d'un  angle  solide  pentaèdre, 
conjugué  au  cône  asymptote,  et  dont  la  trace  sur  un  plan 
quelconque  est  un  pentagone  conjugué  à  la  trace  de  ce  cône 
sur  le  même  plan.  Cette  trace  est  donc  une  conique  déter- 
minée dont  nous  serions  en  état  de  construire  le  centre 
(n°  182),  les  directions  des  axes  (n°  222)  et  tons  les  élé- 
ments. On  pourra  donc  obtenir,  comme  au  n°223,  les 
traces  des  axes  principaux  de  l'ellipsoïde,  ou  les  sommets 
du  triangle  conjugué  commun  à  cette  conique  et  au  cercle 
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imaginaire  qui  aurait  pour  centre  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire OH  abaissée  du  point  O  sur  le  plan  de  l'épure;  pour 

rayon,  le  produit  de  celte  perpendiculaire  par  y/ — i. 

Les  arêtes  successives  de  l'angle  soli4e  penlaèdre  que  l'on 
aurait  à  employer  seraient  d'ailleurs,  et,  dans  leur  ordre, 
les  droites  menées  successivement,  du  centre  O  de  la  sur-  ' 
face,  aux  sommets  123,  234,  et  aux  points  à  l'infini  des 
arêtes  34,  41 ,  12  du  tétraèdre  donné. 

228.  Remarque.  —  Deux  arêtes  opposées  quelconques 
du  tétraèdre  1234,  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  au  point  O,  et  la  droite  qui,  menée  de  ce  point, 
s'appuierait  sur  Tune  et  Tautre  de  ces  arêtes,  font  trois  dia- 
mètres conjugués  de  l'ellipsoïde.  Les  trois  couples  d'arêtes 
opposées  du  tétraèdre  donnent  donc  naissance  à  trois  triè- 
dres  conjugués  et  permettent  de  ramener  au  précédent 
(n"  226)  le  problème  que  nous  venons  de  résoudre.  Mais 
cette  remarque  nous  peut  aussi  donner  une  proposition  in- 
téressante touchant  les  dépendances  qui  existent  entre  les 
directions  des  six  arêtes  d\in  tétraèdre  et  celles  des  trois 
droites  qui  peui^entêtre  menées  ^  par  un  point  quelconque  O 
de  r espace^  de  manière  à  s^appuyer  sur  deux  arêtes  op- 
posées du  tétraèdre.  Quel  que  soit  effectivement  le  point  O 
que  l'on  aura  choisi,  le  irièdre  formé  de  ces  trois  dernières 
droites  est  homologique  à  un  trièdre  fixe^  de  même  som-  , 
met  O,  et  dont  chacune  des  faces  est  parallèle  à  deux 
arêtes  opposées  du  tétraèdre.  C'est  ce  qui  résulte  de  la  re- 
marque précédente,  associée  à  un  théorème  antérieur 
(n«  180,  p.  i8i). 
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CHAPITRE  VIL 

QUADRIUTÈRES  ET  HEXAÈDRES  CONJUGUÉS. 

SovvÀiRi. — Du  quadrilatère  conjugué  à  une  conique  et  de  Thexaèdre 
conjugué  à  une  surface  du  second  ordre.  —  Analogies  géométriques  du 
quadrilatère  et  de  Vbexaèdre.  —  Développement  d'un  certain  mode  de 
description  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre. 


§  I. —  Des  courbes  contenues  dans  l 'équation  \   ij  P J  =  o 
et  de  quelques  propriétés  du  quadrilatère, 

S29.  On  doit  à  M.  Lamé  la  première  observation  de 
cette  propriété  des  surfaces  du  second  ordre  qui  ne  peuvent 
être  soumises  à  /i  —  i  conditions  distinctes  sans  remplir 
d'elles-mêmes  une  ai**"**  condition  de  même  nature  :  pro- 
priété singulière  que  la  théorie  des  coniques  ne  permettait 
pas  de  prévoir,  et  qui  ne  s'y  peut  rattacher  par  aucune 
analogie  véritable.  Le  théorème  de  M.  Hesse,  que  nous 
allons  établir,  offre,  il  est  vrai,  une  certaine  ressemblance 
avec  le  précédent;  mais  il  est  surtout  remarquable  en  ce 
qu'il  fait  l'un  des  chemins  qui  conduisent  au  théorème  de 
'  Pascal.  Et  c'est  pourquoi  nous  Tétudierons  de  nouveau  ici, 
soit  en  lui-même,  bien  que  les  principes  déjà  posés  le  ren- 
dent évident,  soit  au  point  de  vue  des  analogies  qui  per- 
mettent de  le  transporter  aux  surfaces  du  second  ordre. 

230.  Théorème.  —  Toute  conique  qui  div^ise  har- 
moniquement  deux  des  diagonales  d'un  quadrilatère 
Pj .  .  .  P4  =  o,  di\fise  harmonique  ment  la  troisitme  (Hesse), 
et  peut  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 


I 
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Considérons,  en  effet,  Tune  des  courbes  contenues  dans 
l'équation 

(l)  >,PÎ-+->2P',   -4-^3P|-h^4PÎ=0, 

et  la  polaire  correspondante 

d'un  point  quelconque  {pi^ , . .  ,^4)  du  plan  de  la  figure. 
Si  ce  point  coïncide  avec  Tun  des  sommets  du  quadrilatère, 
on  devra  poser,  par  exemple, 

o=pi=p2i 
et  Téquation  (2)  devenant,  par  cette  substitution, 

(2')  ^/?3.P3   -f->4/'4-P4  =  0, 

on  voit  que  la  polaire  de  chacun  des  sommets  du  quadrila- 
tère passe  par  le  sommet  opposé.  Les  trois  diagonales  du 
quadrilatère  donné  se  trouvent  donc  divisées  harmonique- 
ment  par  chacune  des  courbes  (i).  Or  il  résulte  des  quatre 
coefficients  homogènes,  ou  des  trois  paramètres  indétermi- 
nés Xi:Xs:Xs:X4  contenus  dans  Téquation  (i),  que  les 
courbes  qu'elle  définit  demeurent  capables  de  trois  condi- 
tions nouvelles,  et  ne  peuvent  être  assujetties  dès  lors,  par 
leur  commune  définition,  à  plus  de  deux  conditions  dis- 
tinctes. On  doit  donc  réduire  à  ce  nombre  les  trois  condi- 
tions communes  qu'elles  remplissent  déjà  en  divisant  har- 
moniquement  les  trois  diagonales  du  quadrilatère*,  et  Ton 
peut  dire,  en  d'autres  termes,  que  toute  conique  qui  divise 
harmoniquement  deux  de  ces  diagonales  divise  de  la  même 
manière  la  troisième. 

Ce  théorème  est  d'ailleurs  susceptible  de  cet  autre  énoncé: 

Si  deux  des  trois  systèmes  de  deux  points  formés  des 

sommets   opposés  d'un  quadrilatère  complet   font   deux 

systèmes  de  points  conjugués  par  rapport  à  une  conique,  il 

en  est  de  même  des  deux  points  du  dernier  système.  Et  nous 
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dirons,  dans  ce  cas,  que  le  quadrilatère  et  la  courbe  sont 
conjugués. 

Obserualion,  —  Il  résulte  de  la  propriété  de  six  couples 
d'éléments  conjugués  à  une  conique  (n^  156,  p.  160)  que 
(c  si  n  couples  de  points  P^  P',, . . . ,  P„P',  donnent  lieu  à 
l'identité  tangentielle 

^iP.P'.H -h>,p„p'^so, 

toute  conique  conjuguée  à  /i  —  i  de  ces  couples  est  d'elle- 
même  conjuguée  aux  deux  points  de  la  n'*"**  ».  Posant 
w  =  3,  on  voit  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  donnée  de  deux  couples  de  points  conjugués 

11',  22' entraîne  celle  d'une  troisième  couple  33',  réside 
dans  V identité  Xj  Pj  F,  H-  . .  .  4-  is  Pj  F,  ^  o ,  que  l'on 
peut  écrire 

Or  il  résulte  de  celle-ci  que  le  système  33'  peut  être  con- 
sidéré comme  une  conique  épanouissante  inscrite  au  qua- 
drilatère 12 l'a',  ou  que  les  points  3  et  3'  coïncident  avec 

les  points  de  concours  des  côtés   opposés  du  quadrila- 
•  •  •    . 

1ère  121' 2'  :  c'est  encore  le  théorème  de  M.  Hesse.  Les 
démonstrations  géométriques  que  Ton  en  a  données  parais- 
sent moins  simples  (Chasles,  Traité  des  coniques^  p.  96). 

231.  Si  l'on  dispose  des  rapports  ii  C  X,  :  la  :  X^de  ma- 
nière que  l'équation  (1)  soit  slatisfaite  par  les  coordonnées 
de  irois  points  appartenant  à  une  droite  A  =  o  prise  à  vo- 
lonté dans  le  plan  de  la  figure;  la  fonction  (i)  sera  décom- 
posable  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  A,  A';  et 
l'on  aura  identiquement 

(i')  À,  Pî-+-...-f->,p;=A.A'. 

Il  en  résulte  que  les  conjugués  harmoniques,  par  rapport 
aux  trois  diagonales  d\in  quadrilatère ,  des  traces  rt^S' 
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pectis^es  d'une  transi^ersale  quelconque  sur  ces  diagonales^ 
font  trois  points  en  ligne  droite. 

Si  l'une  des  fonctions  A  ou  A'  se  réduit  à  une  constante, 
l'une  des  droites  conjuguées  A',  A  disparait  à  Tinfinî, 
l'autre  coïncide  avec  la  médiane  du  quadrilatère,  et  se 
trouve  définie  par  une  identité  de  la  forme 

232.  Les  médianes  des  cinq  quadrilatères  qui  résultent 
des  côtés  d^un  pentagone  Pj . . .  P5  =  o  concourent  en  un 
même  point. 

Soient,  en  effet, 

A.  =  ^^XP%     A,  =  y     fxP,     A3  =  y     vF, 

les  identités  qui  définissent  trois  de  ces  médianes.  Si,  entre 
les  deux  premières,  on  élimine  le  terme  en  P3  qui  figure 
au  second  membre  de  Tune  et  de  l'autre,  on  trouve 

/Wi  A,  -t-  /Wj  A,  ^  \      v'  P^, 

ou 

niy  Al  -h  /»!  A2  ^  /W3  A3. 

Donc,  etc. 

233.  Dans  tout  quadrilatère  complet  les  cercles  dé- 
dits sur  les  trois  diagonales  comme  diamètres  se  coupent 
dans  les  deux  mêmes  points. 

L'identité 

>,p;  -f-...-+->4P;  =  (^-a)'-+-(r-P)' 

est  effectivement  déterminée  et  n'admet  qu'un  nombre  fini 
de  solutions  •,  et  si  l'on  imagine  deux  cercles  de  rayon  nul 
représentés  par  des  équations  de  cette  forme,  on  reconnaît 
sur-le-champ  que  telle  est  aussi  la  forme  analytique  de  leur 
axe  radical,  lequel  n'est  autre,  dès  lors,  que  la  médiane  du 
quadrilatère.  Deux  cercles  distincts,  de  rayon  nul,  répon- 
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dent  donc  à  Tidentité  précédente  5  or  la  polaire,  par  rapport 
à  Tun  quelconque  de  ces  cercles,  de  chacun  des  sommets 
du  quadrilatère  passe  par  le  sommet  opposé^  et  comme  la 
polaire  d'un  point,  considérée  dans  un  cercle  de  rayon 
nul,  coïncide  avec  le  diamètre  perpendiculaire  à  celui  qui 
aboutit  au  pôle  (a;'4-j^'=  o,  xa:'+j^'=  o)  :  chacune 
des  trois  diagonales  du  quadrilatère  est  vue,  sous  un  angle 
droit,  de  l'un  quelconque  de  ses  deux  points  cycliques  ;  et 
ceux-ci  appartiennent  à  chacune  des  circonférences  décrites 
sur  ces  diagonales  comme  diamètres. 

234.  Les  points  de  concours  des  hauteurs  des  quatre 
triangles  déterminés  par  les  côtés  d\ni  quadrilatère  ap^ 
partiennent  à  une  même  droite  perpendiculaire  à  la  mé- 
diane. 

Les  cercles  conjugués,  relatifs  à  deux  quelconques  de 
ces  triangles,  ayant,  en  effet,  des  équations  de  la  forme 

(2)  ^,PJ  +  ...4-fx,PJ  =  o; 

leur  axe  radical  est  représenté  par  l'équation 

(1,2)  v,p;  +  ...-4-v,Pî=o, 

et  coïncide  avec  la  médiane  du  quadrilatère.  Les  centres  de 
ces  cercles,  ou  les  points  de  concours  des  hauteurs  de  ces 
triangles,  appartiennent  donc  à  une  droite  perpendiculaire 
à  l'axe  radical  de  ces  cercles,  ou  à  la  médiane. 

On  peut  ajouter  que  la  droite  actuelle  n'est  autre  que  la 
directrice  de  la  parabole  irlscrite  au  quadrilatère. 

Car  si  l'on  considère  le  cercle  conjugué  au  triangle 
Pi .  P, .  P3  =  o  et  l'identité 

à  laquelle  il  donne  lieu,  on  voit  que  les  côtés  d'un  triangle 
quelconque  et  deux  droites  rectangulaires  quelconques 
X .  Y  =  o,  menées  par  le  point  de  concours  de  ses  hauteurs, 


r 


DE  LA  FIGURE  FORMÉE  d'u»  TÉTRAÈDRE  ET  d'uNE  DROITE.    265 

font  toujours  cinq  tangentes  d^une  même  parabole  (n^  134, 
p.  137).  Le  point  de  concours  des  hauteurs  d*un  triangle 
circonscrit  à  la  parabole  représente  donc  le  sommet  d'un 
angle  droit  circonscrit  à  la  courbe  et  appartient  à  la  di- 
rectrice. 


I 


§  II.  —  Des  surfaces  contenues  dans  V équation 

ly  P;  4-  aA»  -+-  a'A"  -i-  2a''AA'  =  o, 

et  de  la  figure  formée  d*un  tétraèdre  et  dUme  droite. 

235.  Théorème.  —  Toute  surface  du  second  ordre  gui 
^imaharmoniquement  les  trois  premières  diagonales  de  la 
figure  formée  d'un  tétraèdre 

et  d'une  droite 

o  =  A  =  A', 

divise  de  la  même  manière  la  quatrième,  et  se  troui^e  re^ 
présentée  par  une  équation  de  la  forme 

(i)  y  X,  p;  -f.  aA^  -^  a' A'»  -4-  2a''AA'  =:  o. 

Telle  est  d^ailleurs,  dans  la  figure  formée  d'un  tétraèdre 
et  d'une  droite,  la  définition  des  diagonales  que  chacune 
d'elles  y  ait  pour  extrémités  l'un  quelconque  des  sommets 
du  tétraèdre  et  la  trace  de  la  droite  sur  le  plan  de  la  face 
opposée. 

En  effet,  le  plan  polaire,  par  rapport  à  la  surface  (i), 
d'un  point  quelconque  [p^ . .  .^4,  a,  a')  étant  représenté 
par  l'équation 

(2)      V  \p,  P,  +  a.ak  -4-  aVA'  -f-  a"  (a M  -^-  a'k)  =  o, 

le  plan  polaire  de  la  trace  de  la  droite  AA'  sur  l'une  des 
faces   du  tétraèdre  telle  que  P^  =  o  (o  =  a  =  a'  =  p^)^ 
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est  simplement 


s 


3 

IxPiVi  =0. 


Le  plan  polaire  de  la  trace  de  la  droite  considérée  sur  le 
plan  de  Tune  quelconque  des  faces  du  tétraèdre  passe  donc 
par  le  sommet  opposé  :  les  sommets  1 ,  2,  3,  4  du  tétraèdre 
et  les  traces  1',  2',  3',  4'  de  cette  droite  sur  les  plans  des 
faces  opposées  font  quatre  couples  de  points  conjugués  par 
rapport  à  Tune  quelconque  des  surfaces  contenues  dans 
l'équation  (ï).  Or  il  résulte  des  sept  coefficients  homogènes 
ou  des  six  paramètres  )i  :Xj  :  Ag  :  ^4:  a  :«':a"  contenus 
dans  cette  équation  que  les  surfaces  qu'elle  définit  demeu- 
rent capables  de  six  conditions  nouvelles,  et  ne  peuvent 
être  assujetties  dès  lors,  par  leur  commune  définition,  à 
plus  de  trois  conditions  distinctes.  On  doit  donc  réduire  à 
ce  nombre  les  quatre  conditions  communes  qu'elles  rem- 
plissent déjà  en  divisant  harmoniquement  les  quatre  dia- 
gonales de  la  figure.  Et  Ton  peut  dire,  en*  d'autres  termes, 
que  toute  surface  du  second  ordre  qui  divise  harmonique- 
ment trois  de  ces  diagonales,  divise  de  la  même  manière  la 
quatrième. 

236.  Corollaire  I.  —  Étant  données  trois  couples 

1,1';     2,2';     3,3' 

de  points  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second 
ordre;  si  trois  de  ces  points 

1',     2',     3' 

sont  en  ligne  droite^  une  quatrième  couple  de  points  con- 
jugués^ par  rapport  à  la  même  surface^  est  aussi  donnée  : 
qui  se  compose  du  point  4'  trace  de  la  droite  l'2'3'  sur 
le  plan  \^Z  et  du  point  de  concours  4  des  plans  123', 
231',  312'. 

237.  Corollaire  II.  —  Les  quatre  diagonales  de  la  fi- 
gure form^ée  d'un  tétraèdre  et  d'une  droite  ont  leurs  points- 
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milieux  dans  un  même  plan  :  le  plan  médian  de  la  figure, 
Eties  plans  médians  des  cinq  figures  analogues  y  dérivées 
d'une  droite  et  d'un  pentaèdre,  se  coupent  en  une  même 
droite;  ceux  des  quinze  figures ,  dérivées  d'un  hexaèdre 
et  d'une  droite,  en  un  même  point» 
L'équation 


1 


X,  P;  +  olX}  -4-  a'A'2  H-  2a'AA'  =  o 


pouvant  en  effet  s'abaisser  au  premier  degré,  d'une  ma- 
nière et  d'une  seule,  le  plan  déterminé  que  représente 
celte  équation  divise  également  chacune  des  quatre  diago- 
nales de  la  figure  formée  du  tétraèdre  Pi ...  P*  et  de  la 
droite  AA'.  Et  Tidentité 


s 


X,  P^  -t-  a  A«  +  ol'M^  -h  2a"AA'=  M 


qui  définit  le  plan  médian  de  la  figure,  traitée  comme  au 
qO  232,  nous  fournirait  ensuite  toutes  les  autres  parties  de 
l'énoncé. 

238.  Corollaire  III.  —  Dans  la  figure  formée  d'un 
tétraèdre  et  dhme  droite ^  les  sphères  décnfes  sur  les  quatre 
diagonales  comme  diamètres  se  coupent  suivant  les  deux 
mêmes  points. 

L'identité 

V>iP;-haA^+a'A'»-i-2a"AA'=(a;— rt)»+(7— ô)'-4-(z  — c)» 

est  effectivement  déterminée  et  n'admet  qu'un  nombre  fini 
de  solutions.  Et  si  l'on  imagine  deux  sphères,  de  rayon  nul, 
représentées  par  des  équations  de  cette  forme,  on  voit  aus- 
sitôt que  telle  est  aussi  la  forme  analytique  de  leur  plan 
radical,  lequel  n'est  autre  dés  lors  que  le  plan  médian  de  la 
figure.  Deux  sphères  distinctes,  de  rayon  nul,  répondent 
donc  à  l'identité  précédente.  Or  les  deux  extrémités  de 
l'une  quelconque  des  diagonales  de  la  figure  sont  polaire- 
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ment  conjuguées  par  rapport  a  Tune  quelconque  de  ces 
sphères.  Et  comme  le  plan  polaire  d*un  point,  considéré 
dans  une  sphère  de  rayon  nul,  coïncide  avec  le  plan  mené 
par  le  centre  de  celle-ci,  perpendiculairement  au  rayon  qui 
aboutit  au  pôle  (x*  +  J^'  H-  a"  =  o,  xx*  +XX'  "*"  ^^^  ^^  ^)  5 
chacune  des  quatre  diagonales  est  vue,  sous  un  angle  droit, 
de-l'un  quelconque  des  deux  points  sphérigues  de  la  figure  : 
et  ces  points  appartiennent  à  chacune  des  sphères  décrites 
sur  ces  diagonales  comme  diamètres. 
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§  ni.  —  Des  surfaces  contenues  dans  l'équation 

X.PÎ  =  o, 

et  de  quelques  propriétés  de  r hexaèdre, 

239.  Théorème.  —  Toute  surface  du  second  ordre  qui 
dii^ise  harnioniquement  quatre  quelconques  des  diago* 
nales  d^un  hexaèdre  complet^  Pi  .Pj . . .  Pe  =  o,  divise  de 
la  même  manière  toutes  les  autres,  et  se  trouve  représentée 
par  une  équation  de  la  forme 


1 


'x,p;=:o. 


Cet  énoncé  suppose  d'ailleurs  la  restriction  que  les 
diagonales  considérées  ne  s'appuient  pas,  toutes  les 
quatre,  sur  une  même  arête  de  V hexaèdre. 

Si  l'on  considère,  en  effet,  l'une  quelconque  des  surfaces 
contenues  dans  l'équation 

(i)  ^\PÎ^0, 

et  le  plan  polaire  correspondant 


(a)  y^/i.p.= 


d'un  point  indéterminé  (pi, . . . ,  pe)  )  on  voit  que  le  plan 
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polaire  de  l'un  quelconque  des  dix  sommets  de  Thexaèdre 
passe  par  le  sommet  opposé.  Chacune  des  surfaces  conie- 
nues  dans  Féquation  (i)  divise  donc  harmoniquemeni  les 
dix  diagonales  de  l'hexaèdre.  Or  il  résulte  des  six  coeffi- 
cients homogènes,  ou  des  cinq  paramètres  indéterminés 
^1  .^2  !  •  •  *  !  ^6  contenus  dans  cette  équation,  que  les  sur- 
faces qu'elle  définit  demeurent  capables  de  cinq  conditions 
nouvelles,  et  ne  peuvent  être  assujetties  dès  lors,  par  leur 
commune  définition,  à  plus  de  quatre  conditions  distinctes. 
On  doit  donc  réduire  à  ce  nombre  les  dix  conditions  com- 
munes qu'elles  remplissent  déjà  en  divisant  harmonique- 
ment  les  dix  diagonales  de  l'hexaèdre.  Et  Ton  peut  dire,  en 
d'autres  termes,  que  toute  surface  du  second  ordre  qui  di- 
vise harmoniquement  quatre  de  ces  diagonales,  divise  de  la 
même  manière  toutes  les  autres.  Nous  dirons  dans  ce  cas 
que  la  surface  et  l'hexaèdre  sont  conjugués. 

240.  Remarque.  —  L'énoncé  précédent  doit  être  en- 
tendu avec  cette  restriction  que  les  diagonales  qui  y  figu- 
rent ne  s'appuient  point,  toutes  les  quatre,  sur  une  même 
arête  de  l'hexaèdre.  Si  ces  diagonales  s'appuyaient  sur  une 
même  arête,  telle  que  o  =  P5  =  Pe,  elles  dépendraient 
moins,  en  effet,  de  l'hexaèdre  proposé  que  de  la  figure 

,  formée  du  tétraèdre  (Pi  P,  Ps  P4)  et  de  la  droite  (Pi.Pj)  : 
figure  indépendante  de  l'orientation  des  deux  dernières 
faces  Pb,  Pg  de  l'hexaèdre,  et  dont  les  quatre  diagonales 
sont  divisées  harmoniquement  par  une  surface  du  second 
ordre,  aussitôt  qu'il  en  est  ainsi  de  trois  d'entre  elles 
(n«235,  p.  265). 

241.  Si  l'on  dispose  de  trois  des  rapports  indéterminés 
^1  î  ij  : . . .  :  iôî  de  manière  que  la  fonction  (i)  se  décompose 
en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires,  ou  que  l'on  ait 
identiquement 


(•')  o=^\.PÎ  = 


AA'; 
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deux  des  cinq  rapports  demeurent  arbitraires  et  permet- 
tent, par  suite,  sinon  de  choisir  à  volonté  le  plan  A=:o^  du 
moins  de  le  faire  passer  par  une  droite  donnée.  De  là  cette 
conclusion  négative  :  «  Les  conjugués  harmoniques,  par 
rapport  aux  dix  diagonales  d'un  hexaèdre,  des  traces  de  ces 
diagonales  sur  un  plan  quelconque,  n^appartiennent  pas, 
en  général,  à  un  seul  et  même  plan  »  :  le  cas  excepté  où 
le  plan  que  Ton  considère  serait  tangent  à  une  certaine 
surface,  la  surface  enveloppe  des  plans  de  toutes  les  coni- 
ques inscrites  à  Thexaèdre  ;  comme  cela  résulte  du  théorème 
suivant. 

242.  Si  un  plan  A  coupe  les  diagonales  d*un  Jiexaèdre 
en  quatre  points  (ou  en  dix)  dojit  les  conjugués  haimo- 
niques^  par  rapport  à  chacune  de  ces  diagonales,  appar- 
tiennent à  un  même  plan  A'^  chacun  des  plans  A,  h!  coupe 
V hexaèdre suiifant  un  hexagone  circonscriptihle  à  une  conî" 
que.  En  d'autres  termes,  /e5  plans  A,  h! définis  par  V identité 

[i)  ^\.P;  =  A.A', 

et  les  plans  des  coniques  inscrites  à  V hexaèdre  Pj  . . .  Pg 
ont  la  même  enveloppe. 

Si  l'on  prend,  en  effet,  l'un  quelconque  de  ces  plans  A 
pour  plan  des  xy^  ou  si  l'on  pose 

l'identité  précédente  devient,  en  explicitant  les  fonctions 
Pj, . . .  ,Pe  relatives  aux  diverses  faces  de  l'hexaèdre, 

Et  comme  le  second  membre  de  cette  identité  s'annule 
identiquement  par  la  substitution  2  =  0,  il  en  est  de 
même  du  premier.  On  a  donc  identiquemen^t 
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et  les  six  droites 

sont  tangentes  à  une  même  conique  (n°  132,  p.  i35).  Mais 
ces  droites  ne  sont  autres  que  les  traces,  sur  le  plan  con- 
sidéré z  =  o  ou  A  =  o,  des  plans  Pi, .  • . ,  Pc  des  diverses 
faces  de  l'hexaèdre.  Donc,  etc. 

24-3,  Réciproquement,  le  plan  A  =  o  de  toute  conique 
inscrite  à  l'hexaèdre  Pi  .  .  .  Pg  satisfait  à  r identité 


ï 


6 
1 


et  ses  traces  sur  les  diagonales  de  Vhexaèdre  ont  leurs 
conjugués  harmoniques  situés  sur  un  même  plan  h!. 

Prenons  encore,  pour  plan  des  xj^  ^  =  o,  le  plan  A  de 
l'une  des  coniques  inscrites;  et  soient  encore 

ûxX  -^  bxy-\-CxZ  — /?,  z=:o,.  .  .  ,      a^x  -ir  b^j  -\-  CeZ—pe=zO 

les  plans  des  diverses  faces  de  l'hexaèdre.  Puisque  leurs 
traces  sur  le  plan  «  =  o, 

fl,  x-f-  biX  —  pi  =  o,  .  .  .  ,       «(jo:  +  beX—Pe  =  O, 

font  six  tangentes  d'une  même  conique,  on  peut,  par  une 
convenable  détermination  des  rapports  Xj  :  Xg  : . . .  :  ).6  sa- 
tisfaire à  l'identité 

Or,  si  l'on  transporte  ces  mêmes  coefficients  dans  la  fonc- 
tion 

X,(«,x4-  biX-^CxZ  —  piy  -h.  ,  .  -\-  lel^G  ^  -^  bsf  -h  Ce  z  —  ps]\ 

les  termes  indépendants  de  la  variable  z  disparaissent 
d'eux-mêmes  de  cette  fonction,  en  vertu  de  l'identité  pré- 
cédente; et  la  première  puissance  de  z  apparaissant  en 
facteur,  on  a  identiquement 

^z[ax  -^  bx  -Jt-  cz  — /?), 
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OU 

>,  P;  4-.-*  4->,P;^2.A'^A.A'.        C.Q.F.D. 

244.  Les  coniques  inscrites  à  un  hexaèdre  s'associent 
donc  naturellement  deux  à  deux,  de  telle  manière  que  les 
plans  A,  AMe  deux  coniques  associées  soient  conjugués 
par  rapport  à  Thexaèdre,  et  que  chacun  d^eux  se  puisse 
déduire  géométriquement  de  l'autre. 

Les  coniques  associées  d'une  conique  inscrite  à  un 
système  de  sept  plans,  ou  de  huit,  donneraient  lieu  à  des 
théorèmes  de.collinéation  qu'il  est  aisé  d'apercevoir,  et  sur 
lesquels  nous  n'insisterons  pas  davantage. 

245.  Revenons  à  T hexaèdre  Pj . . .  P^  et  à  l'identité 

À|  iTi       ■  A. A  y 
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qui  définit  deux  quelconques  de  ses  plans  conjugués.  Comme 
aucun  de  ces  plans  ne  peut  être  pris  arbitrairement,  aucun 
d'eux,  en  général,  ne  pourra  disparaître  à  l'infini.  Suppo- 
sons toutefois  l'hexaèdre  tel,  que  cette  particularité  puisse 
se  produire.  Le  plan  à  Vinfini  c  =  o  remplaçant,  dans  ce 
cas,  le  second  plan  A'  ;  le  plan  conjugué  A  =r  o  et  le  plan  à 
l'infini  divisent  harmoniquement  les  dix  diagonales  de 
l'hexaèdre.  En  d'autres  termes,  chacune  de  ces  diagonales 
est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  seul  plan  A  =  o, 
et  celui-ci  renferme  les  points-milieux  de  toutes  les  dia- 
gonales. 

De  là  ce  premier  théorème,  analogue  à  celui  de  Newton 
sur  le  quadrilatère  : 

Si  les  points-milieux  de  quatre  des  diagonales  d'un 
hexaèdre  sont  dans  un  même  plan,  il  en  est  de  même  des 
points-milieux  de  toutes  les  autres  ;  et  le  plan  médian  de 
V hexaèdre  coupe  celui-ci suiv^ant  les  côtés  d^un  hexagone 
circonscriptible  à  une  conique. 

Cet  énoncé  suppose  d'ailleurs  une  restriction  indiquée 
déjà  (n«  240,  p.  269). 
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246.  Il  est  d'ailleurs  bien  facile  de  déduire,  de  ce  qui 
précède,  la  défini  lion  de  tous  les  hexaèdres  présentant  cette 
propriété. 

On  a  vu,  en  efïet,  que  deux  plans  conjugués  quelconques 
sont  ceux  de  deux  coniques  associées,  inscrites  Tune  et 
l'autre  à  Thexaèdre.  Le^/an  à/^/yx/^/iicoupedoncrhexaèdre 
actuel  suivant  un  hexagone  eirconscripiible  a  une  conique  : 
de  telle  sorte  que  les  six  plans,  menés  par  un  même  point 
de  Fespace  et  chacun  des  côtés  de  cet  hexagone,  détermi- 
nent six  plans  tangents  à  un  même  cône  du  second  ordre. 
Or  cet  hexagone  est  tout  entier  à  Tinfini,  et  ces  six  plans  ne 
sont  autres  que  ceux  des  différentes  faces  de  Uhexaèdre 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quel- 
conque de  Tespace.  De  là  ce  théorème  : 

Pour  que  les  points  milieux  des  dix  diagonales  d^un 
hexaèdre  soient  situés  sur  un  même  plan^  il  faut  et  il  suffit 
que  les  plans  de  ses  différentes  faces  soient  parallèles  à 
six  plans  tangents  d'un  même  cône  du  second  ordre. 

Cette  condition  est  en  effet  nécessaire,  d*apiès  ce  qui 
précède,  et  la  proportion  réciproque,  établie  au  n^  243, 
démontre  qu'elle  est  suffisante. 

247.  Corollaire  I.  —  Si  les  diagonales  d^un  premier 
hexaèdre  ont  leurs  points  milieux  dans  un  même  plan^ 
tout  hexaèdre,  parallèle  à  celui-là,  présente  la  même 
propriété, 

248.  Corollaire  II.  —  I^s  plans  médians  des  sept 
hexaèdres  déterminés  par  un  système  de  sept  plans  pa^ 
rallèles  à  un  même  nombre  de  plans  tangents  d^un  cône 
du  second  ordre  se  coupent  dans  une  même  droite,  et  les 
plans  médians  des  vingt-huit  hexaèdres  déterminés  par 
huit  plans  parallèles  à  huit  plans  tangents  d'un  cône  du 
second  ordre  se  coupent  en  un  même  point. 

On  reconnaît  l'analogie  de  ces  propositions  avec  celles 
qui  concernent,  dans  le  plan,  la  médiane  d'un  quadrilatère 

i8 
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OU  les  cinq  médianes  d'un  penlagone.  L'analogie  d'ailleurs 
se  prolonge  au  delà.  Car  de  même  que  la  médiane  de  ce 
quadrilatère  est  le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites^  et 
le  point  de  concours  de  ces  médianes,  le  centre  de  la  co- 
nique inscrite  à  ce  pentagone  :  le  plan  médian  d^un 
hexaèdre  conique,  la  droite  ou  le  point  de  concours  de 
tous  ces  plans  médians  représentent  aussi  le  lieu  des  centres 
ou  le  centre  unique  de  toutes  les  surfaces  du  second  ordre 
menées  tangentieilement  aux  plans  des  divers  groupes  con- 
sidérés. 

249.  Observation,  —  Une  surface  du  second  ordre,  que 
l'on  assujettit  à  être  inscrite  à  un  hexaèdre  quelconque,  de- 
meure capable  de  trois  nouvelles  conditions.  On  peut  par 
exemple  lui  assigner  pour  centre  un  point  quelconque  de 
l'espace,  et  il  n'existe  d'autre  lieu  des  centres  de  toutes  les 
surfaces  en  question  que  l'espace  indéfini.  Il  existe  toute- 
fois une  exception,  et  l'on  ne  peut  plus  choisir  arbitraire- 
ment le  centre  d'une  surface  inscrite  à  un  hexaèdre  co^ 
nique,  ou  qui  admet  un  plan  médian  5  car  celui-ci  est 
le  lieu  des  centres  de  toutes  les  surfaces  inscrites. 

Une  surface  du  second  ordre,  que  Ton  assujettit  à  être 
inscrite  à  un  hexaèdre  conique,  ne  se  trouve  néanmoins 
soumise  qu'à  six  conditions^  mais  l'une  d'elles  intéresse  la 
position  du  centre,  et  ne  lui  permet  plus  de  se  placer  arbi- 
trairement dans  l'espace.  Que  si  l'on  ajoute,  aux  données 
précédentes,  celle  d'un  nouveau  plan  tangent  quelconque 
P7  =  o,  la  surface  est  soumise  à  une  condition  de  plus; 
mais  la  position  du  centre  n'en  est  pas  particularisée  da- 
vantage, et  le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  nouvelles  sur- 
faces, 

o  =  y  X,  p;  4-  >,  P5  =  Ax  -h  Bj  4-  C  s  —  ^, 

se  réduit  par  la  substitution 

>,  =r  o 
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au  plan  des  centres  des  surfaces  inscrites  au  seul  hexaèdre 
conic]ue  Pj  . . .  Pe- 

De  semblables  rédactions  se  produisent  encore  si  Ton 
augmente  les  données  précédentes  de  celle  d'un  huitième 
ou  d'un  neuvième  plan  tangent  quelconques  o  =  Pg  =  P9  : 
le  plan  médian  de  l'hexaèdre  primitif  contenant,  dans  le 
premier  cas,  la  droite  des  centres  de  toutes  les  surfaces; 
dans  le  second,  le  centre  de  la  surface  unique  répondant  à 
ces  données. 

Si  les  nouveaux  plans  tangents  P7  et  Pg  sont  parallèles  à 
deux  autres  plans  tangents  du  cône  directeur,  le  centre  de 
la  surface  est  déterminé  :  non  cette  surface  elle-même,  que 
l'on  peut  encore  assujettir  à  une  nouvelle  condition.  Et 
toutes  ces  particularités  ne  sont  pas  autrement  étranges  que 
celles  qui  se  produisent  dans  la  détermination  du  centre 
d'une  conique  définie  par  cinq  tangentes.  Car  si  deux  de  ces 
tangentes  sont  parallèles  entre  elles,  le  centre  de  la  courbe 
appartient  nécessairement  à  la  droite  équidistante  de  l'une 
et  de  l'autre,  et  la  donnée  de  deux  nouvelles  tangentes  ne 
le  particularise  pas  davantage.  De  même  si  quati'^  des  tan- 
gentes données  forment  un  parallélogramme,  le  centre  de 
la  courbe  est  déterminé  indépendamment  de  la  cinquième; 
et  toute  conique  inscrite  à  ce  parallélogramme  est  conctm- 
trîque  à  celui-ci,  tout  en  demeurant  capable  d*une  cin- 
quième condition. 

§  IV.  —  Construction  par  points  de  la  parabole  et  du 
paraboloïde^  d^une  conique  et  d'un  ellipsoïde  quel~ 
conques, 

250.  Problème  I.  —  Connaissant  un  tria'ngle  conjugue 
et  la  direction  des  diamètres  d'aune  parabole^  construire 
un  point  quelconque  de  la  courbe  et  la  tangente  en  ce 
point. 

Soient  Y  =  o  une  diamètre  conduit  arbitrairement,  pa- 
rallèlement à  la  direction  donnée,  et  X  =  o  la  tangente  in- 

18. 
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connue,  relative  à  rextrémité  de  ce  diamètre.  La  parabole 
étant  rapportée  alternativement  aux  axes  que  Ton  vient  de 
déGnir,  et  au  triangle  conjugué  Pi  Ps  Pg,  par  les  équations 
équivalentes 

Ton  a  identiquement 

Xi  p;  +  )^,  p;  -4-  >,  VI  -h  Y»  =  2/?x. 

La  tangente  cherchée  X  =  o  coïncide  donc  avec  la  médiane 
du  quadrilatère  Pi  Pj  P3  Y  formé  des  côtés  du  triangle 
donné  et  du  diamètre  que  Ton  a  choisi.  Le  problème  pro- 
posé se  trouve  donc  résolu,  et  l'on  a  ce  théorème  :  Les  trois 
premiers  côtés ,  1,  2,  3  cCun  quadrilatère  demeurant  fixes  ^ 
tandis  que  le  quatrième  se  déplace  parallèlement  à  une 
direction  donnée;  la  courbe  em^eloppe  de  la  médiane  de 
ce  quadrilatère  et  la  courbe  décrite  par  la  trace  de  cette 
médiane  sur  le  côté  mobile  correspondant  font  une  seule 
et  même  parabole,  conjuguée  au  triangle  123,  et  dont 
Vaxe  est  parallèle  à  la  direction  donnée, 

251 .  On  peut  obtenir  directement  Y  axe  et  le  sommait  de 
la  parabole  précédente  (Jig*  5i). 

Si  l'on  regarde,  en  effet,  la  direction  générale  des  dia- 
mètres comme  horizontale^  la  médiane  relative  au  quadri- 
latère 1  21^2^  serait  perpendiculaire  à  cette  direction,  et 
représenterait  la  tangente  au  sommet  de  la  courbe,  si  la 

demi-somme  — ^ — ^  des  distances ,  à  une  verticale  fixe 
quelconque,  des  extrémités  1,  l'de  la  première  diagonale 
se  trouvait  équivalente  à  la  somme  analogue  -^ rela- 
tive aux  extrémités  2,  2'  de  la  seconde  :  et  Ton  aurait,  dans 
ce  cas, 

•P|    "T~  X^f  «îCj  — T~  ^j'j 

ou 

JTjf  — •  3Cit  — —  X|  —^  JF2  ^ 
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OU  enfin  puisque  la  différence  x^f  —  Xif  est  mesurée,  sur  la 
figure,  par  le  segment  i'2', 

l'2'  =  ^,  —  xa  =  12.COS  (1  2,o.t). 
Le  segment  i\  2f,,  intercepté  sur  Taxe  de  la  courbe  par  les 

Fig.  5i. 


côtés  de  r angle  3,  est  donc  connu  de  direction,  de  grandeur 
et  de  sens  :  dès  lors  aussi  de  position.  Et  sa  trace  sur  la 
médiane  correspondante  (iv  est  le  sommet  de  la  courbe. 

Le  diamètre  l'2'  relatif  à  une^  tangente  de  direction 
donnée  se  déterminerait  de  la  même  manière  :  le  seg- 
ment 1^2'  intercepté  sur  ce  diamètre  par  les  côtés  de 
Tangle  3  serait  encore  défini  de  direction  et  de  sens,  et  sa 
grandeur  mesurée  par  la  différence  des  di&tances  des  som- 
mets i,2  à  une  parallèle  quelconque  à  la  direction  don- 
née; ces  distances  se  comptant  toujours  parallèlement  à  la 
direction  générale  des  diamètres. 
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252.  Problème  II.  —  Connaissant  un  tétraèdre  conju- 
gué et  la  flireclion  des  diamètres  d^un  paraholoïde,  con^ 
struire  un  point  quelconque  de  la  surface  et  le  plan  tan- 
gent  correspondant. 

Soient 

Y=:o,     Z  =  o 

deux  plans  diamétraux  conjugués,  conduits  TuD  et  Tautre  sui- 
vant une  parallèle  quelconque  à  la  direction  donnée  des  dia- 
mètres :  le  premier  dans  une  direction  arbitraire  autour  de 
cette  parallèle,  le  second  dans  um;  direction  inconnue.  Et  soit 

Xi=o 

le  plan  entièrement  inconnu  qui  touche  le  paraboloïde 
suivant  Textrémitédu  diamètre  choisi. 
Les  équations  équivalentes 

h  -7  —  2X  =  o     et      >  >,  p;  z=  o 

P        P  Aji 

du  paraboloïde  rapporté  d'une  part  aux  plans  X,  Y,  Z  que 
l'on  vient  de  définir,  de  rautre,au  tétraèdre  donné  P,...P4, 
entraînant  l'identité 


s 


y2         Z2 

\^\-\ h  — ,  =  2X: 

P         P 


l'hexaèdre 

(H)  P,P,P3P4YZ=:=rO 

admet  un  plan  médian  qui  n'est  autre  que  le  plan  tangent 
cherché  X  =  o  (n®  245,  p.  272).  D'ailleurs,  bien  que 
l'hexaèdre  (H)  demeure  partiellement  indéterminé,  par 
suite  des  directions  indéterminées  de  deux  de  ses  faces  Y,  Z 
dont  l'intersection  o  =  Y  =  Z  est  seule  connue  ;  on  peut 
cependant  construire  les  points  milieux  de  quatre  de  ses 
diagonales  et  dès  lors  son  plan  médian  X  =  o.  Si  l'on  con- 
sidère, en  effet,  la  figure  formée  du  tétraèdre  Pi . . .  P4  e/ 
de  la  droite  YZ,  les  quatre  diagonales  de  cette  figure  font 
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aussi  quatre  des  diagonales  de  Fhexaèdre  précédent^  et 
leurs  points  milieux,  que  Ton  peut  construire,  quatre 
points  du  plan  médian  X  =  o.  Ce  plan  est  donc  déterminé, 
et  Ton  a,  dans  sa  trace  sur  le  diamètre  correspondant  YZ, 
un  point  du  paraboloïde^  dans  ce  plan  même,  le  plan  tan- 
gent en  ce  point. 

De  là  ce  théorème  :  Si  Von  considère  la  figure  formée 
d'un  tétraèdre  fixe  1 2  3  4  et  d*une  droite  YZ,  qui  se  meut 
parallèlement  à  une  direction  donnée;  l'enueloppe  du 
plan  médian  de  cette  figure  et  la  surface  décrite  par  la 
trace  de  ce  plan  sur  la  droite  mobile  correspondante  font 
un  seul  et  même  paraboloïde  conjugué  au  tétraèdre  1234, 
et  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  direction  donnée, 

253.  Remarque  I.  —  Le  théorème  relatif  à  la  situation 
sur  un  même  plan  des  points  milieux  des  quatre  diagonales 
de  la  figure  formée  d'un  tétraèdre  et  d'une  droite  résulte, 
bien  qu'indirectement,  de  l'analyse  précédente. 

254.  Remarque  II.  —  Tous  les  systèmes  de  deux  plans 
o  =  Y  =  Z  que  l'on  peut  conduire  par  une  droite  ox^  de 
telle  manière  qu'ils  forment  avec  quatre  plans  donnés, 
Pj, .  . . ,  P4,  un  hexaèdre  conique^  coïncident  avec  les  plans 
diamétraux  conjugués  d'un  certain  paraboloïde,  conjugué 
lui-même  au  tétraèdre  Pi . . .  P4,  et  ayant  l'un  de  ses  dia- 
mètres dans  la  droite  donnée.  Tous  ces  hexaèdres  ont  d'ail- 
leurs un  même  plan  médian  X  =  o^  et  les  six  plans 
P,, .  . . ,  P4,  Y  et  Z,  transportés  parallèlement  à  eux-mêmes 
en  un  même  point  de  l'espace,  s'y  disposent  suivant  six 
plans  tangents  d'un  même  cône  du  second  ordre. 

2o5.  Remarque  III.  —  La  construction  d'un  système 
de  plans  diamétraux  conjugués  Y,  Z  du  paraboloïde  précé- 
dent s'obtiendrait  en  menant,  par  la  droite  donnée  ox^  un 
premier  plan  arbitraire  Y,  et  déterminant  ensuite  le  plan 
Z  =  o  de  la  sixième  face  d'unliexaèdre  conique  dont  les  cinq 
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premières  faces  Pi, . . . ,  P4,  Y  ei  le  plan  médian  X  seraient 
donnés.  Cette  dernière  détermination  peut  d'ailleurs  se 
réaliser  (fig*  Ss)  en  doublant  les  rayons  vecteurs  menés 
de  chacun  des  sommets  a,  6,  c,  d  (Y  =  o)  à  tous  les  points 

Fig.  53. 

« * 

• — 

/  ft\ 

/      /■ 
c'k---l 


•     ^1        ^        1/ 


du  plan  médian  X  :  les  plans  doublés  de  celui-ci,  par  rap- 
port à  chacun  de  ces  sommets,  allant  couper  respective- 
ment les  arêtes  opposées  c'a'^  db\  ac\  bd'  en  quatre  points 
a',  i',  c',  d'  du  plan  conjugué  que  Ton  cherche,  Z  =  o. 

256.  Remarque  IV,  —  La  construction  précédente  peut 
s'appliquer  à  la  détermination  de  \axe  et  du  sommet  du 
paraboloïde. 

Si  Von  suppose  y  en  effet,  les  diamètres  de  la  surface  diri- 
gés verticalement^  la  question  se  réduit  à  couper  le  tétraèdre 
donné  1234  par  une  verticale  l'2'3'4^  telle,  que  le  plan 
médian  de  la  figure  formée  de  cette  droite  et  de  ce  tétraèdre 
soit  horizontal.  Or  ce  plan  médian  contenant,  en  particu- 
lier, les  points  milieux  des  deux  premières^  diagonales 
11',  22',  la  droite  l''2''qui  les  réunit  doit  être  horizon- 
tale. De  là  ce  problème  préliminaire. 

«  Etant  donnés  un  angle  dièdre  (134, 234)  et  deux 
points  fixes  1,  2  respectivement  situés  sur  l'une  ou  l'autre 
de  ses  faces,  trouver  le  cylindre  engendré  par  une  verti- 
cale l'2'  assujettie  à  rencontrer  les  faces  de  ce  dièdre  en 
des  points  1',  2'  tels,  que  les  points  milieux  des  droites  11'. 
22'  soient  situés  sur  une  même  horizontale,  »  ou  que  l'on 


au 


c'est-à-dire 
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.2  2 


z,/  —  Zifz=:  Z2  —  Zi  =  const. 


a8i 


Il  résulte  d'abord  de  cette  relation  (/îg".  53)  que  le  seg- 


Fig.  53. 


ment  i-^'  intercepté  sur  la  droite  mobile  par  les  faces  du 
dièdre  donné  conserve  une  longueur  constante  et  qui  n'est 
autre  que  la  distance  z^  —  z^  des  points  fixes  1,  2  estimée 
suivant  la  verticale.  Les  segments  l'S',  1',  2'^  relatifs  à  deux 
positions  quelconques  de  la  droite  mobile  se  trouvent  donc 
égaux  et  parallèles;  la  figirre  l'2'2',  1'^  est  un  parallélo- 
gramme :  ses  côtés  opposes  1'  I',,  2'2'^  sont  parallèles  entre 
eux  et  à  la  commune  intersection  des  deux  plans  direc- 
teurs, ou  à  l'arête  du  dièdre  donné.  La  droite  mobile  1^2' 
se  meut  donc  dans  un  plan  déterminé,  parallèle  à  cette 
arête. 

Si  d'ailleurs,  par  le  point  1  et  dans  le  plan  1  34  de  la 
première  face,  par  le  point  2  et  dans  le  plan  2  3  4  de  la  se- 
conde on  mène  l'horizontale  de  chacun  de  ces  plans;  la 
verticale  1',  2^oi  V^^  ''^'^  pourra  mener  s' appuyant  sur  cha* 
cunede  ces  horizontales,  fournira,  d'une  manière  évidente, 
l'une  des  positions  de  la  droite  mobile  :  puisque  les  points 
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milieux  des  diagonales  actuelles  1  i\^  22^^  appartiennent  au 
plan  horizontal  équi distant  des  points  1  et  2,  ou  1'^  et  2^,. 

Donc,  siy  par  le  sommet  l  du  fétraèdre  donné  et  dans 
le  plan  i  3  i  de  sa  première  Jace,  par  le  sommet  2  et  dans 
le  plan  ^3  4  de  la  seconde^  on  mène  Thorizontale  de  cha- 
cun de  ces  plans  :  le  plan  mené ,  par  la  verticale  qui 
s'appuie  sur  chacune  de  ces  droites,  parallèlement  à  la 
commune  intersection  de  ces  plans,  ou  à  l'arête  34,  con- 
tiendra l'axe  du  paraboloïde.  Cet  axe  sera  donc  fourni  par 
la  commune  intersection  de  six  plans  distincts,  analogues 
au  précédent-,  et  le  plan  médian  de  \di  figure  formée  du  té- 
traèdre \^34i  et  de  l'axe  fournira  ensuite  le  plan  tangent 
au  sommet  du  paraboloïde  et  ce  sommet  lui-même. 

Le  diamètre  1'  2'  relatif  à  un  plan  tangent  de  direction 
donnée^  ce  plan  lui-même  et  son  point  de  contact  s'obtien- 
draient d'une  manière  toule  semblable.  Car  si  ron  regarde 
comme  horizontal  le  plan  tangent  cherché,  en  rendant  à 
la  direction  générale  des  diamètres  une  obliquité  quel-, 
conque,  on  reconnait  encore  que  si,  par  le  sommet  l  du 
tétraèdre  et  dans  le  plan  ^  3  i  de  la  première  face,  par  le 
sommet  2  et  dans  le  plan  234  de  la  seconde,  on  mène 
l'horizontale  de  chacun  de  ces  plans  :  le  plan  mené,,  par 
le  diamètre  qui  s'appuie  sur  chacune  de  ces  droites,  pa- 
rallèlement à  la  commune  intersection  de  ces  plans ^  ou  à 
r arête  34,  confient  encore  le  diamètre  que  Von  cherche  et 
qui  est  fourni  par  la  commune  intersection  de  six  plans 
analogues. 

257-  Problème  111.  —  Connaissant  un  triangle  conju- 
gué, une  tangente  et  son  point  de  contact,  construire  un 
point  quelconque  de  la  courbe  et  la  tangente  en  ce  point. 

Soient  T  =  o  la  tangente  donnée  et  t  son  point  de  con- 
tact (fig.  54) .  Menons  par  ce  point  une  corde  quelconque  tt\ 
ou  C  =  o  ^  et  soient  f '  la  seconde  trace  de  cette  corde  sur  la 
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courbe,  T'  =  o  la  tangente  correspondante  :  il  s'agît  d'ob- 
tenir le  point  i'  et  la  droite  T'. 


Les  équations  équivalentes 


7C'  — TT'=o 


de  la  courbe  rapportée  d'une  part  au  triangle  donné  Pj  Pj Pj , 
de  l'autre  aux  droites  C,  T,  T'  que  Ton  vient  de  définir,  en- 
traînant Tidentité 

X,  P; -+- >,  PJ -h  )^a  PJ -h  7C»  =  TT' : 

les  trois  diagonales  du  quadrilatère  Pj  P,  P3  C  sont  divisées 
harmoniquement  par  Tensemble  des  droites  T,  T^;  et  Tune 
quelconque  de  ces  droites  se  peut  déduire  de  Tautre. 

Les  propriétés  de  la  figure  permettent  d'ailleurs,  étant 
donnés  le  triangle  P^  P,  Pj  et  deux  quelconques  des  côtés 
ou  des  sommets  du  triangle  CTT',  d'en  obtenir  le  troisième 
côté  ou  le  trpisième  sommet. 

258.  Problème  IV.  —  Connaissant  un  tétraèdre  con- 
jugué^ un  plan  tangent  et  son  point  de  contact:  construire 
un  point  quelconque  de  la  surface  et  le  plan  tangent  qui 
lui  correspond. 

Soient  T  =  o  le  plan  tangent  donné,  t  son  point  de  con* 
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tact.  Menant  par  ce  point  une  corde  quelconque  tt* ^  il 
s^agit  d'obtenir  rextrémité  t' de  cette  corde  et  le  plan  tan- 
gent T'  qui  lui  correspond. 

Soient,  à  cet  efTet,  o  =  C  =  CMes  équations  de  la  corde 
donnée  tt'^  ou  de  deux  plans  menés  d'abord  arbitrairement 
par  cette  corde. 

L'équation  la  plus  générale  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  aux  deux  plans  T,  T',  suivant  la  corde  de  con- 
tact o  =  C  =  C,  étant  (n®  63,  p.  53) 

(i)  c.C*-+-c'.C'»-f-27.CC'  — T.T'  =  o, 

la  surface  que  nous  considérons 

(2)  ^\.p;  =  o, 

déjà  conjuguée  au  tétraèdre  Pj . . .  P4,  sera  représentée  par 
Téquation  plus  simple 

(i')  r.C»-4-c'.C'»  — T.r=:o 

si  les  plans  C,  C  qui  déGnissent  la  corde  tt'  sont  parti- 
cularisés d'une  manière  convenable.  Les  équations  (2),  (i^) 
peuvent  donc  être  regardées  comme  équivalentes,  et  l'on  en 
déduit  l'identité 

(/)  y  a.p;- c.c  — c'.c'«=T.T'. 

Or  il  résulte  de  celle-ci  .que  les  dix  diagonales  de  l'hexaèdre 
(H)  PtP,P,P,CC'. 

sont  divisées  harmoniquement  par  les  deux  plans  conju- 
gués o  =  T  =  T'.  Et  bien  que  Thexaèdre  (H)  soit  partiel- 
lement  indéterminé,  cette  propriété,  comme  nous  Talions 
voir,  suffit  à  la  construction  du  plan  T^  Quatre  des  dix  dia- 
gonales de  l'hexaèdre  se  trouvent  effectivement  indépen- 
dantes de  l'orientation  des  plans  C,  C,  et  coïncident  avec 
les  diagonales,  immédiatement  constructibles,  de  la /<- 
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gure  foimée  du  tétraèdre  J?i>  •  ,V^  et  de  la  droite  donnée 
o  =  C  =  C.  Les  conjugués  harmoniques,  par  rapport  h 
ces  diagonales,  de  leurs  traces  respectives  sur  le  plan  T, 
font  dès  lors  quatre  points  du  plan  T'  que  l'on  cherche. 
Ce  plan  T'  est  déterminé,  et  Ton  a,  dans  sa  trace  sur  la 
droite  correspondante  «' ,  o  =  C  =  C,  un  second  point  t' de 
la  surface  considérée;  dans  ce  pian  même,  le  plan  tangent 
en  ce  point. 
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CHAPITRE  VIII. 

QUADRANGLES  ET  OCTAÈDRES  CONJUGUÉS. 

Sommaire.  —  Da  quadrangle  conjugué  à  une  conique,  et  de  l'octaèdre  hexa- 
gonal conjugué. à  une  surface  du  second  ordre.  —  Analogies  du  qna- 
drangle  et  de  l'octaèdre.  —  De  la  parabole  circonscrite  à  un  quadrangle 
donné,  et  du  cylindre  parabolique  circonscrit  à  un  octaèdre  :  construc- 
tions analogues  de  l'une  et  de  l'autro. 


§  I.  —  Des  courbes  contenues  dans  V équation  tangentielle 

A,PJ=:0. 


1 


259.  —  Les  polygones  simples  que  l'on  considère  dans  les 
éléments  de  Géomélrie  y  sont  regardés  comme  définis,  în- 
difTéremment  par  Tordre  de  succession  de  leurs  côtés  ou  de 
leurs  sommets  ;  et  il  n'y  a  dès  lors  aucune  différence  à  éta- 
blir entre  un  quadrilatère  et  un  quadrangle  simples.  Mais 
un  quadrilatère  et  un  quadrangle  complets  (Steiwer, 
Systematische  Entwickelung,  p.  72)  font  deux  figures  dis- 
tinctes. 

La  première  est  proprement  l'ensemble  de  quatre  droites 
indéfinies  qui  sont  les  côtés  du  quadrilatère  et  se  riencontrenl 
deux  à  deux  en  six  points,  qui  en  sont  les  sommets  :  ces  som- 
mets d'ailleurs,  considérés  deux  à  deux,  peuvent  être  ad- 
jacents s'ils  appartiennent  à  un  même  côté;  opposés  dans 
le  cas  contraire,  et  la  droite  qui  les  réunit  est  alors  l'une 
des  trois  diagonales  de  la  figure. 

La  seconde  est  l'ensemble  4e  quatre  points  isolés,  qui 
sont  les  sommets  du  quadrangle^  et  que  l'on  peut  réunir 
par  six  droites  distinctes,  qui  en  sont  les  côtés.  Ces  côtés 
d'ailleurs,  considérés  deux  à  deux,  peuvent  être  adjacents 
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s'ils  se  coupent  en  l'un  des  sommets;  opposés  dans  le  cas 
contraire,  et  leur  point  de  rencontre  est  alors.  Ton  des  trois 
points  diagonaux  de  la  figure. 

U hexagone  gauche  et  V hexaèdre  complets,  c'est-à-dîrcî 
les  figures  définies  dans  l'espace  par  un  groupe  de  six  points 
isolés  ou  de  six  plans  indéfinis,  donneraient  lieu  à  des  ob- 
servations analogues.  Toutefois,  quand  nous  aurons  à  par- 
ler dans  ce  Chapitre  de  la  figure  formée  de  six  points  quel- 
conques de  l'espace,  et  des  dix  couples  de  plans  opposés 
qu'ils  déterminent,  nous  ferons  intervenir,  pour  plus  de 
clarté,  l'un  des  octaèdres  hexasonaux  construits  sur  ces 
six  points  comme  sommets,  et  les  faces  opposées  de  cet 
octaèdre  reproduiront  quatre  de  ces  dix  couples  de  plans 
opposés. 

260.  Théorème.  —  Si  les  côtés  opposés  d\in  qna- 
drangle  complet ybfif  deux  couples  de  droites  conjuguées 
par  rapport  à  une  conique,  ils  en  font  trois  (Hesse)  5  et  l'é- 
quation tangentielle  de  la  courbe^  rapportée  aux  sommets 
P,  .  . .  P4  =  o  du  quadrangle  considéré,  peut  s'écrire 

(i)  >,P;  -f-...  +  >4PÎ  =  o. 

Considérons,  en  effet,  l'une  quelconque  des  courbes  re- 
présentées par  cette  équation,  et  soit 

le  pôle  correspondant  d^une  droite  quelconque  (f7i,...,p4). 
Si  cette  droite  coïncide  avec  Tun  des  côtés  du  quadrangle 
de  référence,  on  a,  par  exemple,  o  =  pi  =pi;  et  l'équa- 
tion (2)  devenant,  par  cette  substitution, 

(2')  ^,/?3  P3  -i-  \Pa  P4  =  o, 

le  pôle  de  chacun  des  côtés  du  quadrangle  1  ...  4  est  un 
point  du  côté  opposé.  Les  trois  couples  de  côtés  opposés  de 
ce  quadrangle  forment  donc  trois  couples  de  droites  conju- 
guées par  rapport  à  l'une  quelconque  des  courbes  repré- 
sentées parTéquation  (1).  Mais  il  résulte  des  trois  rapports 
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arbitraires  contenus  dans  cette  équation  que  les  courbes 
qu*elle  représente,  capables  encore  de  trois  conditions  nou- 
velles, ne  peuvent  être  assujetties,  par  leur  commune  dé- 
finition, à  plus  de  deux  conditions  distinctes.  On  doit  dès 
lors  réduire  à  ce  nombre  les  trois  conditions  qu'elles  rem- 
plissent déjà  par  rapport  au  quadrangle  de  référence.  Et 
Ton  peut  dire,  en  d'autres  termes,  que  toute  conique  con 
jugitée  à  deux  des  trois  systèmes  de  côtés  opposés  d'un  qua- 
drangle est  d'elle-même  conjuguée  au  troisième.  Nous 
dirons,  dans  ce  cas,  que  la  courbe  et  le  quadrangle  sont 
conjugués, 

26i .  Si  l'on  dispose  des  rapports  A^  :  i,  r  ?»s  !  ^4  de  ma- 
nière que  l'équation  (i)  soit  satisfaite  par  les  coordonnées 
de  trois  droites  issues  d'un  même  point  A,  pris  à  volonté 
dans  le  plan  de  la  figure,  la  fonction  (1)  sera  décomposable 
en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  A,  A'*,  et  Ton  aura 
identiquement 

(i')  ^Pî-+->2PÎ-4-X3P;-h>iPÎ=AA'. 

Le  segment  formé  des  points  A,  A'  est  donc  divisé  har- 
moniquement  par  deux  quelconques  des  côtés  opposés  du 
quadrangle  1 ...  4^  et  cela  entraîne  la  collinèation  des  po- 
laires d\in  point  quelconque  A  par  rapport  aux  trois  sys- 
tèmes de  deux  droites  formés  des  côtés  opposés  d^un  qua- 
drangle quelconque. 

262.  Si  l'un  des  points  A  ou  A'  disparait  à  Tinfini  dans 
une  direction  quelconque,  le  point  conjugué  A'  ou  A  de- 
vient le  centre  d'une  conique  circonscrite  au  quadrangle 
donné.  Il  résulte,  en  effet,  de  l'identité  (i')  associée  à  un 
théorème  antérieur,  que  toute  conique  passant  par  les 
points  Pi . . .  P4  =  o  est  par  cela  même  conjuguée  aux 
points  AA'=:  o  (n^  159,  p.  161).  Et  si  les  points  A,  AMis* 
paraissent  simultanément  à  l'infini  dans  des  directions  dé- 
terminées, celles-ci  représentent  les  directions  diamétrales 
des  deux  paraboles  circonscrites. 
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§  II.  —  Des  surfaces  contenues  dans  V équation 


s 


X,  V\  -f-  a  A»  H-  a'A'=^  H-  2a''AA'  —  o, 


et  de  la  Jigure  formée  d'un  quadrangle  gauche  et  d^me 
droite. 

263.  Théorème.  —  La  figure  formée  du  quadrangle 
gauche  Pj  . . .  P4  =  o  ef  de  la  droite  o  =  A  =  A',  donnaM 
lieu  Cl  quatre  couples  de  plans  opposes,  toute  surface  du 
second  ordre ^  conjuguée  aux  deux  plans  de  trois  de  ces 
couples,  est  d^ elle-même  conjuguée  aux  deux  plans  de  la 
quatrième^  et  son  équation  peut  s^ écrire 

Nous  appelons  d'ailleurs  plans  opposés  de  la  figure  actuelle 
le  plan  de  Tun  quelconque  des  angles  du  quadrangle  donné 
et  le  plan  conduit  par  le  sommet  opposé  et  la  droite  de  la 
figure. 

264.  La  démonstration  et  les  conséquences  de  cette  pro- 
position sont  toutes  semblables  â  celles  que  Ton  a  dévelop- 
pées déjà  pour  la  proposition  corrélative  (n**  235,  p.  205). 
Si  l'on  dispose,  par  exemple,  des  six  paramètres  arbitraires 
contenus  dans  l'équation  (i),  de  telle  sorte  qu'elle  soit 
vérifiée  par  les  coordonnées  de  six  plans  conduits  arbitrai- 
rement  par  un  point  quelconque  B  =  o,  la  fonction  (i) 
pourra  se  mettre  squ:s  la  forme  d'un  produit  de  deux  fac- 
teurs linéaires  B,  B',  et  Ton  aura  ce  théorème  : 

Les  plans  polaires  d*un  point  quelconque  de  r espace 
par  rapport  aux  quatre  systèmes  de  deux  plans  opposés 
auxquels  donne  lieu  la  Jigure  formée  d'un  quadrangle 
gauche  et  d*une  droite,  se  coupent  en  un  même  point. 
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§  III.  —  Des  surfaces  contenues  dans  l  ^équation 

>,  p;  =  o 

et  de  quelques  propriétés  de  V  octaèdre.        * 

265.  5/  les  faces  opposées  d'un  octaèdre  hexagonal 
Jbnt  quatre  couples  de  plans  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  ordre,  il  en  est  de  même  des  six  autres 
couples  de  plans  ppposés  que  Ton  peut  conduire  par 
les  sommets  Pj  .  .  .  Pg  =  o  de  V octaèdre;  et  V équation 
tan^entielle  de  la  surface  peut  s'écrire 


(.)  Y,y\ 


G. 


Si  Ton  considère  en  effet  Tune  quelconque  des  surfaces 
représentées  par  Téquation  (i),  on  voit  que  le  pôle  corres- 
pondant de  chacune  des  faces  de  Toctaèdre  de  référence, 
1  ...  6^  appartient  à  la  face  opposée.  Les  dix  couples  de 
plans  opposés  que  Ton  peut  conduire  par  les  sommets 
1  ...  6  de  cet  octaèdre  font  dès  lors  dix  couples  de  plans 
conjugués  par  rapport  à  chacune  des  surfaces  contenues 
dans  Téquation  (i).  Mais  il  résulte  encore  des  cinq  para- 
mètres arbitraires  contenus  dans  cette  équation  que  les  sur- 
faces qu'elle  représente  ne  peuvent  être  assujetties  par  leur 
commune  déiinition  à  plus  de  quatre  conditions  distinctes, 
et  Ton  doit  réduire  à  ce  nombre  les  dix  conditions  qu'elles 
remplissent  déjà  relativement  au  groupe  12 . . .  56.  Une  sur- 
face du  second  ordre  qui  est  conjuguée  à  quatre  des  dix 
couples  de  plans  opposés  que  Ton  peut  conduire  par  les 
sommets  d'un  octaèdre,  est  donc  conjuguée  par  cela  même 
à  toutes  les  autres. 

266.  On  peut  disposer  de  trois  des  paramètres  arbitraires 
contenus  dans  Téquation  (i),  dételle  sorte  qu'elle  se  dé- 
double en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires,  et  que 
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l'on  ait  identiquement 

c'est-à-dire 

3  (rt  ? -f-i&>î -h  cÇ  +  «f)  (a i' -h  ^>7' -f- cÇ'-f- €/). 


S 


La  surface  se  réduit  alors  à  un  système  de  deux  points  A ,  A'; 
mais  aucun  d'eux  ne  peut  être  choisi  arbitrairement,  puis- 
que Téquation  (i')  ne  renferme  plus  que  deux  paramètres 
indéterminés.  De  là  cette  conclusion  négative  :  «  Les  plans 
polaires  d'un  point  quelconque  de  l'espace,  par  rapport 
aux  dix  couples  de  plans  opposés  que  Ton  peut  conduire 
par  les  sommets  d'un  octaèdre,  ne  se  coupent  pas  en  un 
même  point.  »  Toutefois  si,  au  lieu  d'être  pris  au  hasard, 
le  pèle  considéré  tombe  sur  une  certaine  surface,  la  colli- 
iiéaiion  de  tous  ces  plans  est  assurée.  C'est  ce  qui  résulte 
du  théorème  suivant. 

267.  Théorème.  —  Tout  point  dont  les  plans  polaires^ 
par  rapport  aux  dix  couples  de  plans  opposés  que  Von 
peut  conduire  par  les  sommets  d^wi  octaèdre  (ou  seule- 
ment par  rapport  à  quatre  de  ces  couples),  se  coupent  en 
un  même  point ^  est  le  sommet  d^un  cône  du  second  ordre 
circonscrit  à  cet  octaèdre^  et  réciproquement.  En  d'autres 
termes,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  ordre 
circonscrits  à  V octaèdre  Pi .  . .  Pg  =  o  coïncide  as^ec  le 
lien  des  points  A  ou  A!  définis  par  V identité  tangentielle 

Cette  identité  entraîne,  en  effet,  l'existence  d'une  même 
relation  linéaire  et  homogène 

(l)  >,PJ-+-...-h>eP;  =  0 

entre  les  carrés   des  distances  des  sommets   1,...,6  de 

»9- 
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IW'taèdre  A  un  plan  quelconque  (R);  mené  par  Tun  des 
points  A  ou  A'  qui  la  vérifient.  Et  si  l'on  projette  les  sonir 
mets  précédents  en  V . .  .6',  sur  un  plan  arbitraire  (S)  et 
suivant  le  point  de  vue  A  (jig.  55),  l'identité  (i)  entrai- 


Fie. 

55. 

A 
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nera  de  mênierexîstenced'une  relation  linéaire  et  homogène 

entre  les  carrés  des  distances  des  nouveaux  points  1', .  • .  ,6'  à 
une  droite  R'R'  menée  d'une  manière  quelconque  dans  le 
plan  qui  les  contient.  Les  points  1\ .  • .  ,6'  font  dès  lors  six 
points  d'une  même  conique  (n^  129,  p.  i3a),  et  les  droites 
AI', . . .,  A6',  ou  Al,. ..,  A 6,  six  génératrices  d'un  même 
cône  du  second  ordre  ayant  pour  sommet  te  point  A. 

268.  Réciproquement,  si  le  point  A  est  le  sommet  d'un 
cône  du  second  ordre  circonscrit  à  l'octaèdre  1 ...  6,  les 
traces  sur  un  plan  arbitraire  (S)  des  six  génératrice:» 
Al,. . .  A6  font  six  points  1',. .  .,6' d'une  même  conique; 
et  les  distances  de  ces  points  à  une  droite  R'  R',  menée  ar- 
bitrairement dans  le  plan  (S),  satisfont  à  une  relation  de 
la  forme 

(1')  V,  P'.»-f....H-A;  P'^^izzO. 

Or  les  distances  des  points  1', . . . ,  6'  à  la  droite  R'R'  sont, 
aux  distances  des  points  1,...,6  au  plan  (R)  conduit 
par  cette  droite  et  le  sommet  A,  dans  des  rapports  déter- 
minés. La  relation  précédente  entraîne  donc  Texiiitence 
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d^une  relation  toute  semblable 

entre  les  distances  des  points  1^.  •  .,6  à  un  plan  (R)  con- 
duit arbiirairement  par  le  somniet  A.  La  surface  représen- 
tée par  Téquation  tangentielle  (i)  se  réduit  donc  à  un  sys- 
tème de  deux  points  A,  A',  et  Ton  a  l'identité 

Ces  deux  théorèmes  se  vérifient  aisément  par  le  calcul. 

269.  Corollaire  I.  —  Les  cônes  du  second  ordre  cir-. 
conscrits  à  un  octaèdre  se  correspondent  deux  à  deux,  de 
lelle  manière  que  les  sommets  A,  A'  de  deux  cônes  corres- 
pondants soient  conjugués  par  rapport  à  l'octaèdre,  et  que 
chacun  de  ces  sommets  se  puisse  déduire  géométriquement 
de  l'autre.  La  droite  AA',  qui  les'réunit,  est  coupée  par  les 
dix  couples  de  plans  opposés  que  Ton  peut  conduire  par  les 
sommets  de  Tociaèdre,  suivant  dix  couples  de  points  en 
involution,  et  les  points  doubles  de  cçtte  involulion  ne  sont 
autres  que  les  points  A,  A^  Telle  est  d'ailleurs,  comme  ou 
le  verra  au  Chapitre  IX,  la  propriété  caractéristique  de 
la  droite  A  A'  qui  réunit,  deux  points  conjugués  par  rapport 
à  un  octaèdre,  que  cette  droite  s'appuie^  en  deux  points^ 
sur  la  cubique  gauche  circonscrite,  • 

270.  Corollaire  IL  —  Toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  menées  (jar  un  même  groupe  de  six  points  1 , . .  , ,  6, 
ont  en  commun  une  injinité  de  couples  de  points  conjugués 
qui  sont  toutes  les  couples  de  points  conjugués  de  l'octaèdre 
1  ...  6,  oif  tous  les  systèmes  de  deux  points  A,  A'  définis 
par  ridentité 

(l)  À»PÎ-|-...-t->ePÎ  =  A,A'. 

C'est  ce  qui  résulte  de  celte  identité  elle-même,  associée  à 
Tun  d<»s  théorèmes  fondamentaux  (n"  171,  p.  \'j\),Si  l'on 
roupe  dès  lors  la  cubique  gauche  123456  par  un  plan 
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quelconque  H,  et  que  Ton  prenne  sur  chacun  de$  côtés  du 
triangle  résultant,  l'2'3',  les  points  doubles  Ai  et  A'^, 
Af  et  A',,  Aj  et  A'3  de  Tinvolulion  déterminée  par  les  traces 
de  ce  côté  sur  les  faces  opposées  de  l'octaèdre  1  ...  6  :  les 
traces,  sur  le  plan  choisi  H,  de  toutes  les  surfaces  considé- 
rées, seront  conjuguées  aux  trois  couples  de  poiAts  Ai  A',, 
A,  A'j,  As  A3.  Mais  si  Ton  désigne  par 

H,  et  H',  ,...,H4  et  H', 

les  traces,  sur  le  plan  H,  des  qualre  couples  de  faces  oppo- 
sées de  Toclaèdre  précédent,  les  traces  sur  le  même  plan 
de  toutes  les  surfaces  considérées  sont  comprises,  avec  trois 
paramètres  arbitraires,  dans  Téquation  (n^  61,  p.  52) 

(2)  f»,H.H',-f-...-4-p4H/H',  =ro; 

et  ne  peuvent  être  soumises,  par  leur  commune  définition^ 
à  plus  de  deux  conditions  distinctes.  Les  trois  couples  dv 
points  conjugués  qu'elles  ont  en  commun  se  réduisent  donc 
analytiquement  à  deux,  et  Ton  a  par  suite  l'identité  tan- 
genlielle 

(3)  V,  A|  A',  -f-  V,  Aa  A',  -f-  Va  A»  A'j  ^  o  : 

les  trois  couples  A^  A', ,.  . . ,  A3  A',  se  réduisant  dès  lors 
aux  trois  couples  de  sommets  opposés  d^nn  quadrilatère 
complet  dont  les  trois  diagonales  coïncident  avec  les  côtés 
1^2',  2'  3',  3'  1'  du  triangle  déterminé  par  le  plan  H  dans  la 
cubique  gauche  circonscrite  à  Toctaèdre.  Si  Ri,.  -  • ,  R4  dé- 
signent d'ailleurs  les  côtés  de  ce  quadrilatère,  lequatiop  (2) 
est  réductible  à  la  forme 

{•2')  p»RÎH-...-{-p4RÎ  =  o; 

et  ces  côtés  Ri, . . .,  R4  représentent  les  quatre  tangentes 
communes  à  toutes  les  coniques  conjuguées  aux  quatre 
couples  de  droites  Hi  H', , . . . ,  H4  H'^  (n**  i  74,  p.  1 77 ). 

La  détermination  des  deux  couples  de  points  conjugués 
communs  aux  sections  par  un  même  plan  de  tous  les  ellîp- 
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soldes  circonscrits  à  un  octaèdre  1  ■.  • .  6,  est  donc  ramenée 
à  la  recherche  des  traces  sur  le  même  plan  de  la  cubique 
gauche  circonscrite  à  cet  octaèdre;  ou  à  la  construction  des 
trois  derniers  points  de  rencontre  de  deux  coniques,  ayant 
un  premier  point  commun,  et  qui  ne. sont  autres  que  les 
traces  sur  le  même  plan  de  deux  cônes  déterminés  tels  que 
(1,23456)  et  (2,1  3436). 

On  peut  observer  que  la  médiane  du  quadrilatère, 
R'i  .  .  .R4,  n'est  autre  que  la  droite  unique  et  déterminée 
contenue  dans  Téqualion^a)  ;  ou  la  droite  associée  des 
quatre  couples  Hj  H', , .  . . ,  H^-H'^,  et  que  Ton  sait  construire 
(nM52,  p.  157). 

271.  Corollaire  III.  —  Etant  donnés  neuf  points, 
1,2,...  ,8,  9  d'une  surface  du  second  ordre,  la  section  de 
cette  surface  par  le  plan  789,  déterminé  par  trois  de  ces 
points,  est  susceptible  d'une  définition  immédiate  :  elle 
n'est  autre,  en  effet,  qu'une  conique,  circonscrite  au 
triangle  789,  et  conjuguée  à  deux  couples  de  points  que 
l'on  peut  définir  en  langage  ordinaire  ou  déterminer  gra- 
phiquement. 

Si  la  donnée  du  groupe  supplémentaire  789  est  rempla- 
cée par  celle  du  plan  tangent  en  Vun  des  ombilics ^  cet 
ombilic  est  immédiatement  déterminé  et  n'est  autre  que 
l'un  des  deux  points  cycliques  du  quadrilatère  Ri  .  . .  R4 
(Corollaire  II)  ;  ou  l'un  des  deux  cercles  de  rayon  nul,  con- 
tenus dans  l'équation  (2),  et  que  l'on  sait  construire 
(n«152,  p.  iSj). 

§  IV.  —  De  la  parabole  circonscrite  à  un  quadrilatère  et 
du  cylindrée  par^abolique  circonscrit  à  un  octaèdre, 

272.  Les  deux  problèmes  ayant  pour  objet  la  détermi- 
nation des  éléments  principaux  de  la  parabole  définie  par 
quatre  points,  du  cylindre  parabolique  défini  par  six,  ont 
entre  eux  une  analogie  assez  évidente  par  elle-même^  mais 
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dont  l'analyse  nous  donne  en  quelque  sorte  la  mesure  lors- 
qu'elle enferme,  sous  une  même  équation  Y*  ==  2/?X,  la  pa- 
rabole et  le  cylindre  parabolique.  Il  convient  donc  de  ne  pas 
séparer  ces  deux  problèmes  F  un  de  l'autre.  Et  quoique  le 
premier  ait  été  résolu  déjà  de  plusieurs  différentes  manières, 
il  ne  sera  pas  inutile  d'en  donner  une  nouvelle  solution  si 
l'on  y  peut  trouver  quelque  lumière  pour  cet  autre  pro- 
blème jusqu'ici  négligé  par  la  Géométrie.  Nous  ne  disons 
rien  de  l'analyse,  car  il  est  suffisamment  connu  que  l'ana- 
lyse s'occupe  peu  de  constructions.  En  dépit  des  quelques 
preuves  d'habileté  qu'elle  a  pu  donner  en  ce  genre^  et  qui 
ne  prouveraient  peut-être  que  du  bonheur,  on  convient 
généralement  qu'elle  est  assez  impropre  à  ce  genre  de  tra- 
vaux, et  nous  peut  renvoyer,  sur  ce  point,  à  la  Géométrie. 
Mais  nous  croyons  que  c'est  là  une  erreur,  et  que  la  Géo- 
métrie, en  cette  matière,  a  peut-être  moins  à  donner  qu'à 
recevoir,  sinon  de  l'analyse  cartésienne,  au  moins  de  cette 
analyse  descriptwe  que  l'on  doit  à  Bobillier,  et  par  laquelle, 
comme  on  le  verra,  la  plupart  des  constructions  concernant 
les  courbes  et  les  surfaces  du  second  ordre  se  ramènejit  à 
l'interprétation  de  quelques  identités. 

273.  Supposons,  en  premier  lieu,  qu'il  s'agisse  de  c/r- 
conscrire  une  parabole  au  quadrangle  donné  1234.  Et 
soient  Y  =  o  un  diamètre  quelconque  de  l'une  des  deux 
courbes  répondant  à  la  question,  X  =  o  la  tangente  conju- 
guée. L'équation 

appliquée  à  chacun  des  points  1,  2,  3,  4,  entraînant  cette 
suite  de  proportions 

/  1  Y^,  Yj^ Yj  YJ  ^t  Y,  -h. .  .-t-A«  Y4  ^ 

X|  Xj  A3  A.4  A|  A.|  -+-  •  •  .  "T~  A4  A.^ 

et  les  distances  de  quatre  points  1,.2,  3,  4  à  une  droite 
quelconque,  et,  en  particulier,  à  la  droite  X=o,  étant 
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liées  par  mie  relation  linéaire  et  homogène 

(  2 )  >,  X,  -h  >j  X,  -f-  >s  X3  -f-  >4  X,  =r  o  ; 

ou  a  également 

(3)  y\,YÎ:=r>,Y;-4->2Y^+>3YJ+)4Y;zrzO. 

Et  cette  relation  où  Y,, . . . ,  Y4  désignent  les  dislances  aux 
points  donnés  1,.  .  .,4  de  Tun  quelconque  des  diamètres 
considérés  Y  =  o,  n'est  autre  que  l'équation  tangeritielle 
de  leur  enveloppe.  Mais  les  diamètres  d'une  parabole  ont 
pour  enveloppe  un  point  à  rinjini  dans  une  direction  dé- 
terminée. La  courbe  (3),  qui  est  d'ailleurs  de  la  seconde 
classe9.se  réduit  donc  à  un  système  de  deux  points  J,  J' si  tués 
à  Finfini  —  dans  des  directions  déterminées  qui  représen- 
tent les  directions  diamétrales  des  deux  paraboles  que  Ton 
cherche,  —  et  satisfaisant  à  l'identité  tangentielle 


(3')  X^'^'^ 


J.J'. 


Or  il  résulte  de  la  seule  forme  de  celte  relation  que  deux 
côtés  opposés  quelconques  du  quadrangle  de  référence 
^,...^4  =  0,  ou  du  quadrangle  donné  1234,  divisent 
harmoniquemenl  le  segment  JJ'  (n^  261 ,  p.  288) .  Et  puisque 
les  points!,  J'  sont  l'un  et  l'autre  à  TinGni  dans  des  direc- 
tions déterminées,  les  dirtictions  diamétrales  des  deux 
paraboles  répondant  à  la  question  sont  harfnoniquement 
conjuguées  par  rapport  à  deux  côtés  opposés  quelconques 
du  quadrangle  inscrit  1234  (Lamé,  Examen  des  différ, 
méth,,  p.  5i). 

Ces  directions  obtenues,  on  pourra  mener,  parallèle- 
ment à  l'une  d'elles,  un  diamètre  quelconque  Y  =  o;  let  la 
tangente  conjuguée  X  =  o  se  pourra  construire  par  pointa, 
k  Taide  des  relations  (1).  On  tire,  en  effet,  de  celles-ci  : 

^  '  X, ~~Yî'    X,     y;'' 
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Le  rapport  des  distances  de  la  tangente  cherchée  X  =  o  à 
deux  quelconques  des  points  1,  2,  3,  4  est  donc  connu  en 
nombre  et  en  signe;  on  connaîtra  donc  les  traces  d^  cette 
tangente  sur  les  droites  12,13,  cette  tangente  elle- 
même,  etc. 

274.  Proposons-nous  actuellement,  étant  donnés  six 
points  dUin  cylindre  parabolique^  d^en  déterminer  les 
éléments  principaux. 

i).  Six  conditions  étant  nécessaires  pour  la  détermina- 
tion d^un  cylindre  parabolique,  par  cinq  des  six» points  don- 
nés on  en  pourra  conduire  une  infinité.  Soient  donc  Y=o 
l'un  quelconque  des  plans  diamétraux  de  l'un  de  ces  cy- 
lindres menés,  en  nombre  infini,  parles  points  1,  2, . . . , S; 
et  X  =  o  le  plan  tangent  conduit  suivant  la  génératrice 
correspondante.  L'équation 

appliquée  à  chacun  des  points  1 ,  2, .  . . ,  5,  entraînant  cetle 
suite  de  proportions 

y;_yi__*   _yj__2;XiY;, 


(0 


Xi        A.2  X.&    .    ^,  A|  Xi 


et  les  distances  de  cinq  points  1 ,  2, .  .  . ,  5  à  un  plan  quel- 
conque et,  en  particulier,  au  plan  X  =  o,  étant  liées  par 
mie  relation  linéaire  et  homogène 

(2)  \  X,X,  =  0: 
on  a  également 

(3)  ^  ^\yî=:o; 

et  cette  relation  où  Yj, . . . ,  Yg  désignent  les  distances,  aux 
points  donnés  1,...,5,  de  Tun  quelconque  des  plans 
diamétraux  considérés  Y  =  o,  n'est  autre  que  Téquation 
tangentielle  de  leur  enveloppe.  Mais,  comme  les  plans  dia- 
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mëtraux  d*un  paraboloïde  se  peuven4;  déplacer  parallèle- 
ment à  eux-mêmes  sans  cesser  d'être  diamétraux  ^  les  plans 
tangents  de  la  surface  (3),  avec  lesquels  ils  coïncident, 
pourront  se  déplacer  parallèlement  à  eux-mêmes  sans  ces- 
ser d'être  tangents  ^  cette  surface.  La  surface  représentée 
par  l'équation  tangentielle  (3)  se  réduit  donc  ici  à  uneco- 
nique  située  dans  le  plan  à  V infini^  et  dont  chacune  des 
tangentes  dirige  les  plans  diamétraux  de  chacun  de  ces  cy- 
lyndres.  Or  il  résulte  de  la  seule  forme  de  l'équation  (3) 
que  le  pentagone  gauche  1  2 ...  5  est  conjugué  à  cette 
conique,  ou  que  le  pôle  relatif  du  plan  de  chacun  de  ses 


angles  (1  2  3)  appartient  au  côté  opposé  (45)  : 

0=:j,r=:r2=r3,      ^4  ^4  Y4  H- >5  Js  Y5  =:  O. 

La  conique  (3),  conjuguée  au  pentagone  gauche 
12... 5,  est  donc  conjuguée  aussi  au  pentagone  plan 
)'2'. .  .5'  qui  aurait  pour  sommets  successifs  les  traces 
des  côtés  successifs  de  celui-là  sur  le  plan  de  celte  conique 
(n**  70,  p.  57).  La  conique  (3)  est  donc  déterminée^  et  si 
Ton  imagine  qu'on  l'ait  prise  pour^based'un  cône  auxiliaire 
dont  le  sommet  soit  en  un  point  quelconque  o  de  l'espace, 
ce  cône  et  l'angle  solide  pentaèdre  (o,  1^  .  .5'),  formé  par 
les  droites  menées  du  point  o  aux  sommets  1', .  . . ,  5'  du 
pentagone  déjà  défini,  seront  conjugués  :  ou  tels,  que  le 
plan  polaire  de  chacune  des  arêtes  de  l'angle  solide,  relati- 
vement au  cône,  tombe  dans  la  /hce  opposée.  Ce  cône  sera 
donc  déterminé  en  même  temps  que  cet  angle  solide^  et 
celui-ci  est  connu  :  car  les  droites  ol', . . . ,  00'^  menées  du 
point  o  aux  traces  1', . . . ,  5'  des  côtés  du  pentagone  gauche 
1. .  .5  sur  le  plan  à  l'infini,  ne  diffèrent  pas  des  paral- 
lèles menées  de  ce  point  à  ces  côtés. 

Ainsi  les  parallèles  aux  côtés  successifs  du  pentagone 
gauche  i  2 ...  5,  menées  par  un  point  quelconque  o 
sont  les  arêtes  successives  d'un  angle  solide  pentaèdre 
(o,  l'...5'),    lequel    est  conjugué  à  un   cône  détermine 
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do  second  ordre  décrit  da  même  point  o  comme  sommet; 
la  trace  de  ce  cône  sur  le  plan  à  Tinfini  n'est  autre  qne  la 
conique  directrice  représentée  par  Féquation  (3)  :  et  l'un 
quelconque  de  ses  pians  tangents,  considéré  en  direction, 
représente  la  série  des  plans  diamétraux  de  l'un  des  cylin- 
dres considérés.  De  là  ce  théorème  : 

IjCS  plans  f/iamétraux  de  tous  les  cylindres  paraboliques 
circonscrits  à  un  pentagone  donné  12... 5,  transporfés 
paralièlement  à  eux-mêmes  en  un  même  point  de  V espace- 
s*jr  disposent  sniv^ant  les  plans  tangents  d^un  même  cône 
du  second  ordre  :  le  cône  conjugué  à  l'angle  solide  pen- 
taèdre  qui  aurait  pour  arêtes  successix^es  les  côtés  sui^ces- 
sifs  du  pentagone  donné,  transportés  parallèlement  à 
eux-mêmes  en  ce  même  point, 

La  construction  d'une  conique  définie  par  un  pentagone 
conjugué  (n^'lSâ,  p.  i85)  entraine  d'ailleurs  la  construc- 
tion du  cône  que  Ton  vient  de  définir. 

2).  Le  problème  que  Ton  s'était  proposé  est  maintenant 
résolu.  Si^  utilisant  en  effet  le  si5cième  des  points  donnés, 
on  substitue  au  pentagone  précédent  1  2  3  4  5  le  nouveau 
pentagone  gauche  23  456,  on  obtiendra  de  même  avec 
celui— ci  un  nouveau  cône  du  second  ordre,  conjugué  à  un 
nouvel  angle  pentaèdre  de  même  sommet  que  le  précédent; 
et  la  direction  des  plans  diamétraux  de  chacun  des  quatre 
cjlindres  paraholiqiœs  passant  par  les  six  points  donnés 
sera  fournie  pur  Vun  quelconque  des  quatre  plans  tan- 
gents communs  à  ces  deux  cônes. 

3).  Si  Ton  mène  ensuite,  par  un  point  quelconque  de 
l'espace,  un  plan  Y  =  o  parallèle  à  Tun  de  ces  plans  tan- 
gents communs,  et  figurant  un  premier  plan  diamétral  de 
l'un  des  cylindres  circonscrits;  le  plan  tangent  X  =  o, 
mené  à  ce  cylindre  par  la  génératrice  correspondante,  se 
construira  par  points  à  Taidedes  proportions  (i). 
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On  en  déduit  effectiveaiant 

xi     y;     X.     y; 


A.  2  X  5  A.3  X 


Le  rapport  des  distances  du  plan  cherché  X  =  o  à  deux 
quelconques  des  points  1 ,  S, . . . ,  6  est  donc  connu  eu  nombre 
et  en  signe;  on  connaîtra  donc  les  traces  de  ce  plan  sur  les 
droites  12,  13,  14, .  . . ,  ou  ce  plan  lui-même. 

4).  Enfin,  les  plans  conjugués  Y,  X  étant  connus,  on 
connaît,  par  cela  même,  la  direction  des  génératrices  du 
.cylindre  correspondant  Y*  =  a^X  et  six  points  de  l'une  de 
ses  sections  droites;  et  Ton  peut,  sans  ambiguïté,  déduire 
de  cinq  d'entre  eux  l'axe,  le  sommet  et  le  paramètre  de 
cette  section.  / 

Bem arque  I,  —  Le  point  de  départ  de  l'analyse  précé- 
dente suffirait  encore  à  la  solution  de  ce  problème  :  Etant 
donnés  quatre  points  et  un  plan  tangent  X  =  o  d\tn 
cylindre  parabolique,  construire  le  plan^  diamétrale  •=>  o 
relatif  an  plan  tangent  donné  y  et  tous  les  éléments  prin- 
cipaux de  la  surface. 

On  a,  en  effet,  actuellement 


(•) 

Y| 
X. 

Y^ 
X, 

YJ 

X3 

X, 

et  Ton  en 

dédui 

t 

(•') 

* 

T, 
Y, 

^V 

/X. 
X,' 

Y. 
Y3 

V 

Les  rapports  des  dislances  du  plan  diamétral  que  Ton 
cherche,  Y*==  o,  aux  points  1  et  2,  1  et  3,  1  et  4,  sont  con- 
nus en  nombre;  et  l'on  peut  construire  les  traces  de  ce  plan 
sur  chacune  des  droites  12,  13,  14  :  ou  ce  plan  lui-même 
susceptible  ici,  à  cause  de  l'ambiguïté  de  signes^  de  huit 
déterminations  distinctes. 

■ 

Remarque  11. — Étant  donnés  cinq  points  d^un  cylindre 
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parabolique  et  Vun  de  ses  diamètres,  ce  cylindre  est  sus- 
ceptible de  deux  déterminations  distinctes  qui  corres- 
pondent aux  deux  plans  tangents  distincts  que  Von  peut 
mener  au  cône  auxiliaire  du  n*^  i),  parallèlement  au  dia- 
mètre donné. 

275.  II  existe  une  dépendance  singulière  entre  le  pro- 
blème que  Ton  vient  de  résoudre  et  celui  qui  aurait  pour 
but  de  circonscrire  à  un  octaèdre  un  cône  de  res^olulion, 
dans  le  cas,  au  moins,  où  V octaèdre  donné  serait  inscrip- 
tihle  à  la  sphère.  Les  deux  problèmes,  effectivement,  se 
résolvent  alors  à  T-aide  des  mêmes  constructions,  parce 
que  les  plans  diamétraux  des  quatre  cylindres  paraboli- 
ques et  les  plans  cjcliques  des  quatre  cônes  de  résolution, 
que  Von  peut  circonscrire  à  un  tel  octaèdre,  se  con- 
fondent, 

i).  Imaginons,  pour  le  démontrer,  la  série  des  cônes  de, 
réifolution  menés,  en  nombre  infini^  par  cinq  des  sommets 
de  r octaèdre ^  et  soit 

(i)  X'-4- Y'+Z^— XP^— o 

Téquation  de  Tun  de  ces  cônes:  X,  Y,  Z  désignant  trois 
plans  rectangulaires  quelconques  menés  par  le  sommet;  P 
le  plan  mené,  du  même  point,  perpendiculairement  h  Taxe 
du  cône.  Soient,  en  outre, 

(2)  Sz=0, 

(3)  R:-o 

les  équations  de  la  sphère  circonscrite  à  Toctaèdre  et  du 
plan  radical  commun  à  cette  sphère  et  au  sommet  du 
cône  (i),  assimilé  a  une  sphère  de  rayon  nul r 

(4)  R  =  X^-t-Y'-hZ'— s. 

Si  l'on  retranche  l'une  de  l'autre  les  équations  (i),  (a), 
Téqualion  résultante  pourra  s'écrire,  d'après  l'identité  (4)? 

-(1,2)  R— >P-'r=:o; 
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équation  d*un  cylindre  parabolique  passant  par  les  cinq 
points  considérés,  et  dont  les  plans  diamétraux  se  con- 
fondent ai>ec  les  plans  cycliques  ¥  =:  {idu  cône  (i). 

Les  plans  diamétraux  de  tous  les  cylindres  paraboli-^ 
ques  et  les  plans  cycliques  de  tous  les  cônes  de  résolution 
conduits  par  les  sommets  d^un  même  pentagone  sphérique 
fornaent  dès  lors  une  seule  et  même  série,  ou  deux  séi^ies 
coïncidentes;  et  Ton  peut  dire,  en  transportant  aux  uns  ce 
que  Ion  a  démontré  des  autres,  que  a  les  plans  cycliques 
de  tous  les  cônes  droits  dont  il  s'agit  sont  tangents  à  une 
conique  déterminée,  située  dans  le  plan  à  TinGni  et  con- 
juguée au  pentagone  gaucbe  1 2. .  .5.  » 

3).  Les  plans  cycliques  du  cône  droit  circonscrit  à 
l'octaèdre  sphérique  1  2  ...  5  6,  seront  dès  lors  suscep- 
tibles du  même  mode  de  détermination  que  les  plans  dia- 
métraux du  cylindre  parabolique  circonscrit  au  même 
octaèdre;  et  leur  commune  direction  sera  fournie  par  l'un 
des  quatre  plans  tangents  communs  à  deux  cônes  du  second 
ordre  que  l'on  sait  construire  (n^  274,  2). 

3).  Les  plans  cycliques  de  Tun  des  cônes  droils  que 
Ton  cherche  étant  connus  de  direction,  il  reste  à  en  trou* 
ver  la  position  absolue  dans  l'espace,  ou  à  déterminer 
Vaxe  et  le  sommet  du  cône  1  2. .  .6.  A  cet  effet,  rappor- 
tons ce  cône  à  Toctaèdrc  inscrit  1 .  .  .6  par  une  équation 
de  la  forme 


1 


X,P,Qi  =  o; 


et  coupons-le  par  un  de  ses  plans  cycliques  P  =  /ji  5  la  sec- 
tion résultante  sera  représentée,  dans  son  propre  plan, 
par  une  équation  semblable 


s 


X.P',Q',  =:ro. 


D'ailleurs  cette  section  est  un  cercle,  et  tous  les  cercles  con- 
tenus dans  celle  équation  ont  une  corde  commune  que  l'on 
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sait  construire  (n^l52,  p.  157).  On  déterminera  dès  lors 
lés  quatre  couples  de  droites  P'^  Q', , .  . . ,  P^  Q'^  qui  résultent 
des  traces  d^un  premier  plan  cyclique  sur  les  faces  opposées 
de  Tocjlaèdre  1  . .  .6;  et  construisant  deux  des  cercles  as^ 
sociés  de  ces  quatre  couples  de  droites,  ainsi  que  leur  corde 
commune  ab  :  on  aura,  dans  le  plan  mené  perpendiculaire- 
merit  à  cette  corde,  par  son  point  milieu,  un  premier  plan 
contenant  Taxe  du  cône.  Une  construction  semblable,  effec- 
tuée  dans  un  autre  plan  cyclique  P  =  (i.^  en  fournirait  un 
autre;  et  Ton  aurait  successivement  Taxe  du  cône,  le  centre 
et  deux  points  de  deux  de  ses  sections  circulaires,  ces  sec- 
tions elles-mêmes  et  le  sommet  du  cône. 

276.  Une  autre  détermination  de  la  parabole  définit 
par  quatre  points  résulté  de  la  comparaison  des  Av\x\ 
formes 

AC-+-BD  =  o,     Y'-t-X=:o: 

la  première,  déduite  du  quadrilatère  inscrit  A6CD  =r  o;  la 
seconde,  du  genre  de  la  courbe.  Ces  équations  entraînent 
en  effet  Tid entité 

(i)  AC-hBD-f  Y»-t-X  =  o, 

et  celle-ci  la  suivante  : 

(1')  A'C'-hB'D'  +  Y"=o, 

dans  laquelle 

A',     a,     B\     D',     r 

désignent  cinq  droites  concourantes,  respectivement  paral- 
lèles aux  premières 

A,     C,     B,     D,     Y. 

Or  il  résulte,  de  Tidentité  (i'),  que  les  droites 

A'C'=o,     B'D'=o,     Y'Y'=:o 

font  trois  couples  de  rajons  conjugués  d'un  mème^iiii- 
ceeuL  en  involulion  dont  Tundes  rayons  doubles  tombe  dans 
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la  commune  directiou  des  droites  coïncidentes  Y'. Y' =  o 
(n°73,  p.59). 

i).  «  Leé  directions  diamétrales  des  deux  paraboles  cir- 
conscrites au  quadrilatère  ÂBCD  =  o  coïncident  donc  avec 
les  rayons  doubles  du  faisceau  en  involution  défini  par  les 
deux  couples  de  rayons  conjugués  A'C  et  B'D',  ou  AC 
et  BD.  w 

2).  Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  préparer  la  détermi- 
nation des  éléments  principaux  (foyer  et  directrice)  de 
chacune  de  ces  paraboles  en  déterminant  leurs  tangentes 
communes  et  leurs  points  de  contact  respectifs  sur  ces  taur 
gentes. 

L^identité  initiale 

(i)  AC-f-BD-f-Y'-+-X  =  o 

se  dédoublant^  en  effet,  dans  les  équations  équivalentes 

(a)  o  =  AC-l-Y»  =  BD+X; 

si  Ton  imagine  que  le  diamètre  Y  =  o,  dont  la  direction 
est  seule  déterminée,  passe  (Jig*  56)  par  le  point  AC  ■=  o , 

Fig.  56. 


/ 


/ 


/ 


D.//'.- 


/ 


/  "- 


/ 


^  1  \//b  B/ 


^''      / 


/  /  '-■ 


vj  / 

I 


Dy 


on  reconnaît  aussitôt,  dans  la  courbe  représentée  par  Tune 

20 
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OU  Tautre  des  équations  (a),  un  système  de  deux  droites 
B',  D',  issues  de  ce  point,  parallèles  aux  côtés  B,  D  du 
quadrangle  proposé  et  dont  les  traces  réciproques  sur 
ces  côtés  D,  B  appartiennent  i  la  tangente  correspon- 
dante X  =  o  : 

B'D'  =  BD-f-X,     X  =  B'D'  — BD. 

La  droite  gui  réunit  ces  traces,  BD'  et  DB',  ou  la  seconde 
diagonale  du  parallélogramme  B'D'BD,  représente  donc, 
pour  les  deux  paraboles  à  la  fois,  la  tangente  conjuguée 
des  diamètres  de  ces  courbes  qui  passent  par  le  point 
AC  =  o.  Opérant  de  même  pour  le  point  BDc=  o,  chacune 
des  deux  paraboles  que  Ton  cherche  se  trouvera  déânie  par 
deux  couples  formées  d'un  diamètre  et  de  la  tangente  con- 
juguée. Donc,  etc. 

277.  Une  semblable  détermination  du  cylindre  parabo- 
lique défini  par  six  points,  ou  circonscrit  à  l'un  des  oc- 
taèdres qu^ils  déterminent,  résulterait  de  même  de  Téqua- 
tion  générale  des  surfaces  du  second  ordre  circonscrites  à 
un  octaèdre,  comparée  à  Téquation  particulière  du  cylindre 
qu^il  s^agit  de  déterminer.  Ces  équations 


y  P,Q,=:o, 


Y*  -f-  X  =  o 


entraînent,  en  effet,  Fidentité 

(0  Vp.Q. +T»-+-X  =  o, 

et  celle-ci  la  suivante  : 

(I')  ^V^Q^-HT'^^O, 

où 

désignent  les  plans  des  faces  opposées  de  Toctaèdre,  et  le 
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plan  diamétral  cherché,  transportés  parallèlement  à  eux- 
mêmes  en  un  même  point  de  Tespace. 

Or  il  résulte  de  Tidentîté  (i'),  associée  à  un  théorème 
antérieur  (n°  159,  p.  i6i),  que  Ton  peut  voir,  dans  le 
plan  Y'  un  plan   tangent  y   et   dans    les  quatre  couples 

•^1  Q'i  9  •  •  •  ^  ^4  Q'4  <f^^^^^  couples  de  plans  conjugués  com- 
muns à  une  infinité  de  cônes  du  second  ordre. 

Mais  les  cônes  conjugués  à  quatre  couples  de  plans  ont 
en  commun  quatre  plans  tangents  que  Ton  peut  construire 
(n**  175,  p.  178).  Le  plan  Y',  défini  par  l'identité  (i'),  ad- 
met dèâ  lors  quatre  déterminations  distinctes,  que  Ton  peut 
obtenir,  et  qui  ne  sont  autres  que  les  plans  diamétraux 
des  quatre  cylindres  répondant  à  la  question. 

Une  fois  obtenue  la  direction  des  plans  diamétraux^  on 
peut  construire  la  section  du  cylindre  par  un  plan  quel' 
conqueY  =  Q  parallèle  à  cette  direction.  Cette  section 
n'est  autre,  en  effet,  que  la  droite  définie  par  les  équations 
simultanées 


Y=o,      ^'p'.Q',  =  o: 


OU  le  lieu  des  centres  des  coniques  conjuguées  aux  quatre 
couples  de  droites  qui  résultent  des  traces  des  faces  oppo- 
sées de  r octaèdre  sur  le  plan  diamétral  considéré  (n°  152, 
p.  iSj).  On  aura  donc,  dans  cette  droite  que  l'on  sait  con- 
struire, une  génératrice  du  cylindre  cherché. 

Mais  cette  dernière  partie  du  problème  se  peut  traiter 
autrement.  Car  si  Ton  associe  parla  pensée  le  plan  à  P  in- 
fini au  plan  représenté  par  l'une  ou  Tautre  des  équations 
équivalentes 

(i^)  o^Vp.Q, -f  Y^  =  X, 

Je  plan  polaire  du  point 

(ri)  0  =  p,  =  q,=jr, 

par  rapport  au  plan  X  assimilé  à  une  surface  du  second 
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ordre,  se  trouve  représenté  par  Téquation 

et  passe  d'une  manière  évidente  ^ar  le  point  de  concours  j\ 
des  plans  polaires  du  précédent  ji  par  rapport  aux  dièdres 


Le  segment  rectiligne  j^ij^', ,  qui  réunit  ces  deux  points,  sera 
donc  divisé  Iiarmoniquement  par  le  système  formé  du 
plan  X  et  du  plan  à  Tinfini  :  ce  qui  veut  dire  que  le  seul 
plan  X  divise  ce  segment  en  deux  parties  égales,  ou  que  le 
point  milieu  m^  de  ce  segment  appartient  au  plan  X.  On 
pourra  donc  déterminer,  par  le  seul  emploi  de  la  règle, 
quatre  points  de  ce  plan,  ce  plan  lui-même  et  une  première 
génératrice  du  cylindre. 

*278.  On  peut  rattacher  à  cette  dernière  détermination 
du  cylindre  parabolique  défini  par  six  points,  celle  du  pa- 
raboloïde  de  ré\^olution  circonscrit  à  un  octaèdre.  Telles 
sont  en  effet  les  dépendances  existant  entre  les  deux  pro- 
blèmes que  si  Ton  transporte,  parallèlement  à  eux-mêmes, 
au  centre  d'une  sphère,  les  plans  diamétraux  des  quatre 
cylindres  paraboliques  et  les  axe5 'des  quatre  paraboloïdes 
de  révolution  que  l'on  peut  circonscrire  à  un  même  oc- 
taèdre :  les  droites  et  les  plans  ainsi  obtenus  déterminent 
les  points  cycliques  et  les  côtés  d'un  même  quadrilatère 
sphérique.  L'équation  générale 

(i)  V>,P.Q,  =o 

des  surfaces  circonscrites  à  un  octaèdre,  rapprochée  de 
celle 

(2)  X'-|-Y^-+-Z=o 

du  paraboloïde  de  révolution  que  Ton  cherche,  entraine 


PARABOLOÏDE  DE  RÉYOLUTION  dlRCOWSCRIT  A  l'oCTAÊDRE.    Sop 

effectivement  Tidentité 

(3)  y\p,Q,  =  x^4.Y^4.Z, 

et  celle-ci  la  suivante  : 

où  Pj ,  Q', , . . .  désignent  les  faces  apposées  de  Foctaèdre 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  autour  d'une 
même  origine  o;  et,  X',  Y',  les  faces  d'un  dièdre  droit, 
susceptible    de    tourner  arbitrairement    autour  de    son 

arête  oZy  comme  le  dièdre  parallèle  XY.  Or  il  résulte,  de 
l'indétermination  du  dièdre  X'Y'  associée  à  Tidentité  (4), 
que  tous  les  cônes  du  second  ordre  conjugués  en  nombre 
infini  aux  quatre  couples  de  plans  P^^  Q', , . . . ,  F^  Q'^,  sont 
vus,  de  l'arête  oz,  sous  un  dièdre  droit.  Tous  ces  cônes  ad- 
mettent d'ailleurs  quatre  plans  tangents  communs,  Ri , . . .  ,1^4 
(n°  175,  p.  178),  lesquels  représentent,  comme  on  vient  de 
le  voir,  les  plans  diamétraux  des  quatre  cylindres  parabo- 
liques que  l'on  peut  circonscrire  à  l'octaèdre.  Si  donc  on 
imagine  une  sphère  décrite  du  point  o  comme  centre,  les 
cônes  précédents  y  traceront  une  série  de  coniques,  in- 
scrites au  quadrilatère  R^ . . .  R4,  et  vues  sous  un  angle 
droit  du  point  z,  trace  sphérique  de  Vaxe  cherché  oz.  Or 
trois  des  coniques  de  la  série  se  réduisant  aux  diagonales 
du  quadrilatère  Ri . .  .R4;  chacune  de  ces  diagonales  est 
vue,  sous  un  angle  droit,  du  point  cherché  2.  Et  si  l'on 
construit,  sur  chacune  d'elles  comme  base,  un  segment  ca- 
pable d'un  angle  droit  ;  les  quatre  points  communs  aux  trois 
coniques  sphériques  résultantes  fourniront,  en  même  temps, 
les  quatre  points  cycliques  z  du  quadrilatère  Ri ...  R4  et 
les  axes  oz  des  quatre  paraboloïdes  de  révolution  que  l'on 
peut  circonscrire  à  l'octaèdre,  ou  les  pôles  sphériques  de 
leurs  sections  circulaires. 
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Ce  premier  point  obtenu,  le  problème  s'achève  aisément 
par  la  règle  et  le  compas  ;  car  deux  quelconques  des  sec- 
tions circulaires  de  l'un  de  ces  paraboloïdes,  représentées 
dans  leur  propre  plan  par  des  équations  de  -la  forme 


I 


X.P'.Q;  =  o, 


se  trouvent  partiellement  définies  par  deux  de  leurs  points 
a  et  b^  a'  et  b'  :  et  les  plans  menés  par  les  points-milieux 
des  cordes  résultantes  ab,  a^b\  perpendiculairement  à  ces 
cordes,   se  coupent  suivant  Vaxe  du  paraboloïde  (n^  152, 

P-»57).       .     ^ 

Scolie,  —  L'analyse  précédente  s'applique  d'elle-même, 
en  se  simplifiant,  à  la  recherche  du  paraboloïde  de  révolu- 
tion défini  par  un  tétraèdre  conjugué. 
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CHAPITRE  IX. 

PROPÏUÉTÉS  DE  HUIT  POINTS  ASSOCIÉS. 

Sommaire.  —  Des  surfaces  du  second  ordre  menées  par  un  même  groupe 
de  sept  points,  et  du  huitième  point  commun  à  toutes  ces  surfaces.  — 
Constructions  diverses  de  ce  huitième  point.  —  Cas  d'indétermination, 
et  translation  du  théorème  plan  de  Desargues  à  la  figure  formée  de 
huit  points  d'une  cubique  gauche;  construction  du  cercle  oscu]ateur, 
ou  de  la  sphère  osculatrice  en  un  point  d'une  telle  courbe;  et  détermina* 
tion  du  cylindre  du  second  degré  circonscrit  à  un  hexaèdre. 


§  I.  —  Du  huitième  point  et  de  sa  détevmination  gra- 
phique. Théorème  de  M.  Lamé^  et  construction  corres- 
pondante^ de  M,  Hesse, 

279.  Nous  avons  vu  déjà  (n*^175,  p.  178)  que  toutes 
les- surfaces  du  second  ordre  que  Von  peut  conduire  par 
un  même  groupe  de  sept  points,  passent  d^ elles-mêmes 
par  un  huitième  point  déterminé  (Lamé,  Examen  des 
dijfér.  Méth.y  p.  38)  •,  et  que  les  distances  Pj, . . . ,  Pg  Je 
ces  huit  points  à  un  plan  quelconque  satisfont  à  V identité 
caractéristique 

(1)  y\t  Pî  =  o  (n«  139,  p.  142). 

U  reste  à  déduire  de  celte  identité  la  construction  du  hui- 
tième point  d'après  les  sept  autres;  et  c'est  à  quoi  d'abord 
il  parait  possible  de  parvenir  de  trois  manières  différentes 
tirées  des  trois  différentes  manières  de^décomposer  Tiden- 
tité  (i)  en  deux  équations  équivalentes.  Le  problème  admet 
effectivement  trois  constructions  distinctes  :  la  première 
qui  s'effectuerait  dans  l'espace,  mais  que  nous  n'effectue- 
rons, en  réalité,  qu'en  la  ramenant  à  la  troisième  (n^  285); 
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la  seconde  qui  s'effectue  dans  le  plan  avec  une  simplicité 
suffisante  (n^  282);  la  troisième  enfin  qui  se  réalise  dans 
Fespace  même  où  le  problème  est  posé  et  qu'un  illustre 
géomètre  a  pu  réduire  à  la  mise  en  œuvre  des  éléments 
mêmes  de  la  question,  c  est-à-dire  des  points  donnés  et  des 
droites  ou  des  plans  qu'ils  déterminent.  Nous  reproduirons 
la  solution  de  M.  Hesse,  en  y  apportant  d'ailleurs  quelques 
, changements  de  nature  à  en  faciliter  l'accès;  car,  si  la 
conclusion  en  est  d'une  admirable  simplicité,  la  méthode 
même  de  l'auteur  ne  laisse  pas  d'être  assez  difficile  à 
suivre,  plus  encore  à  retrouver.  Ce  n'est  pas  synthèse 
pure  cependant,  puisque  l'on  est  d'accord  que  l'invention 
procède  seulement  par  voie  d'analyse;  mais,  peut-être, 
n'y  a-t-il  là  que  cette  sorte  d'analyse  dont  les  plus  grands 
géomètres  se  servent  quelquefois,  et  que  nous  nommons 
synthèse;  n'y  voyant  qu'une  suite  d'heureuses  inspirations 
dont  l'enchaînement  nous  échappe,  mais  dont  le  résultat 
égale  ici  tout  ce  que  la  géométrie  nous  offre  de  plus  beau 
[Noui^elles  Annales  de  Mathématiques ,  i855,  p.  192). 

280.  Si  Ton  sépare  d*aboi-d  le  premier , membre  de  l'i- 
dentité tangentielle 


s 


X.PÎ  =  o 


en  deux  parties  composées  l'une  de  six,  l'autre  de  deux 
carrés;  les  équations  équivalentes  qui  en  résultent 


i; 


X,PÎ=:0,       /,P;-f-XgPÎ=r:0 


représentent  un  même  système  de  deux  points,  réels  ou 
imaginaires ,  mais  simultanément  conjugués  aux  deux 
points  7,  8  du  second  groupe  et  à  l'octaèdre  123  456  dé- 
terminé par  les  six  points  du  premier  (n*^  265,  p.  290).  Telle 
est,  par  suite,  l'expression  des  dépendances  qui  existent  entre 
huit  points  associés  :  que  deux  quelconques  d^entre  eux 
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et  les  traces  de  la  droite  qui  les  réunit  sur  les  faces  oppo- 
sées  de  V octaèdre  déterminé  par  les  six  autres ,  font 
toujours  cinq  couples  de  points  conjugués  ou  dix  points 
en  ins^olution . 

D'après  ce  théorème,  la  détermination  du  huitième 
point  se  réduirait  à  la  solution  du  problème  suivant,  qui 
admet  toujours  une  solution,  et  une  seule,  et  que  nous  ré- 
soudrons plus  loin,  bien  que  d^une  manière  indirecte  : 
mener  par  un  point  donné  (7)  une  transv^ersale  qui  coupe 
les  faces  opposées  d^un  octaèdre  (12  3  45  6)  suis^ant 
quatre  couples  de  points  en  ùwolution, 

281.  Si  l'on  sépare  ensuite  le  premier  membre  de  Fi- 
dentité  \  Xi  Pj  ^  o  en  deux  parties  composées  Tune  de 
cinq,  l'autre  de  trois  carrés 5  les  équations  résultantes 

(l')  2)'^'""° 

représenteront  encore  une  seule  et  même  surface  double- 
ment conjuguée  au  pentagone  gauche  12345  (n®  70,  p.  56) 
et  au  triangle  678,  comme  cela  résulte  de  la  forme  même 
de  ces  équations.  Mais  il  résulte  du  nombre  des  va- 
riables contenues  dans  la  dernière,  que  cette  surface  se  ré- 
duit à  une  conique  située  dans  le  plan  67  8  et  simultané- 
ment conjuguée  à  ce  triangle,  au  pentagone  gauche  12... 5 
et  dès  lors  aussi  au  pentagone  plan  1  â. .  .5  qui  aurait  pour 
sommets  successifs  les  traces  des  côtés  successifs  de  celui-là 
sur  le  plan  6  7  8  (n°  70,  p.  57).  Telle  est  donc  aussi  l'ex- 
pression des  dépendances  qui  existent  entre  huit  point  s  asso- 
ciés :  que  le  triangle  6  7  8  déterminé  par  trois  quelconques 
de  ces  points  et  le  pentagone  12345  ajant  pour  som- 
mets successifs  les  traces  sur  le  plan  de  ce  triangle  des 
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côtés  successifs  du  pentagone  gauche  12345  déterminé 
par  les  cinq  autres^  sont  toujours  conjugués  à  une  même 
conique. 

282,  Pour  déduire  de  ce  théorème  la  construction  du 
huitième  point,  nous  modifierons  d'abord  la  notation  pré- 
cédente et  nous  désignerons  par  x^  y^  z,  1,  2,  3,4  les 
sept  points  donnés-,  ])ar  5,  le  huitième  point  qu'il  s'agit 
de  construire. 

i).  Soient,  à  cet  effet, 

o  =  X==Yz=Z 

les  côtés  du  triangle  donné  xyz^  et 

(i)  «X'-4-^Y^-4-cZ*=o 

inéquation  de  cette  conique  que  le  théorème  précédent  nous 
montre  comme  conjuguée  à  la  fois  au  triangle  de  référence 
xjz^  au  pentagone  gauche  1  2. . .  5  et  au  pentagone  plan 
\%, .  .^  qui  aurait  pour  sommets  successifs  les  traces  des 
côtés  successifs  du  premier  sur  le  plan  xyz  (fig*  Sy). 

Fig.  57. 


6 
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Le  points,  qu'il  s'agit  de  construire,  étant  inconnu,  le 
pentagone  conjugué  12. .  .5  n'est  connu  que  partiellement 
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par  ses  trois  premiers  sommets  1,  2,  3  et  un  point  du  côté 
suivant  45  :  le  point  o  suivant  lequel  la  diagonale  1  4  du 
pentagone  gauche  1  2. .  .5  coupe  le  plan  xyz.  Mais  ces  élé- 
ments se  séparent  d'eux-mêmes  en  deux  couples  de  points 
conjugués  par  rapport  à  la  courbe  (i),  les  points  4  et  3, 
2  et  o.  On  connaît  donc  un  triangle  conjugué  jcyz  et  deux 
couples  de  points  conjugués  1  et  3,  2  et  o  de  la  courbe  (i). 
Cette  courbe  est  implicitement  déterminée  par  ces  condi- 
tions, et  elle  détermine  à  son  tour  les  polaires  34,  45,  51 
des  sommets  1,  2,  3  du  pentagone  conjugué  12. .  .5^  et  ce 
pentagone  lui-même  dont  les  derniers  sommets  4,  5  dé- 
terminent enfin  les  derniers  côtés  159  44  et  le  cinquième 
sommet  du  pentagone  gauche  1 . .  .5,  ou  le  huitième  point. 

a).  Il  reste  toutefois  à  montrer,  une  conique  étant  défi- 
nie par  un  triangle  et  deux  couples  de  points  conjugués 
(o,2),  (1,3),  comment  on  détermine  la  polaire  de  Tun  de  ces 
points,  tel  que  1  :  ou,  puisque  cette  polaire  passe  déjà  par 
le  point  3,  comment  on  en  détermine  un  nouveau  point  1'. 

Imaginons,  à  cet  effet,  une  série  de  coniques  conjuguées 

•    *    •  •  • 

au  triangle  xyz  et  au  groupe  (o,  2)^  ou  conjuguées  aux 
quatre  couples  de  points 


^fy      JZ,       ZX^       0  2. 


Les  polaires  du  point  1,  par  rapport  à  toutes  ces  coniques, 
concourent  en  un  même  point  \'  défini,  comme  Ton  sa  il 
(n**  160,  p.  162),  par  l'identité  tangentielle 

(/)  XY  -i-  TZ  -t-  ZX  -f-  PoP2  =  P.  P; 

que  l'on  peut  écrire 

{V)  xY-f-Yz  +  zx=PoP,— p.p;. 

Les  équations  tangentielles  équivalentes 
(2)  XY -f- YZ -h  ZX  =1  o, 

(2)  PoP,-P.  P',  =0 


/ 
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représentent  donc  (fig*  58)  une  seule  et  même  conique  in- 
scrile  au  triangle  :ryz  et  au  quadrangle  o  i  21 .  On  connaît 

Fig.  58. 


% 


cinq  tangentes  distinctes 


^y>    y^y    2-^>    oi,     12 

de  cette  conique  auxiliaire  (2)  ou  (2')  ^  et,  si  on  lui  mène 
par  les  points  o  eiS,  deux  nouvelles  tangentes  ol',  âl', 
leur  point  de  concours  i'  sera  conjugué  au  point  i  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  de  la  série  et  spécialement 
par  rapport  à  la  courbe  (1)  qui  en  fait  partie.  On  aura  donc 
deux  points  distincts  \'  et  3  de  la  polaire  du  point  1  par 
rapport  à  cette  dernière  courbe  :  cette  polaire  elle-même, 
ou  le  côté  34^31'  du  pentagone  conjugué  12345,  etc. 

On  voit  que  la  construction  du  huitième  point  se  réalise 
presque  tout  entière  dans  le  plan  jcyz  de  trois  des  points 
donnés,  et  n'exige  que  Temploi  répété  de  ce  problème  li- 
néaire :  ((  mener  à  une  conique  une  sixième  tangente,  par 
un  point  donné  sur  Tune  des  cinq  tangentes  qui  la  déter* 
minent.    » 

283.  Remarque,  —  La  solution  précédente  paraîtrait 
en  défaut  et  le  huitième  point  serait  réellement  indé- 
terminé, si  le  point  \'  {fig*  58)  se  confondait  avec  le 
point  3,  ou  si  le  triangle  xyz  et  le  quadrangle  ol23 
(.fiS'  57)  ^e  troui^aient  circonscrits  à  une  même  conique. 
Le  huitième  point  est  donc  indéterminé  lorsque /e  triangle 
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jcyz  formé  de  trois  des  sept  points  donnés,  et  le  quadrila- 
tère ayant  pour  sommets  successifs  les  traces,  sur  le  plan 
de  ce  triangle,  des  côtés  successifs  du  quadrangle  ISSi  for- 
mé par  les  quatre  autres,  se  troussent  circonscrits  à  une 
même  conique.  Ce  cas  singulier  donne  lieu  à  des  consé- 
quences remarquables  sur  lesquelles  nous  reviendrons  §  II. 

284.  Si  l'on  sépare  ^enfin  le  premier  membre  de  l'iden- 
tité \  XjPJ^o  en  deux  parties  composées!' une  et  l'autre 
de  quatre  carrés,  les  équations  résultantes 

représentent  encore  une  seule  et  même  surface  doublement 
conjuguée  aux  deux  quadrangles  gauches 

1234,     5678,' 

ou  aux  deux  tétraèdres  construits  sur  les  mêmes  sommets. 
Si  Von  sépare  dès  lors  huit  points  associés  en  deux  groupes 
égaux  composés  Vun  et  Vautre  de  quatre  points^  les 
deux  tétraèdres  ayant  pour  sommets  respectifs  les  points 
de  Vun  ou  de  Vautre  groupe  sont  toujours  conjugués  à 
une  même  surface  du  second  ordre  (Hesse).  Et  c'est  de  ce 
théorème,  obtenu  d'ailleurs  à  l'aide  de  considérations 
toutes  différentes,  que  ce  géomètre  a  pu  déduire  la  con- 
struction comprise  dans  l'énoncé  suivant. 

285.  Théorème.  —  Si  (fig.  Sg) 

a^   by  Cy   d    et     û',  A',  c',  d' 

désignent  huit  points  associés  :  les  deux  systèmes  de  trois 
droites  menées  respectivement  par  deux  de  ces  points 

dy       d', 
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de  manière  à  s^appuyer  sur  les  côtés  opposés  de  Vhexa- 
gone 


abca'b'c' 

défini  par  les  six  autres^  détenninentj  sur  les  côtes  suC' 
cessifs  de  celui-là,  les  sommets  successifs  de  deux  nou- 
veaux hexagones  {fig»  5g) 

(h)  JTj'zXYZ, 

{h')  ^'j'z'X'Y'Z', 

dont  les  côtés  font  douze  génératrices  d^un  même  Iry- 
perboloîde  (Hesse). 

Fig.  59. 
b    y  y     c 


1).  Les  trois  diagonales  de  Thexagone  (h)  se  croisant  au 
point  J,  ses  côtés  opposés  sont  deux  à  deux  dans  un  même 
plan,  de  telle  sorte  que  si  Ton  prend  pour  directrices  d^un 
hyperboloïde  les  côtés  pairs  de  cet  hexagone,  ses  côtés 
impairs  en  feront  trois  génératrices.  Les  côtés  de  Thexa- 
gone  [h)  font  dès  lors  six  génératrices  d'un  premier 
hyperboloïde  (H);  les  côtés  de  Thexagone  (h'),  six  géné- 
ratrices d'un  second  hyperboloïde  (H').  Il  suffira  doDC 
d'établir  que  ces  deux  hyperboloïdes  se  confondent,  ou  que 
chacun  des  côtés  de  Vun  de  ces  hexagones  rencontre  tous 
les  côtés  pairs  de  Vautre^  ou  tous  ses  côtés  impairs  :  par 
exemple,  que  le  côté  x'j'  du  second  rencontre  chacun  des 
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côtés  impairs  xj^  ^X,  YZ  du  premier.  El  comme  la  ren- 
contre des  droites  x^y'^  xy  est  assurée  par  leur  commune 

situation  dans  le  plan  h  de  Tuu  des  angles  de  rhexagoiic 
initial  abca'Vc\  il  nous  suffira  d'établir  la  situation  en 
un  même  plan  des  droites  x'j'  et  2X,  x'j*  et  YZ,  ou  seu- 
lement des  deux  dernières.  Bornons-nous  donc  à  établir 
que  les  droites  x'y  et  YZ  se  rencontrerkt ^  ou  que  les  qua- 
tre points  x\y' ^  Y,  Z  sont  dans  un  même  plan. 

a).  A  cet  effet,  considérons,  avec  M.  Hesse,  la  surface 
du  second  ordre  que  le  théorème  précédent  nous  montre 
comme  conjuguée  à  chacun  des  tétraèdres 

abcd,     a'b'c'd'; 

et  cherchons  d*abord,  par  trois  de  ses  points,  le  plan  po- 
laire correspondant  P  du  point 

p  =1  [aa\  cdc)j 

trace  de  la  droite  aa'  sur  le  pUn  cdc' , 

Le  point  p  appartenant  à  la  droite  qui  réunit  les  som- 
mets a,  a'  des  deux  tétraèdres ,  le  plan  P  passe  d'abord  par 
la  droite  {bcd^  Vc' d')^  intersection  des  plans  polaires  de 
ces  sommets  par  rapport  à  la  surface  ;  et  il  est  aisé  de  voir, 
sur  la  figure,  que  cette  droite  renferme  :  i^  le  point  Y  qui 
n'est  autre  que  la  trace  sur  le  premier  de  ces  plans  bcd, 
d'une  droite  ft'c' située  dans  le  second-,  2°  le  point^',  in- 
tersection du  second  de  ces  plans  b'c' d'  et  d'une  droite  bc 
située  dans  le  premier.  Le  point  p  appartenant  en  outre  au 
plan  cdc'^  mené  par  l'arête  cd  du  premier  tétraèdre  et  le 
sommet  c'  du  second;  le  plan  P  contiendra,  en  outre,  le 
point  (afc,  a'b'd')  ou  x'.he  plan  polaire 

est  donc  défini  déjà  par  trois  de  ses  points. 

3).  Mais  M.  Hesse  nous  montre  que  Ton  peut  en  déter- 
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miner  un  qujttriéme.  Et  c'est  d'ailleurs  dans  cette  détermi- 
nation par  excès^  comme  dans  le  choix  de  ce  dernier  élé- 
ment, que  réside  le  nœud  de  la  question. 

Pour  Tobtenir,  nous  quitterons  un  moment  la  route  tracée 
pai' l'illustre  géomètre,  en  utilisant  un  théorème  antérieur 
sur  les  propriétés  homologiques  auxquelles  donnent  lieu  un 
triangle  quelconque  de  l'espace  et  le  trièdre  qui  lui  est  con- 
jugué (n*'  180,  p'.  i8i).  Les  côtés  du  triangle  coupant  en 
effet  les  faces  homologues  du  trièdre  en  trois  points  en 
ligne  droite,  il  en  résulte,  les  plans  polaires  des  deux  pre- 
miers sommets  du  triangle  étant  supposés  connus,  que  Ton 
peut  en  déduire  un  point  du  plan  polaire  du  dernier.  Ap- 
pliquant cette  observation  au  triangle 


fl,      t\ 


et  au  trièdre  conjugué 

I   bcd,      a'b'd',      P  I, 

nous  pourrons,  en  laissant  de  côté  le  plan  polaire  P  et  le 
traitant  comme  s'il  n'était  déjà  connu,  en  obtenir  un  nou- 
veau point  p' situé  sur  la  droite  ac%  et  distinct  dès  lors  de 
ceux  que  nous  connaissons  déjà.  Effectivement,  les  traces 
des  côtés  du  triangle  précédent  sur  les  plans  des  faces  ho- 
mologues du  trièdre  conjugué,  savoir  : 

(ij  c'p  bcdy 


(2)  apa'b'd\ 

(3)  ^  P, 


devant  se  trouver  en  ligne  droite^  la  droite  menée  par  les 
deux  premières  de  ces  traces  coupera  le  troisième  côté  ac' 
suivant  la  troisième,  ou  suivant  un  nouveau  point /7^ du 
plan  P.  Or,  puisque  le  point  p  appartient,  par  définition, 
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au  plan  c'  cd  (fig»  60),  la  première  de  ces  traces  (1)  n'est 
autre  que  le  point  de  concours,  désigné  sur  la  figure  par  la 


P'9  -.. 

\ 
\ 

\  (1 


c 


a  * <J — 


^ 


\/ 


lettre  ^,  des  droites  c'/7,  cd.  Puisque  le  point  p  appartient 
à  la  droite  aa\  la  seconde  (2)  n'est  autre  que  le  point  a'  lui- 
même;  et  le  nouveau  point  /?' que  nous  cherchons  n'est 
autre  que  le  suivant  : 


p' =  ac'   a!  q , 


ou  encore,  puisque  le  point  q  appartient  à  la  droite  cd^ 


p'  =^  ac'  a!  cd\ 

ou  enfin,  sur  \^fig.  Sp, 

p'  =  Z . 

Les  quatre  points  x\  j'.  Y,  Z  appartiennent  donc  à  un 
même  plan 

donc,  etc. 

286.  Obseivatlon  L — La  construction  précédente  est 
en  défaut  lorsque  le  septième  point  d  est  tellement  situé 
par  rapport  aux  six  autres  a,  é,  c,  a',  i',  c',  que  l'hexa- 
gone xjz  XYZ  cesse  d'être  gauche.  Nous  reviendrons  plus 
loin  sur  ce  cas  singulier  et  sur  les  circonstances  précisés 
dans  lesquelles  il  se  produit. 
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Observation  II,  —  On  peut  présenter  autrement  la 
construction  précédente,  et  de  manière  à  en  éliminer  toute 
considération  synthétique. 

Remarquons  pour  cela  que  si  les  sept  points  donnés  a,  &,  c, 
a^,  &',  c',  d  appartenaient  à  une  même  cubique  gauche,  le 
huitième  point  d' serait  partiellement  indéterminé  et  pour- 
rait être  pris  arbitrairement  sur  cette  courbe.  Chacun  des 
deux  derniers  points  </,  d'  serait  alors  le  sommet  d'un  cône 
du  second  ordre  circonscrit  à  Thexagone  gauche  ahca^h'c' . 
Or  le  théorème  de  Pascal  transporté,  par  la  perspective, 
de  rhexagone  plan  inscrit  à  une  conique,  à  Thexagone 
gauche  ahca'V c'  inscrit  à  un  cône  de  sommet  d  (ou  d']^ 
montre  que  les  droites  xX,  j^T,  2Z  (ou  x'X',. . .)  con- 
duites par  ce  sonunet,  de  manière  à  s'appuyer  sur  les  côtés 
opposés  de  rhexagone  inscrit  abca'b'c'^  tombent  dans 
un  même  plan.  Dans  le  cas  supposé,  les  deux  hexagones 
secondaires  (Jig-  Sp,  p.  3 18)  JCj^zXYZ,  x'j'z'X'T'Z'  se- 
raient donc  plans  Tun  et  l'autre,  et  leurs  douze  côtés  ap- 
partiendraient à  une  même  surface  du  second  ordre  réduite 
à  Tensefiible  de  deux  plans.  Passant  ensuite  de  ce  cas  sin- 
gulier au  cas  ordinaire,  il  serait  naturel  de  supposer  que 
les  côtés  des  deux  hexagones  secondaires  font,  dans  le  cas 
général,  douze  génératrices  d'un  même  hyperboloïde ^  et 
Ton  verrait,  comme  tout  à  T heure,  que  la  yérification  de 
cette  hypothèse  se  réduit  à  établir  la  situation  en  un  même 
plan  des  quatre  points  x\y*^  Y,  Z  :  ou  la  collinéation,  sui- 
vant un  même  point  p^  de  leurs  plans  polaires  par  rapport 
à  cette  surface  S  que  nous  savons  être  conjuguée  à  chacun 
des  tétraèdres  abcd^  a'b'c'd*.  Or  les  plans  polaires  des  trois 
premiers  x\  y\  Y  sont  respectivement  cdc\  ada'^  a! d'a\ 
et  leur  point  de  concours  n'est  autre  que  la  trace,  désignée 
déjà  par  la  lettre  p,  de  la  droite  aa'  sur  le  plan  cdc\  H 
reste  donc  seulement  à  établir  que  le  plan  polaire  du  qua- 
trième, Z,  passe  par  p;  pu,  inversement,  que  le  plan  polaire 
de  p  passe  par  Z;  et  comme  le  point  Z  appartient  à  la 
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droite  ac%  c'est  à  quoi  Ton  devra  parvenir  en  déterminant 
la  trace  de  cette  droite  sur  le  plan  polaire  du  point  p,  à 
Taide  des  propriétés  homologiques  du  triangle  ;[7ac'  et  du 
triédre  formé  des  plans  polaires  de  ses  trois  sommets. 

§11.  —  De  V indétermination  du  huitième  point ^  et  du 
théorème  de  Desargues  transporté,  de  six  points  dUine 
conique^  à  huit  points  dhine  cubique  gauche, 

'  287.  La  construction  donnée  au  n*^  282  est  en  défaut,  et 
le  huitième  point^  comme  nous  Talions  voir,  est  réellement 
indéterminé,  lorsque  le  triangle  xyz,  formé  de  trois  des 
sept  points  donnés,  et  le  quadrilatère  123  4  ayant  pour 
sommets  successifs  les  traces,  sur  le  plan  de  ce  triangle, 
des  côtés  successifs  du  quadrangle  1234  formé  des  quatre 
autres,  se  trouvent  circonscrits  à  une  même  conique  (n°283) . 
S'il  en  est  ainsi  (fig-  6i) ,  ce  même  triangle  xyz  et  l'un 

Fig.  6i. 
1 


4- 

Z 


J3' 


quelconque  de  ceux  que  l'on  peut  former  avec  trois  des 
côtés  du  quadrilatère  1  23  4,  le  triangle  1  4  3',  par  exemple, 
sont  encore  circonscrits  à  une  même  conique.  Par  un  théo- 
rème connu  (n*^  197,  p.  209),  leurs  sommets 

(i)  ^,  J,  2;     1,3',  4 

font  six  points  d'une  seconde  conique;  et  les  droites  me- 
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nées,  de  ces  points,  au  sommet  1  du  tétraèdre  12  34,  six 
génératrices  d'un  même  cône  du  second  ordre.  Or  il  est 
aisé  d'apercevoir  ,  dans  les  trois  dernières  ,  les  arêtes 
mêmes  12,  13,  1  4- de  ce  tétraèdre.  Le  premier  1  des  sept 
points 

(2)  1,2,3,4,     j:,j,z 

représente  donc  le  sommet  d'un  premier  cône  du  second 
ordre  passant  par  les  six  autres;  et,  en  vertu  de  l'hypo- 
thèse, il  en  est  de  même  de  chacun  des  points  2,  3,  4.  Les 
sept  points  considérés  appartiennent  donc  à  une  même 
cubique  gauche  :  commune  intersection  des  quatre  cônes 
que  Ton  vient  de  définir,  et  qui  admettent,  en  effet,  deux  l\ 
deux,  une  génératrice  commune. 

Réciproquement,  si  les  sept  points  donnés  (a)  appar- 
tiennent à  une  même  cubique  gauche,  les  précédents  (i) 
font  six  points  d'une  même  conique;  les  côtés  du  trian- 
gle xyz  et  trois  quelconques  de  ceux  du  quadrilatère  1234, 
six  tangentes  d'une  autre  conique,  et  notre  construction  du 
huitième  point  se  trouve  encore  en  défaut.  On  a  donc  ce 
théorème  :  Sept  points  quelconques  de  V  espace  font  tou- 
jours partie  d^un  groupe  déterminé  de  huit  points  asso- 
ciés, à  moins  quils  n^ appartiennent  à  une  même  cubique 
gauche }  et  le  huitième  point  qui  est  alors  indéterminé  peut 
prendre*  sur  cettq  courbe^  telle  position  que  Von  ^voudra 
lui  assigner.  Une  cubique  gauche,  en  effet,  ne  pouvant 
être  rencontrée  en  plus  de  trois  points  par  un  plan  quel- 
conque, en  plus  de  six  par  un  système  de  deux  plans  ou  une 
surface  quelconque  du  second  ordre,  ne  peut  avoir  sept 
points  communs  avec  uiie  telle  surface  sans  lui  appartenir 
tout  entière.  Toutes  les  surfaces  du  second  ordre  que  l'on 
peut  mener  par  sept  points  d'une  cubique  gauche  passent 
donc  d'elles-mêmes  par  cette  courbe,  qui  est  décrite  tout 
entière  par  le  huitième  point  commun  à  toutes  ces  sur- 
faces. 
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Il  résulte  de  là  que  Ton  peut  appliquer  au  groupe  formé 
de  huit  points  quelconques  d'une  cubique  gauche  tout  ce 
qui  a  été  dit  déjà  de  huit  points  associés  quelconques  ;  ainsi, 
en  premier  lieu  (n°  139,  p.  142)  : 

Les  carrés  des  distances  de  huit  points  fixes  d\ine  cu- 
bique gauche  à  un  plan  quelconque  satisfont  à  une  relation 
linéaire  et  homogène  de  la  forme 


■I 


X,  P^ 


o. 


288.  Si  l'on  sépare  ensuite  celte  identité  en  deux  équa- 
tions équivalentes,  comme  on  a  fait  au  n^  280,  on  obtient 
un  théorème  jusqu'ici  inaperçu,  et  qui  est  lié  toutefois  à 
celui  de  Desargues  par  une  analogie  infiniment  précise, 
ainsi  que  le  montrent,  les  énoncés  suivants  : 


Une  corde  et  un  quadrangle 
étant  inscrits  à  une  conique j  les 
deux  extrémités  de  cette  corde 
et  ses  traces  sur  les  côtés  opposés 
du  qu42drangle  font  trois  couples 
de  points  harmoniquement  conju- 
gués par  rapport  à  un  même  sys- 
tème de  deux  ^omi^^  ou  six  points 
en  involution. 

Et  si  l'on  substitue  aux  deux 
couples  de  côtés  opposés  de  ce 
quadrangle  les  trois  couples  de 
côtés  opposés  du  quadrangle  com- 
plet correspondant^  on  aura  en 
tout  huit  points  en  involution. 


Une  corde  et  un  octaèdre 
hexagonal  étant  inscrits  à  une  cu- 
bique gauche,  les  deux  extrénd- 
tés  de  cette  corde  et  ses  traces 
sur  les  plans  des  faces  opposées 
de  V octaèdre  font  cinq  couples 
de  points  harmoniquement  con- 
jugués par  rapport  à  un  même 
système  de  deux  points,  ou  dix 
points  en  involudon. 

Et  si  l'on  substitue  aux  qua- 
tre couples  de  faces  opposées  -de 
cet  octaèdre  les  dix  couples  de 
faces  opposées  de  tous  les  octaè- 
dres construits  sur  les  mêmes  som- 
mets^ on  aura  en  tout  vingt-deux 
points  en  involution. 


289.  De  même,  un  triangle  et  un  pentagone  inscrits  à 
une  cubique  gauche  sont  toujours  conjugués  à  une  même 
conique  (n°281,  p.  3i3). 

CoROLLAïKE  I.  —  Une  cubique  gauche  étant  définie  par 
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les  points  1, 2, . .  .^  6,  la  droite  qui  réunit  les  deux  derniè- 
res traces  de  la  courbe  sur  un  plan  quelconque  H  mené  par 
le  point  6  coïncide  avec  la  polaire  de  ce  point  par  rapport 
à  une  conique  déterminée,  située  dans  le  plan  H  et  con- 
juguée au  pentagone  gauche  1  2 ...  5  ou  au  pentagone 
plan  dén\fé  de  celui-là. 

CoBOLLAiBE  II.  —  Lcs  traccs  sur  un  plan  quelconque  H 
d'une"  cubique  gauche  définie  par  ies  points  i9  2,...,6 
font  les  sommets  d'un  triangle  conjugué  commun  à  six 
coniques  distinctes,  situées  dans  ce  plan,  et  respectivement 
conjuguées  aux  pentagones  gauches  12345,  23456, 
3  4  561,...  ou  aux  pentagones  plans  dérivés  de  ceux-là. 

Corollaire  III.  —  Une  série  de  cubiques  gauches  étant 
menées  par  un  même  groupe  de  cinq  points,  leurs  traces 
sur  un  plan  quelconque  sont  les  sommets  d'une  série  de 
triangles  dont  les  cercles  circonscrits  ont  un  même  centre 
radical. 

290.  Enfin  ,  deux  tétraèdres  inscrits  à  une  cubique 
gauche  sont  toujours  conjugués  à  une  même  surface  du 
second  ordre  (n°  284,  p.  3 17).  On  peut  remarquer  que 
les  dépendances,  entre  huit  points  d'une  cubique  gauche,, 
exprimées  par  l'un  quelconque  des  théorèmes  précédents, 
se  traduisent  par  trois  conditions,  tandis  que  leur  expres- 
sion complète  en  exigerait  quatre.  Bien  qu'analogues  à 
celui  de  Desargues,  ces  théorèmes  paraissent  donc  ne  de- 
voir donner  lieu  qu'à  des  applications  plus  restreintes  d'au 
degré.  Il  arrive  cependant ,  comme  on  le  verra  bientôt,  que 
ces  données  par  excès  que  supposent  nos  théorèmes,  etquv 
en  restreignent  l'utilité  quand  il  s^agit  seulement  de  con- 
struire un  nouveau  point  d'une  cubique  gauche,  ou  de  lui 
mener  une  tangente  par  l'un  des  points  qui  la  déterminent, 
deviennent,  au  contraire,  très-avantageuses  dans  d'autres 
recherches  un  peu  moins  aisées,  telles  que  celle  du  plan^ 
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du  cercle  ou  de  la  sphère  qui  osculent  la  courbe  en  l'un  de 
ses  points. 

291.  Une  question  incidente  se  présente  naturellement 
ici,  et  sur  laquelle  nous  pouvons  nous  arrêter  un  moment, 
parce  qu'elle  touche  à  l'étude  peu  avancée  encore  des  pro- 
priétés géométriques  des  polyèdres. 

On  vient  de  voir  (n°  288)  que  toute  transversale  qui 
s'appuie  en  deux  points  sur  une  cubique  gauche  rencontre 
les  faces  opposées  d'un  octaèdre  inscrit  à  la  courbe  suivant 
huit  points  en  involution.  On  peut  se  demander  si  la  réci- 
proque est  vraie,  ou  chercher  seulement  la  définition  gé- 
nérale des  droites  satisfaisant  à  la  double  condition  de 
couper  les  faces  opposées  d^un  octaèdre  hexagonal 
12...  56,  sui\^ant  quatre  couples  de  points  en  immo- 
lation. 

i).  On  reconnaît  d'abord  que,  par  chaque  point  x  de 
V espace,  on  peut  mener  au  moins  une  de  ces  droites.  Car 
si  Ton  désigne  par  j  le  huitième  point  commun  à  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  circonscrites  à  l'heptagone 
xl  2  .  .  .  6,  l'identité 


y\,Pî  -f.«x^-+-ôY2=o, 


ou  les  équations  équivalentes 

(i)  «X=^-f-6Y2  =  o, 

{•')  ^\p;  =  o, 

qui  en  résultent  expriment  que  les  quatre  couples  de  points 
déterminées  sur  la  droite  ocy  par  les  faces  opposées  de  Toc- 
taèdre  1 .  .  .6  font  quatre  couples  harmoniquement  conju- 
guées auxdeiix  points  Ç,  n  représentés  par  l'équation  (i)  : 
ou  quatre  couples  de  points  conjugués  en  inv^olution 
(n<^280,  p.  3i2). 

a).  Si  l'on  imagine  ensuite  qu'une  seconde  droite  xz^ 
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issue  de  la  même  origine,  puisse  offrir  la  même  propriété 
et  rencontrer  effectivement  les  faces  opposées  de  l'octaèdre 
1 .  .  .6  suivant  quatre  couples  de  points  en  involulion;  les 
points  doubles  f ,  ^  de  cette  învolution  seraient  harmoni- 
quement  conjugués  aux  deux  points  de  chaque  couple  et 

formeraient  \xue  suiface  év^anouis santé  (^,^)i  conjuguée 
à  l'octaèdre  1 .  .  .6,  et  dès  lors  représentée  par  une  équation 
de  la  forme 


(2)  ^'  f .  p; 


o. 


Mais  en  désignant  par  z  le  conjugué  du  point  x  dans  l'in- 
volution  précédente,   ou   le  .conjugué  harmonique  de  ce 

même  point  par  rapport  au  système  (f,  ^)5  le  système 
(?9  C)'  i^apporté  aux  points  x,  z,  serait  aussi  représenté  par 
une  équation  de  la  forme 

(2')  aX'^-hrZ'izro: 

et  les  équations  équivalentes  (2),  (2')  entraînant  ridenlité 

(F)  V  f*.  P;  -h  aX'  -f-  rZ'  =  o, 

le  point  z  serait  un  autre  huitième  point  associé  au  groupe 
x\  2. .  .6.  Les  sept  points  de  ce  groupe  ne  seraient  donc 
pas  indépendants  les  uns  des  autres;  mais  le  septième  j?,  au 
lieu  d'être  quelconque,  comme  on  l'avait  supposé,  appar- 
tiendrait à  la  cubique  gauche  définie  par  les  six  premiers. 
3).  Il  est  donc  acquis,  d'une  part,  que  toute  droite  qui 
s'appuie  en  deux  points  sur  la  cubique  gauche  circonscrite 
à  un  octaèdre  quelconque,  coupe  les  faces  opposées  de  celui- 
ci  suivant  huit  points  eninvolution^  de  l'autre  que,  par  un 
point  quelconque  de  l'espace,  on  peut  mener  une  transiter- 
salcy  et  une  seule,  en  inuolution  par  rapport  à  un  octaèdre 
donné.  Mais  on  sait  aussi  que  «  par  un  point  quelconque 
de  l'espace  on  peut  mener  une  transversale,  et  une  seule, 
qui  s'appuie  en  deux  points  sur  une  cubique  gauche  don- 
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née  ».  Il  en  résulte  que  les  deux  transversales  dont  on  vient 
de  parler  se  confondent,  et  Ton  a  ce  théorème  : 

Toute  droite  qui  s^ appuie  en  deux  points  sur  la  cubique 
gauche,  circonscrite  à  un  octaèdre,  coupe  les  faces  oppO" 
sées  de  celui-ci  suii^ant  huit  points  en  înuolution.  Réci- 
proquement, toute  droite  qui  coupe  suiv^ant  huit  points 
en  ins^olution  les  faces  opposées  d'un  octaèdre  hexagonal 
s*appuie  en  deux  points  sur  la  cubique  gauche  circon- 
scrite. 

292.  «  Par  un  point  quelconque  de  l'espace,  on  peut 
toujours  mener  une  droite,  et  une  seule,  qui  s'appuie  en 
deux  points  sur  une  cubique  gauche  donnée.  » 

Cela  est  à  peu  près  évident.  Et  l'on  voit  bien  d'abord  que 
si  deux  droites,  issues  de  la  même  origine,  s'appuyaient 
chacune  en  deux  points  sur  la  courbe,  le  plan  de  ces  droites 
couperait  la  courbe  en  quatre  points.  Et  c'est  la  définition 
d'une  cubique  gauche,  qu'elle  ne  puisse  être  coupée  par  un 
plan  quelconque  en  plus  de  trois  points,  réels  ou  ima- 
ginaires 

En  outre,  si  l'on  imagine  l'un  quelconque  des  hyperbo- 
loïdes  à  une  nappe  que  l'on  peut  mener  en  nombre  infini 
par  l'origine  j:  et  la  cubique  gauche  considérée  5  le  plan 
tangent  en  x  à  cet  hyperboloïde  coupera  la  courbe  en  trois 
points  distincts,  lesquels  tomberont  nécessairement  sur  les 
génératrices  rectilignes  contenues  dans  ce  plan  et  issues  de 
l'origine  x,  savoir  :  l'un  de  ces  points,  sur  l'une  de  ces  gé- 
nératrices 5  et  les  deux  autres  sur  l'autre.  Donc,  etc. 

293.  Mais  on  peut  compléter  le  théorème  précédent 
par  la  construction  de  cette  droite  unique  qui  le  résout.  Il 
résulte,  en  effet,  d'un  théorème  antérieur  (n°  280,  p.  3 12) 
que  huit  points  associés  sont  toujours  tels^  que  la  droite 
qui  réunit  deux  quelconques  d'entre  eux  et  l'octaèdre 
ayant  pour  sommets  les  six  autres^  soient  en  inuolution. 
Rapprochant  ce  théorème  de  l'un  de  ceux  que  Ton  vient 
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d'établir  (n"291),  on  pourra  dire  d'une  manière  équiva- 
lente que  huit  points  associés  sont  toujours  tels^  que  la 
droite  qui  réunit  deux  quelconques  d^ entre  eux  s^ appuie 
en  deux  points  sur  la  cubique  gauche  qui  réunit  les  six 
autres . 

Il  en  résulte  que  la  droite  menée  d^un  point  quelconque  d 
de  Vespacey  de  manière  à  s^ appuyer  en  deux  points  sur 
une  cubique  gauche  abc  a'b'c'^  passe  par  le  point  associé  d' 
des  sept  points  donnés  //,  a,  &,  c,  a\  b\  c*  ;  si  dès  lors,  après 
ai^oir  inscrit  à  r hexagone  abc  a' b*c'  un  autre  hexagone 
xjrzlLYZi  dont  les  trois  diagonales  se  croisent  au  point  d^ 
et  dont  les  côtés  forment  d'eux-mêmes  six  génératrices  d'un 
hyperboloïde,  on  détermine  les  six  autres  génératrices  sui- 
v^ant  lesquelles  cet  hyperboloïde  est  coupé  par  les  plans 
des  angles  successifs  de  V hexagone  initial  abca'b'c\  et 
le  nouv^el  hexagone  x'yz'HJY'TJ  quelles  déterminent 
[fie'  ^9»  P*  3i8)  :  la  droite  menée ,  du  point  rf,  au  point 
de  concours  d' des  diagonales  de  ce  nouvel  hexagone 
s^ appuiera  en  deux  points  sur  la  cubique  gauche  abca'b'c' 
et  résoudra  le  problème. 

'294.  Il  résulte  du  nombre  des  paramètres  arbitraires 
contenus  dans  Téquation    . 

«  AA'  -h  ^BB'  -*-  cCa  =  o 

qu^une  série  de  surfaces  du  second  ordre  circonscrites  à 
un  hexaèdre  (n°  61,  p.  62)  demeurent  capables  de  deux 
conditions  nouvelles  et  ne  peuvent  dès  lors  être  assujetties 
par  leur  commune  définition  à  plus  de  sept  conditions  dis- 
tinctes. On  doit  donc  réduire  à  ce  nombre  les  huit  condi* 
tions  qu'elles  remplissent  déjà  en  passant  par  chacun  des 
sommets  de  l'hexaèdre-,  et  l'on  peut  conclure,  en  d'autres 
termes,  que  toute  surface  du  second  ordre  que  l'on  aura 
menée  par  sept  des  sommets  de  l'hexaèdre  passera  d'elle- 
même  par  le  dernier  :  ou  que  les  sommets  d*un  hexaèdre 
quelconque  font  toujours  huit  points  associés.  De  là  ce 
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théorème  curieux  [fig-  62)  :  Un  hexagone  1  23  456  eïa/z^ 
inscrit  à  une  cubique  gauche ^  la  droite  xj  qui  réurîit  les 

m 

Fig.  62. 
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points  de  concours  des  plans  des  angles  pairs  ou  impairs 
de  cet  hexagone  s^ appuie  eh  deux  points  sur  la  courbe, 

Uoe  cubique  gauche  étant  déûnie  par  six  points,  on 
peut  en  obtenir  à  priori^  et  par  une  construction  simple, 
soixante  cordes  distinctes. 

295.  Nous  avons  vu  (n°  287,  p.  324)  que  le  huitième  point 
ne  peut  devenir  indéterminé  que  dafts  le  cas  où  les  sept  dont  il 
dépend  appartiennent  à  une  même  cubique  gauche.  La  cou- 
struciion  donnée  par  M .  Hesse  (  n*^  285,  p.  3 1 8  )  paraît  cepen- 
dant en  défaut,  en  dehors  même  de  ce  cas  d'exception  et 
toutes  les  fois  que  l'hexagone  auxiliaire  xjrzXYZ  (^g»  Sp, 
p.  3i8)  cesse  d^être  gauche.  Dans  ce  cas,  en  effet,  l'hy- 
perboloïde  à  une  nappe,  précédemment  défini  par  ce  cir- 
cuit hexagonal,  se  réduit  à  un  système  de  deux  plans  :  le 
premier,  qui  tombe  dans  le  plan  même  de  Thexagone 
xjzXYZ'^  le  second,  que  la  construction  générale  cesse  de 
déterminer  et  qui  demeure  inconnu.  Mais  nous  allons  voir 
que  ces  deux  plans  se  confondent,  et  que  le  huitième  poi  n  l  d^ 
vient  alors  se  confondre  avec  le  septième  rf,  suivant  une 
direction  dd^  que  l'on  peut  construire. 

296.  En  premier  lieu,  le  circuit  hexagonal  xjz'KYZ 
(fig-  59)  ne  cesse  d'être  gauche  que  si  le  septième  point  d 
vient  se  placer  au  sommet  d,e  Tun  des  cônes  du  second 
ordre  passant  par  les  six  premiers  «,  ô,  c,  a',  fc',  c\ 
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Car  si  Ton  projette,  sur^un  plan  quelconque  H,  et  sui- 
vant le  centre  de  projection  J,  l'hexagone  abca'b'c'  en 
a.[>f  a! ^' y' \  on  reconnaît  aussitôt  que  les  trois  diagonales 

xr/X,  yd\^  zcLTj  du  circuit  hexagonal  xjz\YX  aboutis- 
sent respectivement  aux  points  de  concours  des  côtés  oppo- 
sés de  Thexagone  projeté  a^y ex.' fi' y\  Le  circuit  xyzXYZ 
ne  cesse  donc  d'être  gauche,  et  ses  trois  diagonales  n'ap- 
partiennent à  un  même  plan  que  si  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  de.  Thexagone  ûf(3ya'(3'y'  sont  en  ligne 
droite:  auquel  cas  cet  hexagone  est  inscriptible  à  une  coni- 
que, et  l'hexagone  initial  abca'b'c'  â  un  cône  du  second 
ordre  ayant  pour  sommet  le  point  d. 

La  construction  Hesse  ne  sera  donc  en  défaut  que  si  le 
septième  point  d  appartient  a  la  surface  du  quatrième 
ordre  S4  —  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  du 
second  passant  par  abca'b'c' —  et  qui  renferme  en  par- 
ticulier la  cubique  gauche  [abca'b'c')  définie  par  ces 
mêmes  points. 

Plaçons-nous  dès  lors  dans  ce  cas  d'exception^  et,  dési- 
gnant par 

1,2,3,4,5,6,7     ou     P,P,...P,=ro 

les  sept  points  donnés,  supposons  que  le  septième  soit  le 
sommet  d'un  cône  du  second  ordre  passant  par  tous  les 
autres.  Par  un  théorème  antérieur  (n°  268,  p.  292),  on 
pourra  satisfaire  à  Tidentilé  tangentielle 

(i)  ^')..PÎ^P,Q. 

par  une  détermination  convenable  du  point  Q7  =  o,  et  que 
l'on  peut  réaliser  géométriquement.  Car  le  système  de 
deux  points 

P;  Q;  =  o, 

défini  par  cette  identité,  est  divisé  harmoniquement  par 
deux  faces  opposées  quelconques  de  l'octaèdre  1  23456  ou 
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Pj  .  . .  Pg  =  o;  et  le  second  de  ces  points  est  à  l'inlersection 
des  plans  polaires  du  premier  par  rapport  aux  dièdres  for- 
més de  deux  faces  opposées  quelconques  de  cet  octaèdre.  Or, 
sî  P  et  Q  désignent  deux  points  auxiliaires,  harmonique- 
ment  conjugués  au  segment  P?  Q7,  on  pourra  poser 

l'identité  précédente,  à  son  tour,  pourra  s'écrire 

(i')  V\,p;  =  p'-w^QV 

et  l'on  en  déduira  que  toute  surface  du  second  ordre  menée 
par  les  points  1,  2, .  .  .,6  et  P  passe  d'elle-même  par  le 
point  Q.  D'ailleurs  si  le  point  P  se  rapproche  indéfini- 
ment du  point  7  ou  P7  =  o,  il  en  est  de  même  du  point 
conjugué  Q.  Et  Ion  en  conclut,  en  passant  à  la  limite,  que 
si  le  point  7  est  le  sommet  d^un  cône  du  second  ordre 
passant  par  1,2,.  . . ,  5,  6  :  toute  surface  du  second  ordre 
menée  par  1,2,.  .  . ,  5,  6,  7  passe  d^ elle-même  une  seconde 
fois  par  le  pçint  7,  et  touche  en  ce  point  la  droite  11  \  ou 
P7  Q7  =  o,  gui  le  réunit  au  point  de  concours  de  ses  plans 
polaires  par  rapport  aux  dièdres  formes  des  faces  oppo- 
sées de  r octaèdre  1 .  .  .6. 

Ce  théorème  pourra  donc  suppléer  à  la  construction  de 
M.  Hesse  toutes  les  fois  qu'elle  sera  en  défaut. 

297.  Enfin  si  le  septième  point  7  vient  se  placer  sur  la 
cubique  gauche  12.  .  .56  définie  par  les  six  autres,  toutes 
les  conséquences  précédentes  subsistent  encore,  mais  avec 
une  particularité  de  plus,  et  qui  fournit  une* analogie  nou- 
velle entre  les  coniques  et  les  cubiques  gauches. 

Dans  ce  cas,  effectivement,  toute  surface  du  second  ordre 
menée  par  les  points  1,  .  .  .,  6,  7,  contient  tout  entière  la 
cubique  gauche  sur  laquelle  on  les  suppose  situés.  Et 
comme  cette  surface  n'est  soumise  par  là  qu'à  sept  condi- 
tions distinctes,  il  faut  nécessairement  que  celte  droite  77', 
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OU  P7  Q7  =  o,  à  laquelle  elle  est  tangente  par  ce  qui  pré- 
cède, soit  tangente  elle-même  à  cette  courbe. 

De  là  l'analogie,  que  mettent  en  évidence  les  énoncés 
suivants  : 


Un  quadrangle 

P  P  P  P  =0 

étant  inscrit  à  une  conique  y  les  po- 
laires d^un  point  quelconque  île  la 
courbe 

par  rapport  aux  trois  angles  for- 
més des  côtés  opposés  ou  des  dia- 
gonales de  ce  quadrangle  se  cou- 
pent en  un  second  point 

défini  par  Videntité  tangcntielle 


2'^Pî-PsQ., 


et  la  droite 

p.  Os 

qui  les  réunit  est  tangente  à  la 
courbe  suivant  le  premier  de  ces 
points. 


Un  octaèdre  hexagonal 

P,P,...P,P.  =  o 

étant  inscrit  à  une  cubique  gauche ^ 
les  plans  polaires  d^un  point  quel- 
conque de  la  courbe 

p,  =  o, 

par  rapport  aux  différents  dièdres 
formés  des  faces  opposées  de  cet 
octaèdre,  se  coupent  en  um  second 
fjoint 

Q,  =  o 

défini  par  Videntité  tangcntielle 

\,p;^p,0,; 


S 


et  la  droite 

P,Q, 

qui  les  réunit  est  tangente  à  la 
courbe  suivant  le  premier  de  ces 
points. 


Observation.  —  La  surface  du  quatrième  ordre,  lieu 
géométrique  des  sommets  des  cônes  du  second  circonscrits 
à  un  hexagone  gauche  abca'b'c'^  el  la  surface  de  qua- 
trième classe  enveloppe  des  plans  des  coniques  inscrites  à 
rhexaèdre  déterminé  par  les  plans  des  angles  successifs 

a,  o,  c  . .  .  de  ce  même  hexagone,  se  correspondent  de  telle 
manière  que  chaque  point  d  de  la  première  fournit,  parla 
construction  indiquée,  un  plan  tangent  (x^zXYZ)  de  la 
seconde;  ou  inversement.  L'hexagone  plan  xysXYZ  qui 
correspond  au  point  d  est  tel,  en  effet,  que  ses  trois  diago- 
nales a:X,  j^Y,  zTj  concourent  en  un  même  point  d'  :  il  est 
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donc  circofjscriplîble  à  une  conique  déterminée,  inscrite 
elle-même  à  l'hexaèdre  [abc  a'b  c'), 

298.  Etant  donnés  six  points  \ ,  2, 3,  jc,}^,  z  d^ineciibiijue 
gauche  y  si  Ton  détermine  d'abord  les  traces  successives 
1,2,3,  sur  le  plan  xyz^  des  droites  12,23,31,  et  que, 
considérant  une  conique  inscrite  au  triangle  xjz^  et  tan- 
gente, suivant  le  point  2,  à  la  droite  i  23,  on  \\x\  mène  par 
i  et  3  deux  nouvelles  tangentes  :  la  droite  menée  de  leur 
point  de  concours  4  au  point  1  sera  tangente  en  ce  point  à 
la  courbe  gauche  proposée. 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  propriété  de  sept  points  d'une 
cubique  gauche,  mentionnée  au  n°  287,  et  de  la  considé- 
ration auxiliaire  d'un  quadrilatère  inscrit  1234  dont  le 
quatrième  sommet  se  rapprocherait  indéfiniment  du  pre- 
mier. 

299.  Étant  donnés  six  points  1,  2,  3,  x^j^  z  d'une  cu- 
bique gauche  et  la  tangente  Iâ  en  Vun  de  ces  points 
{fie'  ^^)î  ^^  ^'^"  détermine  d'abord  les  traces  1,  2,  3,  4  sur 


le  plan  xjrz^  des  droites  i  2, 23, 31  et  de  cette  tangente-,  et 
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que,  considérant  la  conique  définie  par  les  points 

on  détermine  la  seconde  traoe  4'  de  cette  courbe  sur  la 
droite  indéfinie  123:  le  plan  raené  par  la  droite  44' et  le 
point  1  sera  osculateur  en  ce  point  à  la  courbe  gauche 
proposée. 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  propriété  de  huit  points  d'une 
cubique  gauche  (n''  289,  p.  3^5)  et  de  la  considération  auxi- 
liaire d'un  pentagone  inscrit  1  23  45  dont  les  deux  derniers 
sommets  -4  et  5  se  rapprocheraient  indéfiniment  dû  pre- 
mier 1,  en  se  mouvant  toujours  sur  la  courbe  (Jig*  64).  Si 

i, 2, 3,4,5 
désignent,  en  effet,  les  trace?  sur  le  plan  xyz  des  côtés 

successifs 

12,  23,  34,  45,  51 

du  pentagone  mobile  considéré,  nous  savons  d'abord  que 
le  triangle  fixe  xyz  et  le  pentagone  plan  iâ345  seront  à 

Fig.  64. 
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chaque  instant  conjugués  à  une  même  conique.  Mais  nous 
savons  aussi,  et  cela  résulte  d'ailleurs  de  la  seule  définition 
du  pentagone  conjugé  à. une  conique,  que  si  Ton  prolonge 
jusqu'à  leur  mutuelle  intersection,  en  4',  deux  côtés  non 
consécutifs,  23  et  45,  d'un  tel  pentagone,  le  triangle  ré- 
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sultant 

254' 

est  conjugué  à  la  même  courbe.  Le  triangle  fixe  xyz  ei  le 
triangle  variable  2  54' se  trouvent  donc  à  chaque  instant 
conjugués  à  une  même  conique,  et,  par  un  théorème  anté- 
rieur, leurs  sortimets 

X,  r,  2,  2,  5,  4' 

font  toujours  six  points  d^une  seconde  conique.  Il  en  est 
donc  encore  de  même  à  la  limite  lorsque  les  sommets  4  et 
5  du  pentagone  gauche  primitif  viennent  se  confondre  avec 
le  point  \  : 

•  •  « 

4  =  5  =  1, 

et  l'on  peut  dire  que  la  conique  définie  par  les  points  x^j^z^ 
le  point  2  et  le  point-limite  du  point  5  ,  contient  encore 
le  point  limite  du  point  4'.  Or  le  point  5  a  pour  limite  la 
trace,  sur  le  plan  ocyz^  de  la  tangente  au  point  1  de  la 
cubique  gauche  proposée;  et  le  point  4',  intersection  des 
droites  2  3  et  4  5,  a  pour. limite  Tintersection  de  la  droite 
123  de  la  figure-limite  et  de  la  trace,  sur  le  plan  xyz^ 
du  plan  osculateur  que  Ton  se  proposait  de  construire. 
Donc,  etc. 

300.  Étant  donnés  six  points  0, 1,  2,  3,  4,  5  d'une  eu- 

bique  gauche,  la  tangente  OO'  et  le  plan  osculateur  OO'C 
en  Tun  de  ces  points;  si  Ton  construit  d'abord  les  traces 
1,2  ,  3,  4,  5  sur  ce  plan  des  droites  1  2,  23,  34,  4  5,  51,  et 
que,  considérant  la  conique  conjuguée  au  pentagone  ré- 
sultant 123  4  5,  on  en  détermine  le  cercle  diagonal:  le 
cercle  osculateur  au  point  O  de  la  courbe  gauche  proposée 
coïncidera  avec  le  cercle  mené,  par  ce  point,  tangentielle- 
ment  à  cette  courbe  et  orthogonalement  au  cercle  diagonal 
de  la  conique  précédente. 

C'est  ce  qui  résulte  encore  de  la  propriété  de  huit  points 
d'une  cubique  gauche. 

Imaginons,  en  effet,  un  triangle  variable  00' O^',  inscrit 

22 
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à  la  courbe,  ei  donl  les  deux  derniers  sommets  se  rappro- 
chent indéliniment  du  premier  O  qui  est  fixe;  et  soit 
r2'3'4'5'  un  pentagone  ayant  pour  sommets  successifs  les 
traces  des  côtés  successifs  du  pentagone  gauche  1 2345  sur 
le  plan  de  ce  triangle.  Le  pentagone  l'2'3'i'5'et  le  triangle 
OO'O"  étant  toujours  conjugués  à  une  même  conique,  le 
cercle  OO'C,  circonscrit  à  ce  triangle,  et  le  cercle^iago- 
nal  de  cette  conique  sont  constamment  orthogonaux.  La 
même  propriété  subsiste  donc  encore,  a  la  limite,  lorsque 
les  points  O,  O',  O''  se  confondent  ;  et  les  cercles  limites 
des  deux  précédents  sont  encore  orthogonaux.  Or  la  limite 
du  cercle  OO'O''  est  le  cercle  osculateur  au  point  O  de  la 
cubique  gauche  considérée  ]  et  la  limite  du  cercle-diagonal 
de  la  conique  conjuguée  au  pentagone  V2'. . .  5',  le  cercle- 
diagonal  de  la  conique  conjuguée  au  pentagone-limite 
1  2  ...  5.  Donc,  etc. 

Remarque  /.  —  Le  point  O  pouvant  être  considéré 
comme  un  triangle  de  dimensions  évanouissantes  simulta- 
nément inscrit  à  la  courbe  gauche  proposée,  et  conjugué  à 
la  conique  précédente;  celle-ci  passera  d'elle-même  parle 
point  O  et  touchera  d'elle-même  en  ce  point  la  courbe  pro- 
posée. 

Remarque  H,  y —  Le  cercle  diagonal  de  la  conique  con- 
juguée au  pentagone  12345  se  peut  construire  indépen- 
damment de  cette  conique,  et  on  quelque  sorte  à  priori.  Un 


pentagone  conjugué  12...  5  (fig,  65)  donnant  en  effet 
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naissance  à  cinq  triangles  distincts  i  3  2',  1  4  5\  2  51',  . . .  ^ 
conjugués  à  la  même  conique  :  les  cercles  circonscrits  à 
trois  quelconques  de  ces  triangles  sont  orthogonaux  au 
cercle-diagonal  de  cette  conique  et  le  déterminent. 

301.  Étant  donnés  cinq  points  O,  1,  2,  3,  4  d\uie  cu- 
bique gauche,  \e  plan  et  le  cercle  osculateur  en  Vun  de 
ces  points  O;  si  l'on  détermine  la  sphère  diagonale  d'un 
ellipsoïde  qui,  passant  par  le  point  O  et  tangent  en  ce  point 
au  plan  donné,  serait  en  outre  conjugué  au  tétraèdre  1234: 
la  sphère  menée  par  le  cercle  donné  orlhogonalement  à  la 
précédente  représentera  la  sphère  osculatrice  de  la  courbe 
gauche  proposée. 

Si  l'on  prend,  en  effet,  sur  cette  courbe,  trois  nouveaux 
points  quelconques  Oi,  Oj,  O3,  les  huit  points  associés 
0,0i,  08,03,  1,2,3,4  donnent  naissance  à  deux  té- 
traèdres, 

OO.O.Os     et     1234, 

conjugués  a  un  même  ellipsoïde  :  la  sphère-diagonale  de 
cet  ellipsoïde  coupe  orthogonalement  la  sphère  circonscrite 
à  l'un  quelconque  de  ces  tétraèdres  -,  et  cette  propriété  ayant 
lieu,  quels  que  soient  les  points  Oi,  Oj,  0$,  subsiste  encore 
à  la  limite,  quand  ils  se  confondent  avec  le  point  O.  La  li- 
mite de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  OOi  Oj  Os,  ou 
la  sphère  osculatrice  de  la  courbe  gauche  considérée,  coupe 
donc  orthogonalement  la  sphère-diagonale  d'un  ellipsoïde 
conjugué  au  tétraèdre  1234  et  au  point  O  considéré 
comme  limite  du  tétraèdre  OOjOjOj,  ou  assimilé  à  un 
tétraèdreconjuguédedimensions  évanouissantes.  Le  point  O 
appartient  donc  à  cet  ellipsoïde-limite,  et  celui-ci,  de  plus, 
est  tangent  en  ce  point  à  la  limite  du  plan  OOi  O^  ou  au 
plan  osculateur.  Donc,  etc. 

Remarque.  —  Etant  donnés  les  plans  polaires  de  deux 
points  distincts  par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre, 
si  par  chacun  de  ces  points  on  mène  un  plan  parallèle  au 
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plan  polaire  de  T autre,  les  arêtes  des  deux  dièdres  qui  ré> 
sultcnt  des  deux  plaus  proposés^  ou  de  leurs  parallèles, 
délermiuent  un  plan  contenant  le  centre  de  la  surface 
(n°  182,  p.  i86).  Le  centre  d*un  ellipsoïde  défini  par  ud 
tétraèdre  conjugué,  un  plan  tangent  et  son  point  de  con- 
tact, se  trouve  donc  au  point  de  rencontre  de  quatre  plans 
distincts  que  Ton  peut  construire.  Et  la  sphère  décrite  au- 
tour de  ce  point  comme  centre,  ortliogonalement  à  la  sphère 
circonscrite  au  tétraèdre  donné,  représente  la  sphère-dia- 
gonale de  l'ellipsoïde. 

§111.  — De  Veni/cloppe  du  plan  polaire  d^iin  point 
donné  par  rapport  aux  surf  aces  circonscrites  à  un  hep- 
tagone, 

302.  M.  Lamé  a  établi  le  premier  (Exam.  des  diff. 
méth.^  p.  37)  que  a  les  plans  diamétraux  conjugués  à  une 
même  direction  de  cordes,  dans  les  surfaces  du  second 
ordre  circonscrites  à  unlieptagone,  se  coupent  en  uni^ème 
point  »,  et  Ton  a  vu  déjà  (n"  145,  p.  iSa)  que  les  plans 
.  polaires  d^un  point  fixe  quelconque  Q  =  o,  par  rapport 
aux  surfaces  circonscrites  à  r  heptagone  P,  ...P7=:o, 
se  coupent  suix^ant  le  point  Q'r=  o  défini  par  V identité 


tangcnticlle 


2 


'x,p;=QQ'. 

I 


Il  resterait  à  construire  ce  point  Q',  et  c'est  ce  que  Ton 
peut  faire  de  deux  manières  différentes  :  par  la  géoinéliie 
aveeM.  Hesse,  ou  par  la  seule  interprétation  de  l'idcntiié 
précédente.  C'est  ce  quon  verra  dans  le  Chapitre  suivant. 

§  IV.  —  De  deux  problèmes  déterminés  relatifs  à 

V hexaèdre,    " 

303.  Le  problème  ayapt  pour  objet  de  circonscrire^  à 
un  hexaèdre  donné,  un  cylindre  du  second  ordre  esl  dé- 
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terminé  et  admet,  en  général,  trois  solutions  distinctes. 
Une  première  manière  de  les  obtenir  résulterait,  si  elle  est 
géométriquement  réalisable,  de  la  recherche  de  Vaxe  même 
de  chacun  des  cylindres  circonscrits.  Un  cylindre  ayant, 
en  effet,  une  infinité  de  centres  situés  sur  Taj^e,  le  lieu 
géométrique  des  centres  de  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  circonscrites  à  l'hexaèdre  proposé  doit  recevoir  au- 
tant de  droites,  au  moins,  que  l'hexaèdre  de  cylindres  cir- 
conscrits. Or  le  lieu  général  des  centres  est  ici  une  surface 
du  troisième  degré,  dont  la  trace  sur  le  plan  de  chacune 
des  faces  de  l'hexaèdre  se  compose  d'une  droite  et  d'une 
conique  —  soit  six  coniques  déjà  et  trois  droites  (AA'), 
(BB'),  (CC),  —  mais  qui  peut  admettre,  comme  Ton 
sait,  vingt-sept  droites  distinctes.  Douze  d'entre  elles  se 
définissent  aisément,  mais  dont  aucune  ne  peut  repré- 
senter Taxe  d'un  cylindre  circonscrit.  II  resterait  donc  à 
construire  les  quinze  autres  et,  parmi  ces  dernières,  celles, 
au  nombre  de  trois,  qui,  s'appuyant  sur  phacune  des  six 
coniques  principales,  pourraient  seules  fournir  les  axes  des 
trois  cylindres  cherchés. 

Mais,  en  dehors  de  cette  solution,  on  peut  encore  ré- 
soudre le  problème  à  l'aide  du  théorème  suivant  dont  nous 
rencontrerons,  par  la  suite,  d'autres  applications. 

304.  Théorème.  —  Le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  ordre  circonscrits  à  un  hexaèdre  est  une  cubique 
gauche  s^ appuyant  en  deux  points  sur  chacune  des  droites 
d^ intersection  des  faces  opposées  de  r hexaèdre ^  et  dont 
six  autres  points  se  troui^ent  susceptibles  d'une  construc- 
tion  immédiate,  qui  sont  les  points  d' intersection  dis 
deux  diagonales  de  chacune  de  ces  faces. 

Soient,  effectivement, 

aAA'-f  pBB'-|-7CC'  =  o 
l'un  des  cônes  circonscrits  à  l'hexaèdre,  et 

a  {aM  -h  a'k)  -h  p  (6B'  -f-  6'B)  -h  7  (rC  -f-  c'C)  =  o 
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réquation  du  plan  polaire  correspondant  du  sommet 
(a.  a'^  i,  b^\  c,  c')  de  ce  cône.  Le  plan  polaire  dîi  sommet 
d'un  cône,  par  rapport  à  ce  cône  lui-mênir,  étant  indéler- 
miué,  réquation  précédente  doit  se  réduire  à  ridenlité 
0  =  0;  ce  qui  exige  que  les  plans  polaires 

(^zA'H-û'A)(^B'-h^'B)(cC'H-f'C)=:o 

du  sommet  considéré^  par  rapport  aux  trois  dièdres 

AA',     BB',     ce 

formés  des  faces  opposées  de  l'hexaèdre,  5e  coupent  suivant 
une  même  droite  G.  De  là  d'abord  la  possibilité  de  cow- 
strnire  par  points  le  lieu  géométrique  des  sommets.  Car 
cette  droite  G,  s'appuyant  sur  l'arête  de  chacun  de  ces 
angles  dièdres,  est  l'une  des  génératrices  de  Vhjperboloïde 
à  une  nappe  qui  aurait  ces  trois  arêtes  pour  directrices  ; 
et  les  plans  polaires  d^un  point  quelconque  de  cet  hyper- 
holoïde^  par  rapport  aux  dièdres  AA',  BB',  CC  56»  coupent 
en  un  point  du  lieu;  mais  on  peut  aussi  en  obtenir  les  équa- 
tions. Et  si  Ton  pose 

B.B'^  X3.X4, 
\  C.C'^P.Q^(/?,  X, -f-...-f-/?4  X4)  (^r,  X, -!-...-!-  (74X1), 

on  aura  exprimé  la  collinéation  suivant  une  même  droite 
des  plans. polaires  d'un  certain  point  {X', , . . . ,  X'^,  P',  Q')n 
par  rapport  aux  dièdres  AA',  BB',  CC,  si  Ton  exprime 
que  Tune  des  trois  équations  suivantes, 

X,  X;  -f-  X,  X',  =  o,      X3  X',  H-  X4  X;  =  o,     PQ'  -I-  QP'  =  0. 

est  une  conséquence  des  deux  autres,  en  posant 

À  (X,  X;  -h  X,  X;  )  +  p  (X3  X;  -4-  X4  X;)  ==  PQ'  -f-  QP'. 

Or,  si  Ton  développe  les  fonctions  P  et  Q  conformément  à 
la  notation  («),  cette  identité  se  résout  dans  cette  suite  de 
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rapports  égaux 

^X^         ).X,  V-^i         V"^ 


3 


et  les  équations  du  lieu  des  sommets  $*obtiennent  en  éga- 
lant entre  eux  les  deux  premiers  rapports,  ou  les  deux  der- 
niers :  ce  qui  donne,  suppression  faite  des  accents, 

(/?.  Q  +  7.  P)  X,r=  ()t?jQ  H-.^,  P)  X,, 

(/>3QH-y3P)X3=(/?4Q-H:y4P)X4.  ■ 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  cubique  gauche,  commune 
intersection  de  deux  hyperboloïdes  à  une  nappe  ayant  une 
génératrice  commune  o  =P  =  Q  ouC.C'=  o. 

D'ailleurs,  il  est  aisé  de  reconnaître,  dans  le  point  de 
concours  des  premières  diagonales  de  chacune  des  faces  de 
Thexaèdre,  un  point  du  lieu  général  des  sommets  {fig*  66)  • 
Le  cône  défini  parles  cinq  génératrices 

o\  a  ou  o,  c,      o,  h  ou  o,  d     et     o,  a',  o,  h' ^  o,  c' 

passe  effectivement  par  sept  des  sommets  de  Fhexaèdre, 

savoir  : 

fl,   ^,   c^  d\      a\    h' y  c\ 

Il  passe  donc  aussi  par  le  huitième  d!  \  le  point  o,  appar- 

Fig.  66. 


tient  à  la  cubique  gauche  lieu  géométrique  des  sommets  de 
tous  les  cônes  circonscrits  :  et  les  six  points  analogues 
0|,. .  .,  Oe,  fournis  par  les  différentes  faces  de  Thexaèdre, 
suffisent  à  la  définition  de  celle  courbe. 
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305.  Il  est  aisé  maintenant  de  définir  par  la  direction 
de  leurs  génératrices  les  trois  cylindres  du  second  ordre 
que  Von  peut  circonscrire  à  Vhexnèdre  donné  ahcda'b'c'd'. 
Les  six  points 


^i>  ^ty  •  •  •  J  ^i>  ^6 


de'  la  cubique  gauche  lieu  géométrique  des  sommets  de 
tous  les  cônes  circonscrits,  permettant,  en  effet,  de  déter- 
miner les  traces  de  cette  courbe  sur  un  plan  quelconque 
et,  en  particulier,  sur  le  plan  à  l'infini:  si  Ton  mène, 
d^un  point  arbitraire  O,  conformément  à  une  proposition 
antérieure  (n^  2S9),  une  série  de  rayons  parallèles  aux 
côtés  successifs  de  chacun  dés  pentagones 

o,  o,  O3  O4  Os,       o,  O3  O4  O5  o,, 

et  que  Ton  détermine  les  cônes  du  second  ordre  respective- 
ment conjugués  aux  angles  solides  pentaèdres  formés  des 
rayons  de  chaque  série  :  chacune  des  arêtes  du  trièdre  con- 
jugué commun  aux  deux  cônes  résultants  représentera  la 
direction  de  Tun  des  points  à  l'infini  de  la  cubique  gauche 
Oi  o^  . . .  o^^  ou  la  direction  des  génératrices  de  Tun  des 
trois  cylindres  cherchés  (Corollaire  II,  p.  Saô). 

306.  On  peut  encore  rattacher  à  l'étude  des  propriétés 
communes  aux  surfaces  du  second  ordre  menées  par  un 
même  groupe  de  sept  points,  la  détermination  du  para- 
holoïde  équilatère  circonscrit  à  un  hexaèdre;  en  enten- 
dant, sous  ce  nom,  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  les 
plans  directeurs  sont  perpendiculaires  entre  eux.  Un  tel 
paraboloïde  étant  représenté  par  l'équation 

ax*  -h  a'y^  -\-  a"z^  -4-  7.byz-\-  2  b'zx  -f-  2  b'^xy 

-\-  icjn  -\-  id y  -\-  ic"z  -4-  d  =  0y 

l'orthogonal i té  de  ses  plans  directeurs  se  traduit  par  la 
condition  connue 


a  -^  a'  -^  a"  =  o; 


et  son  entière  détermination  est  assurée  par  la  donnée  d'un 
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heptagone  ou  d'un  hexaèdre  inscrits.  Dans  Tun  et  Tautre 
cas,  le  problème  admet  trois  solutions,  et  nous. allons  voir 
qu'elles  sont  susceptibles  d'une  détermination  fort  élégante 
dans  le  cas  de  l'hexaèdre. 

i).  La  surface  cherchée  étant  rapportée  d'une  part  à  ses 
plans  directeurs  XY  =  o*,  de  l'autre,  à  l'hexaèdre  donné 
Pi  Qi  X  Pî  Qî  X  Ps  Q?  =  o,  les  équations  résultantes  en- 
traînent Tideniité 

(0  >,  p.  Q.  -f-  X2  Pa  Q.  -4- h  P3 Q.H  ^ XY  -f-  Z, 

que  Ton  peut  écrire,  après  avoir  transporté  parallèlement 
à  eux-mêmes,  autour  d'un  même  point  o,  tous  les  plans 
qui  y  figurent, 

(2)  >.P'.Q'.+X,p;Q;-f->3P'3Q;  =  X'Y'. 

Les  plans  directeurs  cherchés,  X'Y'  =  o,  seront  dès  lors 
fournis  par  les  divers  systèmes  de  deux  plans  rectangu- 
laires contenus  dans  l'équation 

(3)  o^rV  ^P'.Q',  ^y  X,(fl,j:  +  Ai7  4-c,z)(a,.r-f-p,j-h7,z), 

lesquels  appartiennent,  comme  surf  ace  s-limites ,  à  la  série 
des  cônes  èquilatéres  circonscriptibles  contenus  dans  la 
même  équation. 

Or  si  l'on  développe  la  condition  a  -H  a'  -4-  a"  =  o  qui 
particularise  les  cônes  de  cette  série,  on  trouve  successi- 
vement 


I 


3 

\[a,(Xx  -\-  h,  p,-*-  ^.7')  =  Oi 


/\  /\  /\ 

(III)  ^,  cosl -+->jCos2 -+->3Cos3  =  o, 

et  si  l'on  élimine  le  paramètre  X^  entre  cette  équation  et 
la  précédente  (3),  il  vient 

>.(p',Q'..cos3-P;Q'3.cost) 
).,(p'jQ',.cos3  — P',Q',.cos2)  ==0. 


Tous  les  cônes  de  la  série  (3)  ou  (3')  et  tous  les  systèmes 
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de  deux  plans  rectangulaires  qui  en  font  partie  admettent 
donc  quatre  génératrices  communes  :  les  quatre  généra- 
trices communes  aux  trois  cônes  circonscriptibles ,  repré- 
sentés par  les  équations 

p',  Q',  ^  p*,  Q'a  ^  p's  q;  ^ 

cosl         ces  2         cos3 

et  qui  sont  susceptibles  d'une  construction  immédiate, 
parce  que  l'on  connait,  à  priori,  quatre  génératrices  de 
chacun  d'eux.  La  hauteur  d'un  trièdre  inscrit  à  un  cône 
circonscriptible,  ou  la  droite  d'intersection  de  trois  plans- 
hauteurs  de  ce  trièdre,  est  effectivement  tout  entière  sur  ce 
cône  et  sur  tous  les  cônes  analogues  que  l'on  peut  circon- 
scrire au  même  trièdre.  Un  cône  circonscriptible,  déûni  par 
quatre  génératrices,  passe  donc  par  quatre  autres  droites 
que  Ton  peut  construire  \  et  tel  est  le  cas  des  cônes  repré- 
sentés par  les  équations  (4)-  On  pourra  donc  construire 
leurs  traces  sur  un  plan  quelconque  et  leurs  génératrices 
communes,  lesquelles  formeront  nécessairement  les  trois 
arêtes  et  la  hauteur  d'un  même  angle  trièdre.  Or  les  trois 
systèmes  formés  de  l'une  quelconque  des  faces  de  ce  trièdre, 
et  du  plan  mené  par  Tarète  opposée  et  la  hauteur,  fourni- 
ront les  trois  systèmes  de  deux  plans  orthogonaux  conte- 
nus dans  Téquation  (3),  ouïes  plans  directeurs  des  trois 
paraboloïdes  cherchés.  De  la  ce  théorème  : 

Si  Von  forme  les  trois  angles  solides  tétraèdres  dont  les 
faces  opposées  résultent  des  faces  opposées  d'un  hexaèdre,  et 
que  ron  circonscrive  à  chacun  de  ces  angles  solides  un  cône 
équilatère  circonscriptible*,  les  génératrices  communes  aux 
cônes  résultants  feront  les  arêtes  et  la  hauteur  d^in  même 
angle  trièdre  :  et  les  trois  systèmes  formés  de  Vune  quel- 
conque des  faces  de  ce  trièdre  et  du  plan  mené  par 
rareté  opposée  perpendiculairement  à  cette  face  fourni- 
ront les  plans  directeurs  des  trois  paraboloïdes  éqnilatères 
que  Von  peut  circonscrire  à  V hexaèdre  donné. 
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2).  Les  plans  directeurs  étant  connus,  le  problème  se 
peut  achever  par  le  seul  emploi.de  la  règle.  Car  si  Ton 
coupe  le  par  aboi  oïde 

X,  P,  Q,  +  Xj  Pj  Qj  -h  >3  P3  Qa  =  G,     ou     XY  -h  Z  =z  o, 

par  un  plan  X  =  «parallèle  à  Tun  de  ses  plans  directeurs, 
la  section  résultante  n'est  autre  que  la  droite  déterminée, 
contenue  accidentellement  dans  l'équation 

),  P',  q;  +  \,  p;  q;  ^-  \  p'3  Q'3  =  o, 

et  que  Von  peut  définir  par  trois  de  ses  points  qui  sont, 
en  appelant  1 , 2,  3  les  sommets  des  angles  formés  par  les 
trois  couples  de  droites  F,  Q', ,  F,  Q^,  F3  Q;  et  1',  2',  3'  les 
points  de  concours  des  polaires  des  précédents  1,  2,  3  par 
rapport  aux  angles  formés  des  deux  droites  de  chacuntî  des 
couples  restantes,  les  points-milieux  des  trois  segments 
V\,  2'2,  33'  (n«  151,  p.  157).  On  pourra  donc  obtenir 
autant  de  génératrices  que  l'on  voudra,  de  l'un  ou  de 
Tautre  système.  Mais  Thexaèdre  donné  et  les  plans  direc- 
teurs permettent  de  déduire,  d^une  seule  de  ces  droites,  ap- 
partenant à  l'un  des  (Jeux  systèmes,  huit  génératrices  de 
l'autre;  et  la  détermination  des  éléments  principaux  de 
la  surface  exige  seulement  l'intervention  de  trois  de  ces 
droites. 

307.  La  construction  des  quatre  cônes  équilatères  cir- 
conscriptibles  que  Von  peut  mener  par  les  sommets  d\t,i 
hexaèdre  donné  dépend  du  problème  que  Ton  vient  de  ré- 
soudre. Les  trois  paraboloïdes  précédents  se  coupent,  en 
effet,  suivant  une  même  courbe  gauche  du  quatrième  ordre, 
que  Ton  peut  nommer  équilatère  parce  que  toutes  les  sur- 
faces qui  passent  par  cette  courbe,  hyperboloïdes,  cônes  ou 
paraboloïdes,  sont  aussi  équilatères  (a -f- «'-+- «'^  =  o). 
Or  cette  courbe  est  déterminée  par  ce  qui  précède,  et  elle 
détermine  à  son  tour  les  sommets  des  quatre  cônes  dont  il 
s'agit  (o'o//' Chapitre  XI). 


1 
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CHAPITRE  X. 

PROPRIÉTÉS  DE  HUIT  PLANS  ASSOCIÉS. 

Sommaire.  —  Des  surfaces  du  second  ordre  inscrites  à  un  même  système  de 
sept  plans  et  du  huitième  plan  tangent  commun  à  toutes  ces  surfaces.— 
Cas  d'indétermination,  et  translation  du  théorème  corrélatif  de  celui  de 
Desargues  à  la  tigure  formée  de  huit  plans  tangents  d'une  déyeloppable 
cubique.  —  Construction  du  plan  X=  o  défini  par  l'une  ou  Taulre  des 
identités 


§  I.  —  Expressions  disperses  des  dépendances  qui 
existent  entre  huit  plans  associés, 

308.  Nous  avons  vu  déjà  {n°  180,  p.  179)  que  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  que  l'on  peut  mener  tangen- 
tiellement  à  sept  plans  donnés  Pi...P7  =  o  touchent 
d^elles-raêmes  un  huitième  plan  déterminé  Pgr=  o;  et  que 
les  distances  de  ces  huit  plans  à  un  point  quelconque  satis- 
font à  Fidentité  caractéristique 


1 


I 


Les  différentes  expressions  des  dépendances  existant  entre 
huit  plans  associés  correspondent,  une  à  une,  aux  difle- 
rentcs  décompositions  de  cette  identité  en  deux  équations 
équivalentes. 

309.  Si  Von  sépare  d'abord  huit  plans  associés  en  deux 
groupes  inégaux  composés^  fun  de  six  plans ^  Vautre  de 
deux  :  ces  deux  derniers  et  les  dix  couples  de  plans  con^ 
doits  par  leur  intersection  et  les  sommets  opposés  de 
Vhexaèdre  qui  résulte  des  six  autres^  font  onze  couples  de 
plans  conjugués  en  inx^olulion.  , 
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310.  De  même,  si  Von  sépare  huit  plans  associés  en 
(teux  groupes  composés ^  Vun  de  trois  plans ^  Vautre  de 
cinq  :  le  pentagone  gauche  fotmé  par  les  intersections 
,  successii^es  des  plans  du  second  groupe,  pris  dans  un  ordre 
quelconque,  et  le  trièdre  formé  des  plans  du  premier^  sont 
conjugués  Vun  et  Vautre  à  un  même  cône  du  second 
ordre. 

'  3H.  Enfin,  5z/'o/z  sépare  huit  plans  associés  en  deux 
groupes  composés  Vun  et  Vautre  de  quatre  plans,  les 
deux  tétraèdres  qui  résultent  des  plans  de  chacun  de  ces 
groupes  sont  conjugués  Vun  et  Vautre  à  une  même  sur- 
face du  second  ordre  (Hesse);  et  ces  différents  énoncés 
peuvent  donner  lieu  à  autant  de  déterminations  différentes 
du  huitième  plan.  [Voir  Chapitre  IX.  ) 

§  II.  —  Cas  où  le  huitième  plan  est  indéterminé.  — 
Translation  du  théorème  corrélatif  de  celui  de  Desar- 
gues à  la  figure  formée  de  huit  plans  tangents  d^une 
dév^eloppahle  cubique. 

312.  Les  intersections  successives  des  plans  tangents 
communs  à  deux  surfaces  quelconques  du  second  ordre 
engendrent  une  surface  dés^eloppable  que  Ton  dit  circon- 
scrite aux  deux  premières,  et  qui  est  en  général  de  la  qua~ 
tn'ème  classe^  ou  telle,  que  d'un  point  quelconque  de  l'es- 
pace on  peut  lui  mener  quatre  plans  tangents,  réels  ou 
imaginaires.  Toutefois,  si  les  surfaces  considérées  sont 
deux  hyperboloïdes  ajant  une  génératrice  rectiligne  com- 
mune G  y  la  classe  de  la  dés^eloppable  circonscrite  s* abaisse 
d'une  unité ^  en  même  temps  que  le  nombre  des  plans  tan- 
gents menés  à  cette  développable  par  un  point  quel- 
conque m  de  l'espace. On  voit,  en  effet,  que  les  deux  cônes 
de  sommet /n,  circonscrits  à  ces  hyperboloïdes,  ne  peuvent 
admettre  plus  de  quatre  plans  tangents  communs,  parmi 
lesquels  se  trouve  le  plan  mené  par  le  point  m  et  la  gêné- 
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ratrice  commune  aux  deux  surfaces.  Faisant  abstraction 
de  ce  dernier,  il  reste  seulement  trois  plans  menés  dé  cha- 
que point  de  Tespace  tangentiellement  à  la  développable 
circonscrite  aux  deux  hyperboloïdes  ;  et  cette  développable 
est  seulement  de  la  troisième  classe. 

313.  La  section  d^une  développable  cubique  par  Vun 
quelconque  de  ses  plans  tangents  est  une  courbe  de  la  se- 
conde classe,  c'est-à-dire  une  conique;  car  si  d'un  point 
quelconque  du  plan  de  cette  section  on  pouvait  mener  à 
celle-ci  plus  de  deux  tangentes,  de  ce  même  point  on  pour- 
rait mener  à  la  développable  D3  plus  de  trois  plans  tan- 
gents :  le  plan  même  de  la  section  et  les  plans  menés,  par 
chacune  de  ces  m  tangentes,  tangentiellement  à  la  surface. 

314.  Les  deux  coniques  déterminées  dans  une  déve- 
loppable  cubique  par  deux  quelconques  de  ses  plans  tan- 
gents,  ont  pour  tangente  commune  la  commune  intersec- 
tion de  ces  plans. 

Cela  résulte  de  ce  que  chacune  de  ces  coniques  coïncide 
avec  l'enveloppe  des  traces,  sur  son  propre  plan,  de  tous 
les  plans  tangents  n  la  développable  considérée. 

Réciproque(nent,  Veni^eloppe  des  plans  tangents  com- 
muns à  deux  coniques  qui  admettent  une  tangente  com- 
mune est  une  déueloppable  cubique, 

315.  Étant  donnés  six  plans  tangents  1,.  .  .,  6  d'une 
telle  déi^eloppable  D^,  cette  surface  est  déterminée. 

Si  Ton  imagine,  en  effet,  deux  coniques  Ci,  Cj  respec- 
tivement situées  dans  les  plans  1,  2  et  tangentes  aux  traces 
de  chacun  de  ces  plans  sur  les  cinq  autres,  ces  coniques  au- 
ront une  tangente  commune  dans  la  droite  12*,  et  l'enve- 
loppe de  leurs  plans  tangents  communs,  qui  est  déterminée, 
sera  la  développable  dont  il  s'agit. 

316.  Toute  surface  du  second  ordre  S  menée  tangen-- 
tiellement  à  sept  des  plans  tangents  d\ine  déi^eloppnble 
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cubique  est  fV elle-même  tangente  à  tous  les  autres  et  se 
trouvée  inscrite  à  cette  déy^eloppable. 

Si  Ton  substitue,  en  effet,  à  cette  dernière  les  deux  hy- 
perboloïdes  inscrits  qui  ont  servi  précédemment  à  sa  défi- 
nition, une  surface  quelconque  du  second  ordre  S'  et  ces 
deux  hyperbploït^es  ne  pourront  admettre  plus  de  huit 
plans  tangents  communs,  sans  en  admettre  une  infinité^  et 
si  Ton  fait  abstraction  des  deux  plans  tangents  menés  à  S' 
parla  génératrice  commune  aux  deux  hyperboloïdes ,  le 
nombre  des  plans  tangents  communs  à  la.développableDs, 
circonscrite  à  ces  hyperboloïdes  et  à  la  surface  S',  ne  peut 
dépasser  six  qu'en  devenant  infini  :  et  cette  surface  est  alors 
inscrite  à  la  développableDs. 

317.  Corollaire.  —  Huit  plans  tangents  à  une  clé^e- 
loppahle  cubique  font  toujours  huit  plans  associés^  et 
leurs  distances  Pj , .  .  . ,  Pg  à  un  point  quelconque  de  V es- 
pace satisfont  à  une  identité  de  Informe 


1 


I 


On  peut  donc  appliquer  à  huit  quelconques  de  ces  plans 
tangents  toutes  les  propriétés  établies  déjà  pour  huit  plans 
associés  quelconques.  Et  si  Ton  se  borne  à  celle  du  n*^  309, 
on  obtient,  entre  les  courbes  planes  de  la  seconde  classe 
et  les  développables  cubiques,  l'analogie  que  mettent,  en 
évidence  les  énoncés  suivants  : 

Lf^s  côtés  (Van  arr^le  circonscrit  1  Les  faces  (Vun  angle  dièdre 
a  une  conique,  et  les  trois  couples  i  circonscrit  à  une  déueloppable  cu- 
rie droites  menées,  du  sommet  de  !  bique,  et  les  dix  couples  de  plans 


cet  angle,  aux  sommets  opposés 
d'un  quadrilatère  complet  circon- 
scrit à  la  courbe^  font  quatre  cou- 
ples de  rayons  conjugués  en  invo- 
lution. 


conduits  par  V  arête  de  ce  dièdre 
et  les  sommets  opposés  d'un  hexa- 
èdre complet  circonscrit  à  la  sur- 
face, font  onze  couples  de  plans 
conjugués  en  involution. 


318.  On  vient  de  voir  que  l'arête  d'un  dièdre  circon- 
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scrît  à  une  développable  cabîque  est  un  axe  d^involution 
pour  chacun  des  hexaèdres  circonscrits  à  cette  développa- 
ble. La  réciproque  est  vraie.  Et  si  une  droite  est  un  axe 
d'involution  par  rapport  à  un  hexaèdre,  ou  si  elle  est  telle, 
que  les  différentes  couples  de  plans  menés  par  cette  droite 
et  les  sommets  opposés  de  V hexaèdre  fpssent  quatre  cou- 
ples [au  moins)  de  plans  conjugués  en  involution  :  cette 
droite  est  en  même  temps  Tarète  d'un  angle  dièdre  cir- 
conscrit à  la  développable  cubique  inscrite  à  V hexaèdre. 
C'est  ce  qui  résulte  de  la  proposition  directe  associée  aux 
théorèmes  suivants. 

i).  Etant  donnés  un  hexaèdre  Pi . .  .P^  =  o  e^  i/«  plan 
quelconque  X  =  o ,  ce  plan  renferme  toujours  un  axe 
d'involution  de  cet  hexaèdre^  et  un  seul. 

Les  plans  des  différentes  faces  de  T hexaèdre  et  le  plaD 

donné  X  font  effectivement   partie  d'un  groupe  de  huit» 

plans  associés 

P,...P«.XY  =  o, 

lesquels  donnent  lieu  à  Tidentité  ordinaire 

(l)  V>,P,'-haX^-+-pY^  =  o, 

ou  aux  équations  équivalentes 

(1)  ^\pî  =  o, 

[l')  aX^^-pT^r=0; 

et  celles-ci  représentent  un  même  système  de  deux  plans 
réels  ou  imaginaires  qui  se  coupent  suivant  la  droite  XY 
et  divisent  harmoniquement  toutes  les  diagonales  de 
Thexaèdre.  Les  dix  couples  de  plans  menés  par  cette  droite 
et  les  sommets  opposés  de  l'hexaèdre  forment  donc  ^m 
couples  de  plans  conjugués  en  involution^  et  la  droite  XY 
est  un  premier  axe  d'im^olution  de  Thexaèdre. 

D'ailleurs,  si  le  plan  donné  X==o  en  pouvait  contenir 
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un  second  o  =  X  =  Z,  les  deux  plans  menés  de  ce  nouvel 
axe  XZ  à  deux  sommets  opposés  quelconques  dé  Thexaè- 
dre,  entrant  comme  plans  conjugués  dans  un  même  faisceau 
en  involution,  seraient  harmoniquement  conjugués  par 
rapport  à  un  certain  système  de  deux  plans  (^,0  menés 
par  cet  axe.  Les  sommets  opposés  de  Thexaèdre  seraient 
donc  conjugués  deux  à  deux  par  rapport  à  ce  système^  les 
deux  plans  Ç,  Ç  formant  dès  lors  une  surface  du  second  or- 
dre conjuguée  à  l'hexaèdre  Pi. .  .Pj,  et  que  Ton  pourrait 
représenter  par  une  équation  telle  que 

Mais  parce  que  les  plans  ^,  ^  passent  par  Taxe  supposé 
o  =  X  =  Z,  leur  équation  pourrait  aussi  s'écrire 

(3')  aX'-+-7Z^— o, 

OÙ  Z  =  o  désignerait  un  plan  mené  par  Taxe  sous  une  con- 
venable direction.  Or  les  équations  équivalentes  (3),  (3') 
entraînant  l'identité 

(i7         yv.p'-^-«x^+7Z'^o, 

les  sept  plans  P^ . . .  P^ .  X  =  o  feraient  partie  de  deux 
groupes  distincts  (Pi. .  .Pe.X.Y)  et  (Pi. .  .Pe.X.Z)  de 
huit  plans  associés.  Ces  plans  ne  seraient  donc  pas  indé- 
pendants les  uns  des  autres;  mais  le  septième  X,  contrai- 
rement à  l'hypothèse,  serait  tangent  à  la  développable  cu- 
bique inscrite  à  l'hexaèdre  proposé.  ^ 

2).  Étant  donnés  une  déueloppable  cubique  et  un  plan 
quelconque  X  =  o,  il  existe  toujours  un  angle  dièdre  cir^* 
conscrit  à  cette  dév^eloppablcy  dont  V arête  tombe  dans  ce 
plan;  et  il n^en  existe  qu^un. 

On  voit  d'abord,  s'il  en  existait  deux,  que  Ton  pourrait 
mener,  par  le  point  de  concours  de  leurs  arêtes,  quatre 
plans  distincts  tangents  à  la  surface,  ce  qui  est  impossible  ;  et 
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si,  imaginant  un  byperboloïde  quelconque  inscrit  à  la  dé- 
veloppable  considérée  et  tangent  en  outre  au  plan  X  =  o, 
on  cherche  Ja  position  des  trois  plans  tangents  que  Toir 
peut  mener  à  cette  dëveloppable  par  le  point  de  contact  du 
plan  X  et  de  l'hyperboloïde;  on  reconnaît  aussitôt  qu'ils 
devront  passer  par  Tune  ou  Pautre  des  deux  génératrices 
rectilignes  de  cet  hjperboloide  qui  tombent  dans  le  plan  X, 
savoir  :  Tun  de  ces  plans  tangents,  par  Tune  de  ces  gêné- 
ratrices^  et  les  deux  autres,  par  Tautre.  Donc,  etc. 

§  ni.  —  Consttiiction  par  points  du  plan  X  =  o 
défini  par  Vune  des  identités 


(0 


(2)  y\p,Q,  =  QX. 

319.  Nous  avons  vu  que  le  lieu  du  pôle  d^un  plan  fixe 
Q  =  o,  par  rapport  aux  diverses  surfaces  inscrites  à  l'hep- 
taèdre Pj. .  .P7=  o,  nest  autre  (n^  144,  p.  i5o)  que  le 
plan  X  =r  o  défini  par  ^identité 

(l)  ^\.pj^QX; 

et  nous  allons  voir  que  celte  identité  permet  de  consiruîre 
autant  de  points  ou  de  droites  que  Ton  veut  dti  plan  in- 
connu X. 

320.  L'identité  (1)  exprime,  en  effet,  que  rinterseclioi» 
/   des  deux  surfaces 

(3)  ^\pj  =  o 

se  compose  de  deux  courbes  planes  situées,  l'une  dans  le 
plan  donné  Q,  l'autre  dans  le  plan  X  que  l'on  cherche;  et 


X.P'^=:0, 
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la  première  de  ces  courbes  peut  être  regardée  comme  con- 
nue, parce  que,  représentée  dans  son  propre  plan  par  Tune 
ou  l'autre  des  équations 

(2')  ^'X,P','=0, 

(3')  ^•i.PV=o, 

elle  est  simultanément  conjuguée  diu.  quadrilalère  F^...?'^ 
et  au  triangle  F^  P^  F, .  On  peut  donc  aussi  regarder  comme 
connues  les  deux  traces  m,  m'  de  cette  première  courbe  sur 
un  plan  quelconque,  tel  que  P4  =  o,  ainsi  que  les  traces 
sur  le  même  plan  de  chacune  des  surfaces  (2)  et  (3). 
Celles-ci  coupent,  en  effet,  le  plan  P*,  suivant  deux  coni- 
ques, partiellement  définies  par  les  équations 

(^"^  S 

(3")  X^'^''^"' 

et  passant  l'une  et  l'autre  par  chacun  des  points  m,  m' , 
Chacune  de  ces  coniques  se  trouve  donc  définie  par  deux 
points  m  y  m'  et  un  triangle  conjugué  P",  P*  P3  ou  P"^  P*^  P",*, 
et  c'est  un  problème  plan  déterminé,  sur  lequel  nous  au- 
rons d'ailleurs  à  revenir,  que  de  construire  les  deux  autres 
points  d'intersection  de  ces  courbes  f/,  fx'^  ou  seulement  la 
droite  /ji/ji'  qui  les  réunit.  Or  les  points  ^i^fi^  appartiennent 
à  la  courbe  de  sortie  des  surfaces  (2),  (8)5  et  la  corde  fxfx' 
est  une  première  droite  du  plan  de  celte  courbe,  ou  du 
plan  X  que  Ton  voulait  déterminer  et  dont  on  peut  dé- 
terminer effectivement  les  traces  sur  chacun  des  proposés 
Jr  j  •  •  .  X  4  •  •  •  "7  ^^^  o .  • 

321.  On  déterminerait  de  même  le  lien  du  pôle  d^un 
plan  jixe  Q=o  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  conju- 
guées  à  sept  couples  de  plans  Pi  .Qi, . .  . ,  P7.Q7  ;  ou  le 
plan  X  =  o  défini  (n°  169,  p.    172)  par  l'identité  ana- 

23. 
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logue 

(i)  ^'x.P.Q.  =  QX. 

Celte  identité  exprime,  en  effet,  que  rinlersection  des  deux 
surfaces 


P.Q.:==o, 


(2)  ^\. 

(3)  •     Vx;p,Qs=io 

se  compose  de  deux  courbes  planes  situées.  Tune  dans  le 
plan  donné  Q  =  o,  l'autre  dans  le  plan  X  que  Ton  cherche. 
D'ailleurs,  la  première  de  ces  courbes,  ou  la  courbe  d'en- 
trée des  deux  surfaces^  peut  être  regardée  comme  connue, 
parce  que,  représentée  dans  son  propre  plan  par  Tune  ou 
l'autre  des  équations 

(2')  ^\.P',Q'.=o, 

{3')  ^^5p;q's  =  o, 

elle  admet  cinq  couples  distinctes  de  points  conjugués  dé- 
finies, au  nombre  de  deux  (n***  174-175), par  la  forme  (2'), 
et  les  trois  autres  couples  (n°  151)  par  la  forme  (3').  On 
pourra  donc  aussi  regarder  comme  connues  les  deux 
traces  m,  w'  de  la  courbe  d'entrée  sur  un  plan  quelconque, 
tel  que  P4  =  o;  ainsi  que  les  traces,  sur  le  même  plan,  des 
surfaces  (2)  et  (3).  Celles-ci  coupent,  en  effet,  le  plan  P4 
suivant  deux  coniques  partiellement  définies  par  les  équa- 
tions 

(2")  ^\p',Q^=o, 

(3")  .^^sp:q's=o, 

et  passant  Tune  et  l'autre  par  chacun  des  points  m,  m* 
Chacune  de  ces  coniques  se  trouve  donc  définie  par  deux 
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points  /w,  m!  et  trois  couples  de  points  conjugués  (n°  151  ); 
et  si  Ton  détermine  les  deux  derniers  points  de  rencon- 
tre |x,  \j!  de  ces  coniques,  les  points  i!x,  ^'  appartenant  à  la 
courbe  de  sortie,  la  corde  \j.^'  appartiendra  au  plan  de  cette 
courbe,  ou  au  plan  X  que  Ton  voulait  déterminer. 

322.  Des  considérations  de  géométrie  que  nous  rappor- 
terons plus  loin  avaient  déjà  conduit  M.  Hesse  à  une  autre 
détermination  du  premier  des  deux  plans  que  nous  venpns 
de  construire  et  qui  serait  de  tout  point  préférable  à  la  pré- 
cédente si  elle  pouvait  se  transporter,  comme  celle-là,  des 
surfaces  inscrites  à  un  heptaèdre,  aux  surfaces  conjuguées  à 
sept  couples  de  plans.  Nous  allons  montrer  d'ailleurs  que 
cette  seconde  détermination  du  plan  X  est  comprise  dans 
l'identité 


s 


qui  lui  sert  de  dcGnition,  pourvu  que  Ton  rompe  préala- 
blement la  symétrie  qu'elle  présente  par  rapport  aux  sept 
premiers  des  plans  donnés. 

i).  A  cet  effet,  substituons  d'abord,  à  la  fonction  P,,  la 
fonction  équivalente  P, 

et,  à  l'identité  initiale,  l'identité  suivante  : 


I 


6 

2 


;,  P^=>P'—  2QX. 


il  résulte  de  celle-ci  que  le  cône  représenté  par  l'équa- 
tion 

(l)  XP»  — 2QXr=zO 

esl  conjugué  à  l'hexaèdre  P, . . .  Pg  ou  ab  mn  a' b' m' n' 
(fie'  ^7)*  L®  plan  polaire,  par  rapport  au  cône  (i),de  cha- 
cun des  sommets  n^  A,  w,  n  de  l'hexaèdre,  passe  donc  par 
le  sommet  opposé  a',  h\  m',  n' \  et  si  l'on  désigne  par 
Prt,  Pfl',  Pft,  Pfc/, ...  ;  Qfl,  Qrt/,  QftQfc/, ...  les  distances  de  ces 
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sommets  aux  plans  donnés  P  et  Q;  par  X^,  X«^,  X^,  X^,... 
leurs  distances  au  plan  inconnu  X  :  ces  distances  et  le  pa- 
ramètre X  se  trouvent  liés  par  les  quatre  relations 

iP.P^rzrXaQa'-hXa'Qa, 

XP4Pô.=rXAQA'-hX6'Q6, 


entre  lesquelles  éliminant  le  paramètre  X,  on  obtient  ces 
trois  équations  distinctes 

X,  Qa'  -h  Jia'  Q.  XéQ*.  -H-  Xi/  Q* 


(^) 


P.Pa'  P*Py 


Or  les  nombres  P^jP^^, . .  •>Qft,Qfc/,  •  •  •  qui  figurent  .dans 
ces  équations  étant  connus,  on  voit  qu^il  existe,  entre  les 
distances  X^,  X-^  X^^X^/  du  plan  inconnu  ou  variable  X 
à  quatre  des  sommets  de  l'hexaèdre,  tels  que  a  et  a',  b  et  i', 
trois  équations  homogènes  du  premier  degré  :  équations 
tangentielles  qui  caractérisent,  considérées  isolément,  tous 
les  plans  issus  d'un  point  déterminé  a*i,  ou  x%,  ou  Xi^  et 
collectivement  le  plan  x^x^x^^  ou  le  plan  X  que  roii 
cherche.  On  pourra  donc  déduire  des  trois  équations  (?) 
trois  points  distincts  du  plan  cherché,  si  l'on  parvient  à 
construire  le  seul  point  représenté  par  la  première  de  ces 
équations,  ou  par  la  suivante  : 


(3) 


a.«;-t-a\a,_p.p;  +  P'.(â, 


a^.ap 


P/.  •  p; 


? 


dans  laquelle  a,  a',  j3,  (3'  désignent  les  coordonnées  couran- 
tes du  plan  variable  X,  ou  ses  distances,  désignées  d'abord 
par  X«,  Xfl/,  Xft,  Xy,  aux  points  de  référence  a,  a',  i,  i'î 
et  «p,  a^,...,  (3p,  (3^,...  les  distances  des  mêmes  points  aux 
plans  donnés  P  et  Q. 

a).  Or  l'équation  (3)  étant  satisfaite  par  la  double  sub- 
stitution 

(4)  a.a'  ^-a'.a^^o 


n 
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-et 

(5)  p.p;+6'.p,=ro, 

le  point -en\feloppe  représenté  par  cette  équation  appar-- 
tient,  en  premier  lieu,  à  la  droite  qui  réunit  les  conju^ 
-gitées  harmoniques,  par  rapport  aux  deux  diagonales  aa', 
bb^  de  l'hexaèdre,  des  traces  de  ces  diagonales  sur  le 
plan  Q  =  o.  Le  pôle  de  ce  plan,  par  rapport  à  chacun  des 
systèmes  de  deux  points 

(«,«')  a.a'  =  o,      ou      {byb')  p.p'=o, 
^  effectivement  pour  équatiou 

a.a^-l- a'.ay=rO,      Ou'     ?•  P'^  "h  ?' -  P,  =  O; 

c'est-à-dire  Tune  ou  l'autre  des  équations  (4)  et  (5). 

3).  Pour  trouver  une  autre  droite  qui  contienne  le  point- 
enveloppe  (3),  essayons  d'un  changement  de  points-coor- 
donnés  ;  et  puisque  le  plan  P  ou  P7  entrait  d'abord  dans 
les  données  du  problème,  de  la  même  manière  que  le  plan 
de  chacune  des  faces  P,, . . . ,  Pe  de  l'hexaèdre  actuel,  sub- 
stituons 

aux  points  b  et  a' 

qui  résultaient,  dans  le  premier  groupe  de  référence,  des 
traces  du  plan  Pg  sur  les  arêtes  afe,  a'b'^ 

les  points  c  et  c' 

traces  du  plan  P  ou  P7  sur  les  mêmes  arêtes.  Les  formules 
de  transformation 

(//f)  p.ûTC   ^=z  oL.bc    -hy.aby 

{n)  a'.ôV=r=p'.ûV-+-7'.ej'è', 

résultent  de  la  relation  que  Ton  sait  exister  entre  les  di- 
stances 

a,  p,  7     ou      a',  P',  /, 

d'un  plan  quelconque  à  trois  points  en  ligne  droite 

a,  by  c     ou     a',  b\  c'. 
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Et  si,  empruntant  k  la  figure  la  proportion 


ac .  a'c'        bc .  b'  c' 


qui  permet  d'écrire,  au  lien  de  l'équation  (3), 


ac  .a'c' 


bc .  b'c^ 


OU  encore 


(3') 


a.a^.^V-f-(a'.é»V)a^_(p.«c)p'^-l-p'.py.ûc 


a'c' 


bc 


on  remplace,  dans  cette  dernière,  ol' .b'c'  et  jS.ac  par  leur» 


Fig.  67. 


Ul<^^ 


valeurs  tirées  des  formules  [m)  et  (/i)  ;  elle  devient  d'abord 

/  OL.o!^.b'c'  -^  [p'  ,a'c'  -\~'^' ,a'b')oL^ 
(3") 


a'c' 


(a.ùc-^y.ab)^'  -h  p'.p^.ac 


bc 


De  là,  en  groupant  dans  le  premier  membre  les  termes  en  a 
et  y',  dans  le  second  les  termes,  en  y  et  |S', 


a(a'.AV— p;.flV)  +/.ay.û'^' 


(3'") 


a'c' 


y.p'  .  flô  +P'(pj.flc  — a^.^r) 


A^r 
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On  déduit,  d'ailleurs,  de  ridentité  d'Euler  (*),  appliquée 
successivement  aux  deux  groupes 

{b\a',  c\  q')     et     (fl,  6,  c,<7), 
(/)  a'q'.b'c'=b'q',a'c'  -{-  c'q'.a'b', 

[h]  bq ,ac  =:  aq,bc     -hcq.ab^ 

relations  respectivement  homogènes  par  rapport  aux  seg- 
ments 

«Y,   b'q\    c'q';      bq ,    aq ,    cq , 

que  l'on  peut  remplacer  dès  lors  par  les  nombres  propor- 
tionnels 

«^'     P'^'     'iq'y       P?'    «ï'    7?; 

de  telle  manière  que  les  relations  [i)  et  [h)  deviennent, 
après  quelques  transpositions  de  termes. 

Or,  si  Ton  remplace,  dans  l'équation  (3'"),  chacun  des 
binômes  entre  parenthèses  par  sa  valeur  réduite  (i')  ou  (A'), 
elle  devient  définitivement 

^      ^  a'c':a'b'  bc'.ab       ' 

et  comme  cette  équation  est  satisfaite  par  la  double  sub- 
stitution 

(6)  a.7'^-f-7'.«,=:0 

et 

(7)  7.p;+y.p„=<^^ 

le  point -eny^eloppe  représenté  par  Tune  quelconque  des 


(*)  Les  dislances  mutuelles  de  quatre  points  «,  i,  r,  d  situés  en  ligue 
droite,  et  se  succédant  dans  l'ordre  alphabétique,  sont  liées  par  la  relation 

ac.bd=zah.cd-\-hc.ad.       (EuLER.) 
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équations  (3)  ou  (3'^)  appartient^  en  second  Heu,  à  la 
droite  qui  réunit  les  conjuguées  harmoniques^  par  rapport 
aux  diagonales  ac\  cV  du  nouveau  quadrilatère  gauche 
acc'b\  des  traces  du  plan  Q  sur  ces  diagonales.  Le  pôle 
de  ce  plan,  par  rapport  à  chacun  des  systèmes  de  deux 
points 

(â,^)a.7'=o,      ou     (c,i')7-P'=o> 

a  effectivement  pour  équation 

«•7y  +  7'-aç=o     ou     It-P'^-^Y-Pq—O, 

c'est-à-dire  l'une  ou  l'autre  des  équations  (6)  et  (7). 

4).  Le  problème  que  Ton  s^ était  proposé  est  maintenant 
résolu,  et  le  plan  X,  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  plan 
donné  Q  par  rapport  aux  surfaces  inscrites  à  l'heptaèdre 
P, . .  .Pe  P,  ou  Pi . . .  Pg  P7,  se  peut  construire  par  points 
de  la  manière  suivante  {fig-Sy^  p.  36o)  : 

Les  plans  Pj  et  P,,  Pj  fit  P4  se  coupant  deux  à  deux 
suii^ant  /es  droites  abcj  b^  a'  c\  on  constiiiit  les  deux  qna- 
drilatères gauches  aba'b' ^acc'  V  interceptés  sur  ces  droites 
par  les  plans  Ps  et  Pj,  Pg  et  P7.  Réunissant  ensuite  par 
une  droite  les  conjuguées  harmoniques^  par  rapport  aux 
deux  diagonales  de  chacun  de  ces  quadrilatères,  des  traces 
de  ces  diagonales  sur  le  plan  Q-,  les  deux  droites  résul- 
tantes se  coupent  en  un  point  du  plan  cherché  X. 

*  323.  Remarque.  —  Un  cône  du  second  ordre  étant  dé- 
fini par  un  de  ses  plans  tangents  Q  =  o,  la  génératrice 
correspondante  o  =  Q  =  P,  et  la  condition  de  diviser  har- 
moniquement  toutes  les  diagonales  d'un  hexaèdre  donné 
Pi . .  .Pj=  o  :  le  problème  que  Ton  vient  de  résoudre  per- 
met de  construire  un  nouveau  plan  tangent,  ou  une  nou- 
velle génératrice  de  ce  cône,  et  tous  ses  éléments. 

Si  l'on  désigne,  en  effet,  par  P  =  o  un  plan  mené  arbi- 
trairement suivant  la  génératrice  donnée;  par  X  =  o  le 
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plan  qui  touche  le  cône  suivant  la  seconde  génératrice  con- 
tenue dans  le  plan  P,  les  deux  formes  équivalentes 


I 


l,V]=zo,     XP'  — 2QX  =  o 


de  l'équation  de  ce  cône  entraînent  l'identité 


1 


6 


)^,  PÎ«XP'  — 2QX, 

1 


ou  la  détermination  du  plan  X  =  o  par  la  construction 
précédente. 

324.  Une  seconde  détermination  du  plan  X,  dont  nous 
avons  parlé  plus  haut,  suppose  l'intervention  de  Thyper- 
boloïde  à  une  nappe  et  la  recherche  préalable  du  lieu  géo- 
métrique du  pôle  d^un  plan  Jixe,  Q  =  o,  par  rapport  à 
une  série  d^hjperholoïdes  conduits  par  les  côtés  d^un 
tnê me  quadrilatère  gauche  ABCD  =  o  {Jlg»  68). 


Pour  l'obtenir,  écrivons  successivement  les  équations 

(i)  A.C-t-XB.D  =  o, 

(2)  A.C'4-C.A'-t-^(B.D'4-D.B')=o, 

(2')  Q^aA-h  bB-\-cC-hdD  =  o, 

lesquelles  représentent  l'un  quelconque  des  hyperboloïdes 
de  la  série,  le  plan  polaire  correspondant  d'un  point  in- 
déterminé (A',  B',  C,  D'),  et  en6n  le  plan  donné.  Le  point 
(A', . . . ,  D')  sera  l'un  des  points  du  lieu  si  les  équations  (2)' 
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et  (2')  coïncident,  ou  si  Ton  a 

a  b  c  d 

Le  lieu  que  Ton  cherche,  défini  par  les  équations  simuha- 
nées  ah!  =  cC,  èB'=  <iD',  ou 

ûfA  — rCr=o,     ^B  —  £/t)=:o, 

est  donc  une  droite,  qui  s'appuie  sur  chacune  des  diago- 
nales du  quadrilatère  proposé,  et  dont  les  traces 

(tfA— cC)B.D==o,     [b'B  —  diy)k.C=o 

sur  chacune  d'elles  ne  sont  autres  que  les  conjugués  harmo- 
niques des  traces 

(flA  -l-cC)B.D  =  o,     {/>BH-e/D)A.C  =  o 

de  ces  mêmes  diagonales  sur  le  plan  donné  Q  =  o.  Z<e  Ueu 
du  pôle  tVun  plan  fixe,  par  rapport  à  une  série  (Thy- 
perboloïdes  passant  par  les  côtés  d\in  même  quadrilatère 
gauche  est  donc  une  droite  qui  s^ appuie  de  telle  sorte  sur 
les  deux  diagonales  de  ce  quadrilatère  que  chacune  d^ elles 
se  trousse  div^isée  harmoniquement  par  cette  droite  et  le 
plan  donné, 

2).  Géométriquement,  si  q  désigne  (fig*  69)  le  pôle  du 
plan  fixe  Q  par  rapport  à  l'un  des  hyperboloïdes  de  la  série, 

Fig.  69. 


et  que  Ton  mène,  de  ce  point,  une  droite  qui  s'appuie  en 
m,  m'  sur  les  côtés  opposés  AB,  CD  du  quadrilatère,  en  q 
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sur  le  plan  Q  j  les  points  m,  m',  q^  q'  formeront  une  divi- 
sion harmonique,  et  les  plans  conduits  par  la  droite  00'  et 
chacun  4^  ces  points,  un  faisceau  harmonique. 

Les  plans  identiques  AOO'  et  DO'O,  00'^  et  00' q' 
(ou  Q)  divisent  donc  harmoniquement  une  transversale 
quelconque,  et,  en  particulier,  chacune  des  diagonales 
AC,  BD  du  quadrilatère.  Tous  les  points  q  dont  on  cherche 
le  lieu  appartiennent  donc  à  un  premier  plan  00'<7,  harmo- 
niquement conjugué  du  plan  Q  par  rapport  au  dièdre  fixe 
(AOO',  DO'O),  et  qui  renferme  en  particulier  les  conju- 
gués harmoniques,  par  rapport  à  chacune  des  diagonales, 
des  traces  de  ces  diagonales  sur  le  plan  Q. 

Raisonnant  de  même  à  l'égard  des  deux' autres  côtés  op- 
posés AD,  BC  du  quadrilatère,  nous  reconnaîtrons  que 
tous  les  points  q  appartiennent  à  un  second  plan  contenant, 
comme  le  premier,  les  conjugués  harmoniques,  par  rap- 
port à  chacune  des  diagonales,  des  traces  de  ces  diagonales 
sur  le  plan  Q. 

L'intersection  de  ces  deux  plans,  ou  la  droite  qui  réu- 
nit ces  conjugués  harmoniques,  représente  donc  le  lieu 
cherché. 

3).  Revenons  maintenant  à  la  détermination  du  plan  X, 
et  soient  Q  et  f ,  2, . . . ,  7  les  plans  donnés*,  1  2  et  3  4  les 
droites  d'intersection  des  plans  1  et  2,  3  et  4.  Imaginons 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  H,  assujetti  à  passer  par  cha- 
cune des  droites  5'5",  6'6'',  7'7''qui  réunissent  les  traces 
de  chacun  des  plans  5,  6,  7  sur  les  droites  12  et  3  4.  L'hy- 
perboloïde  H  est  déterminé  par  ces  conditions,  et  repré- 
sente, d'ailleurs.  Tune  des  surfaces  inscrites  à  l'heptaèdre 
12. .  .7.  On  aura  donc  un  premier  point  du  lieu  géomé- 
trique des  pôles  du  plan  Q,  par  rapport  à  toutes  ces  sur- 
faces, dans  le  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  l'hyperbo- 
loïde  H.  Or  celui-ci  passant  par  les  côtés  de  chacun  des 
quadrilatères  gauches5'5?6''6',5'5''7''7',lepôledupIanQ, 
par  rapport  à  cet  hyperboloïde,  se  trouvera  au  point  de 
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rencontre  de  deux  droites,  lieux  géométriques  des  pôles  de 
ce  plan  par  rapport  à  tous  les  hyperboloïdes  menés  suivant 
les  côtés  du  premier  quadrilatère  ou  du  second,  et. que  Ton 
est  en  état  de  construire.  Menant  en  effet,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  voir,  les  deux  diagonales  de  chacun  de  ces  quadri- 
latères; déterminant  leurs  traces  sur  le  plan  Q  et  réunissant 
par  une  droite  les  conjugués  harmoniques  de  ces  traces 
par  rapport  à  ces  diagonales  :  le  point  de  concours  des  deux 
droites  résultantes  sera  le  pôle  même  du  plan  Q  par  rapport 
à  rhyperboloïde  H,  ou  l'un  des  points  du  lieu  cherché. 


j 
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CHAPITRE  XL 

PROPRIÉTÉ  DE  NEUF  POINTS  ASSOCIÉS. 

Sommaire.  —  De  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  commune  intersec- 
tion de  toutes  les  surfaces  du  second  menées  par  les  huit  mêmes  points; 
Théorème  de  M.  Lamé.  —  Propriété  de  neuf  points  associés  et  translation 
du  théorème  de  Desargues  à  la  figure  formée  de  neuf  points  d'une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre.  —  Construction,  à  l'aide  de  ce  théorème, 
d'un  neuvième  point  de  la  courbe;  des  éléments  principaux  du  parabo- 
loîde  défini  par  huit  points;  des  sommets  des  quatre  cônes  du  second 
ordre  passant  par  huit  points  donnés,  etc. 


§  I.  —  Du  théorème  de  Desargues  transporté,  de  six 
points  dhine  conique,  à  neuf  points  d'une  courhe 
gauche  du- quatrième  ordre, 

325.  Lemme.  —  Toutes  les  suif  aces  du  second  ordre  que 
Von  peut  circonscrire  à  un  même  groupe  de  huit  points^ 
indépendants  les  uns  des  autres,  passent  d'elles-mêmes 
par  une  même  courhe  gauche  du  quatrième  ordre  conte- 
nant chacun  des  points  donnés  et  déterminée  par  r en- 
semble de  ces  points  (Lamé,  Exam.  des  diff,  Méth. , 
p.  38). 

On  peut,  en  effet,  par  un  calcul  semblable  à  celui  du 
nP  176,  p.  178,  réduire  à  la  forme 

Téquation  générale  des  surfaces  considérées.  Toutes  ces 
surfaces  passent  dès  lors  par  la  commune  intersection  des 
deux  surfaces  S,  S',  ou  par  une  même  courhe  gauche  du 
quatrième  ordre,  susceptible  d'être  coupée,  par  un  plan 
quelconque,  en  quatre  points  seulement,  réels  ou  imagi- 
naires. Une  telle  courbe  est  donc  complètement  déterminée 
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par  la  donnée  de  huit  quelconques  de  ses  points;  et  neuf 
quelconques  de  ses  points  sont  toujours  associés,  ou  tels 
que  toute  surface  du  second  ordre  que  Ton  aura  menée  par 
huit  d'entre  eux  passera  d'elle-même  par  le  dernier. 

326.  Il  résulte  du  théorème  précédent  que  les  traces, 
sur  une  transversale  quelconque,  de  n  sw faces  du  second 
ordre  circonscrites  à  un  même  groupe  de  huit  points, 
font  n  couples  de  points  conjugués  en  ins^olution.  Maïs  ce 
second  théorème,  qui  n'est  autre  que  celui  de  Desargues- 
Sturm,  transporté  dans  les  mêmes  termes  et  par  la  même 
démonstration^  d'un  faisceau  de  coniques  à  un  faisceau  de 
surfaces,  ne  diffère  de  celui-là  et  ne  le  généralise  qu'en  ap- 
parence. Au  fond,  c'est  toujours  le  théorème  de  Desargues 
appliqué  au  faisceau  de  coniques  qui  résulte  de  la  section, 
par  un  plan  conduit  suivant  la  transversale,  du  faisceau 
de  surfaces  auquel  s'applique  l'énoncé  \  et  cette  observation 
explique  comment  un  théorème,  si  fécond  dans  le  plan,  ne 
donne  lieu  dans  l'espace  qu'à  des  applications  infiniment 
plus  restreintes  et  en  quelque  sorte  exceptionnelles.  Toutes 
ces  applications,  en  effet,  supposent  la  détermination  préa- 
lable des  traces  de  la  transversale  sur  deux  des  courbes  ou 
des  surfaces  du  faisceau  considéré  ;  et  si  cette  détermination 
est  aussitôt  réalisable  dans  le  plan,  à  l'aide  de  deux  quel- 
conques des  trois  couples  de  droites  qui  en  font  partie,  il 
n'en  est  plus  de  même  dans  l'espace,  en  général  \  si  ce  n'est 
dans  quelques  problèmes  relatifs  aux  surfaces  réglées. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  déterminer  les  traces  d^une 
droite  donnée  aa'  sur  un  hjperboloïde  défini  par  les  trois 
génératrices  AB,  A'B',  A''B"-j  on  verra  (fig»  70)  que  les 
points  cherchés  coïncident  avec  les  points  conjugués  com- 
muns à  deux  divisions  en  involution,  situées  sur  la  trans- 
versale aa  et  définies  respectivement  par  deux  couples  de 
points  conjugués  a,  b*  et  ft,  a'\  a,  b"  et  i,  a"^  qui  sont  les 
traces  de  cette  transversale  sur  les  plans  des  angles  opposés 
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de    deux    quadrilatères    gauches    ABB'A',  ABB^'A'^    ré- 
sultant de  la  section  des  trois  génératrices  données  par 

Fig.  70. 


deux  génératrices  du  second  système.  L'hyperboloïde  et  les 
deux  couples  de  plans  formées  des  angles  opposés  du  pre- 
mier quadrilatère,  ou  du  second,  forment  en  effet  deux 
faisceaux  de  trois  surfaces  du  second  ordre  passant  par  une 
même  ligne  du  quatrième,  qui  est  ici  Tensemble  des  côtés 
du  premier  quadrilatère,  ou  du  second;  et  les  traces 

Xjx';  a,b'\  bya\     ou     x^x'\  a^b"\  b,a" 

de  la  droite  donnée  sur  les  trois  surfaces  de  chaque  faisceau 
font  six  points  en  involulion. 

V intersection  complète  de  deux  hyperboloïdes  ayant 
deux  génératrices  communes  A  etB  {fig*  71)  se  peut  en- 

Fig.  71. 


core  obtenir  à  l'aide  du  problème  précédent.  Si  A,  B,  C  et 
A,  B,  C  désignent,  en  effet,  trois  génératrices  de  chacun 
de  ces  hyperboloïdes*,  et  que,  après  avoir  déterminé  les 
deux  traces  a:,  j  de  la  génératrice  C  du  second  sur  le  pre- 
mier, on  mène  par  chacune  de  ces  traces  une  droite  X  ou  Y 
qui  s'appuie  sur  les  deux  génératrices  A  et  B  communes 
aux  deux  surfaces  :  il  est  clair  que  Tintersection  complète 

24 
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des  deux  hyperboloïdcs  sera  fournie  par  les  qualre  droites 
A,  69  X  et  T,  ou  par  les  côtés  du  quadrilatère  gauche 
A.X.6.Y  qu'elles  déterminent  (Steiher,  Systemat.  Ent- 
wichelung,  p.  245-246). 

327.  Neuf  points  quelconques  d'une  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  étant  toujours  associés,  ou  tels  quc^  toute 
surface  du  second  ordre  que  l'on  aura  menée  par  huit 
d'entre  eux  passe  d'elle-même  par  le  dernier  (n**  325)*,  la 
propriété  de  n  points  associés  quelconques  (n^  137,  p.  l4o) 
leur  est  applicable,  et  l'on  peut  énoncer  le  principe  sui- 
vant qui  contient  toute  la  théorie  de  ces  courbes. 

Théorème.  —  Les  distances  Pj,. . .,  P9  rfe  neuf  points 
d^une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  à  un  plan  quel- 
conque satisfont  à  Videnlité  caractéristique 


s 


À,  p;  =  o. 


328.  Corollaire  I.  —  Un  tétraèdre  et  un  pentagone 
inscrits  à  une  même  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
sont  toujours  conjugués  à  une  même  surface  du  second  : 
la  surface  représentée  par  Tune  ou  l'autre  des  équations 
tangentielles  équivalentes 


^'X.pjzrro,         ^).sPÎ 


0. 


Telle  est,  d'ailleurs,  la  définition  du  pentagone  conjugaé 
à  une  surface  du  second  ordre,  que  le  pôle  correspondant 
du  plan  de  chacun  des  angles  du  pentagone  tombe  en 
quelque  point  du  côté  opposé  (n°  70,  p.  56). 

329.  Corollaire  II.  — Un  triangle  et  un  octaèdre  hexa- 
gonal inscrits  à  une  même  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  sont  toujours  conjugués  à  une  même  conique  située 
dans  le  plan  de  ce    triangle  et  représentée  par  l'une  ou 
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l'autre  des  équations  équivalentes 


Telle  est^  d'ailleurs,  la  définition  de  l'octaèdre  conjugué 
à  une  conique,  que  les  traces  des  faces  opposées  de  l'oc- 
taèdre sur  le  plan  de  la  courbe  forment  quatre  couples  de 
droites  conjuguées  par  rapport  à  celle-ci. 

3f30.  Corollaire  III.  —  Enfin,  si  Ton  suppose  que 
quatre  des  neuf  points  qui  figurent  dans  l'identité  fonda- 
mentale appartiennent  à  un  même  plan,  on  obtient  l'ana- 
logie que  mettent  en  évidence  les  deux  énoncés  suivants  : 


Un  quadrangle  inscrit  à  une 
conique  et  le  système  de  deux 
points  formé  des  traces  de  la 
courbe  sur  une  droite  quelconque 
sont  l'un  et  Vautre  conjugués  à 
une  même  ellipse  évanouissante, 
réduite  à  un  système  de  deux  poin  ts 
situés  sur  la  droite  considérée, 

(Desargues.) 


Un  pentagone  inscrit  à  une 
courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
et  le  quadrangle  ayant  pour  som- 
mets les  traces  de  la  courbe  sur 
un  plan  quelconque  sont  l'un  et 
Vautre  conjugués  à  un  même  el- 
lipsoïde évanouissant,  réduit  à 
une  conique  située  dans  le  plan 
considéré. 


Nous  allons  voir,  d'ailleurs,  que  l'analogie  de  ces  théo- 
rèmes subsiste  encore  dans  leurs  applications.  Mais,  comme 
le  second  sert  de  fondement  à  tout  ce  Chapitre,  nous  en 
donnerons  auparavant  une  autre  démonstration  tirée  de  la 
forme  analytique  des  surfaces  circonscrites  à  un  pentagone, 
associée  à  l'interprétation  de  certaines  identités  qui  nous 
sont  maintenant  familières. 

3^^!.  Autre  démonstration.  —  Soient  1,2,  3,  4,  5  et 
Xyj^  z^  t  neuf  points  d'une  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre.  B.egardons  cette  courbe  comme  Tintersection  de 
deux  surfaces,  circonscrites  l'une  et  l'autre  au  pentagone 

12345    ou     P....Ps=o, 

et  rapportées  aux  plans  des  angles  successifs  de  ce  penta- 

24. 
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gone  par  les  équations  (n^  60,  p.  5a) 

(i)  X,3  P,  P, -h  À,4  P,  P4  -h .    .  -1-  X52 Ps Pj=  o, 

(2)  p,3  P,  P,  -4-  p„  P,  P4  -h  .  .  .  -h  p„  Ps  P,r=  o, 


ou 


(l')  ^\3P.P3  =  0, 

(2')  y^iaPiPs^O. 

Les  sections  de  ces  surfaces  par  le  plan  xyzt  seront  dès 
lors  représentées  par  les  équations  analogues 

et  le  système  formé  de  deu'X  quelconques  des  cordes  com- 
munes aux  deux  coniques  résultantes  par  une  combinaison 
linéaire 

(  3  )  ^*)..3  P'.  p;  H-  '"^V.3  P',  p; = o. 


ou 


(3')  ^'v.3  P'.  ^3  =  o 

des  deux  précédentes.  Telle  est  donc  aussi  Péquation  du 
système  XZ  =  o  ou  YT  ==  o  formé  de  deux  côtés  opposes 
quelconques  du  quadrangle  qui  résulte  de  la  section  de  la 
courbe  gauche  primitive  par  le  plan  considéré.  On  a  donc 
identiquement 


s; 


v,3P'.P'3=XZ  =  YT. 


Il  en  résulte  que  les  sept  couples 

p;p'„   p'.p',,   p;p;,   p'.p',,   p;p;,   xz,   yt 

font  sept  couples  de  droites  conjuguées  à  une  même  co- 
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nique  :  et  il  est  facile  de  reconnaître  dans  celle-ci  la  conique 
conjuguée  au  pentagone  P', . .  .P'j  dont  les  côtés  successifs 
seraient  les  traces  du  plan  ocyzt  sur  les  plans  des  angles  suc- 
cessifs du  pentagone  gauche  initial.  Donc,  etc. 


§11.  —  Applications.  —  Neui^ième  points  tangente,  plan 
et  cercle  osculateur  d^une  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  définie  par  huit  points. 

332.  Problème  I.  —  Etant  donnés  huit  points  1,2,3, 
4,  5,  j:,  j^,  z  d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  trou- 
ver la  quatrième  trace  de  la  courbe  sur  le  plan  mené  par 
trois  de  ces  points. 

i).  Soient  t  la  quatrième  trace  de  la  courbe  sur  le  plan 
xyz^  et  12345  le  pentagone  ayant  pour  sommets  successifs 
les  traces  sur  le  même  pl.an  des  côtés  successifs  du  penta- 
gone 12. .  .5  (/g:.  72). 

D'après  le  théorème  du  n*'  330,  il  existe  dans  le  plan 
xyz  une  certaine  conique  S  simultanément  conjuguée  au 
quadrangle  partiellement  inconnu  xyzt  et  au  pentagone 

Fig.  72. 
2. 


gauche  12. .  .5,  ou  an  pentagone  dérivé  l!2. .  .5;  de  telle 
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sorte  que  les  côtés  opposés  du  quadrangle  xy'zt  forment 
deux  couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à  la 
courbe  S.  Or  la  seule  donnée  du  pentagone  conjugué 
l!2. .  .5  détermine  cette  courbe,  et  si  Ton  construit  le  pôle 
correspondant  z'  de  la  droite  xy^  celui  x'  de  la  droîlej^z, 
le  point  t  que  Ton  cherche  se  trouvera  au  point  de  con- 
cours des  droites 

2).  Il  reste  toutefois  à  construire  le  pôle  d^une  droite 
donnée  xy  (ouyz)  par  rapport  à  une  conique  S  définie 
par  un  pentagone  conjugué  12.  .  .5. 

Soient,  à  cet  effet  (fig-  73), 

les  iraces  de  la  droite  xy  sur  les  côtés  du  pentagone  respec- 

Fig.  73. 


•t\ -! — . 


W,    Ws^^j 


tivement  opposés  aux  sommets 

1,  2, .  .  . ,  5; 

et  o  le  pôle  inconnu  de  cette  droite.  Il  résulte  de  la  défini- 
tion de  ces  différents  points  et  des  dépendances  qui  exis- 
tent entre  une  conique  et  un  pentagone  conjugués,  que  les 

triangles 

r2'4  et  2I0,     2'3'5  et  3  2o,..., 
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réciproquement  conjugués  deux  à  deux  par  rapport  a  la 
courbe  S,  sont  deux  à  deux  homologiques  (n^  180,  p.  i8o) 
Les  droites  qui  réunissent  leurs  sommets  homologues, 

l'2,  â'I  et  4o,     2'3,  3'2  et  5o,... 
concourent  donc,  trois  à  trois,  en  un  même  point 

&>4      OU       &><, 

que  Ton  peut  construire  ;  et  les  droites 


4  «1)4,     5w5 
se  coupent  suivant  le  pôle  cherché  o. 

333.  Remarque  I,  —  Si  les  points  or,  y^  z  s'éloignent 
de  plus  en  plus  et  disparaissent  à  Tinfini  dans  des  direc- 
tions d'ailleurs  déterminées;  le  plan  ocyz^  où  s'eiTectuait 
la  construction  précédente,  disparaît  également  à  Tinfini. 
La  construction  subsiste  toutefois,  et  Ton  peut  l'effectuer 
dans  tel  plan  que  l'on  veut.  Le  problème  est  alors  celui-ci  : 
Cinq  points  1,  2, ...  ,5  d'une  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  et  trois  de  ses  directions  asjmptotiques  x^y^  z  étant 
donnés^  trouverlaquatHeme  t? 

Reprenons,  à  cet  effet,  les  données  et  toutes  les  considé- 
rations du  numéro  précédent  5  en  imaginant  toutefois  que 
les  points  x^y,  z  et  le  plan  qu'ils  déterminent  s'éloignent 
de  plus  en  plus.  Puisque  le  quadrangle  xjzty  intercepté 
par  le  plan  mobile  H  dans  la  courbe  (12345,  xyz)^  et  le 
pentagone  12345  qui  fait  la  trace  sur  le  même  plan  du  pen- 
tagone gauche  1  2 .  . .  5,  sont  toujours  conjugués  l'un  et 
Taulre  à  une  même  conique  \  si  l'on  imagine  un  cône<ayant 
pour  base  cette  conique  et  pour  sommet  un  point  fixe  quel- 
conque o,  on  pourra  dire,  d'une  manière  équivalente,  que 
les  rayons  menés  du  point  o  aux  traces  x,  j,  ^,  t  de  la 
courbe  sur  le  plan  H,  et  les  rayons  menés  du  même  point 
aux  traces  1,  2, . . .,  5  sur  le  même  plan  des  côtés  succes- 
sifs du  pentagone  gauche  {  2 ...  5,  forment  les  arêtes  suc- 
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cessives  de  deux  angles  solides,  tétraèdre  et  pentaèdre,  con- 
jugués Tun  et  l'autre  à  un  même  cône  du  second  ordre  :  et 
les  traces  de  ces  rayons  sur  un  plan  quelconque  H',  les  som- 
mets d'un  quadrangle  et  d'un  pentagone  conjugués  à  une 
même  conique.  Or,  si  le  plan  H  disparaît  actuellement  à 
Finfiui,  ce  dernier  énoncé  subsiste  encore,  et  l'on  peut  dire 
que  les  parallèles  menées  d-iin  même  point  de  V espace 
aux  côtés  successifs  d^un  pentagone  inscrit  à  une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre,  et  les  rayons  menés  du  mêrns 
point  aux  quatre  points  de  la  courbe  situés  à  Vinjini^  cou- 
pent un  plan  quelconque  H'  suii^ant  les  sommets  succes- 
sifs d^un  pentagone  et  d*un  quadrangle  conjugués  Vun  et 
Vautre  à  une  même  conique.  Connaissant  le  pentagone  in- 
scrit 12 ...  5  et  trois  des  directions  asymptotiques  de  la 
courbe,  ox^  o^,  oz^  on  saura  donc  construire  la  quatrième. 
•^34.   Remarque  II,  —  Les  traces  sur  un  plan  jixe  de 
toutes  les  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  circonscrites 
à  un  pentagone  donné  (1  2  ...  5),  sont  les  sommets  d^ au- 
tant de  quadrangles  (xyzt)  conjugués  à  une  conique  jixe. 

335.  Rembarque  III,  —  Chacune  des  courbes  gauches 
du  quatrième  ordre  que  Von  peut  circonscrire  à  un  groupe 
donné  de  sept  points  (1,  2, .  . . ,  5,  a:,  j^),  rencontre  un 
plan  fixe  conduit  par  deux  quelconques  d^ entre  eux 
(a:,  y)  en  deux  autres  points  (z,  t)  tels  que  la  droite  qui  ' 
les  réunit  passe  par  un  point  fixe  :  pôle  de  la  droite  xjr 
par  rapport  à  une  conique  conjuguée  au  pentagone  gauche 

I  2  ...  5,  ou  au  pentagone  plan  dérive  i  2  .  . .  o. 

336.  Remarque  IV,  —  Les  côtés  successifs  des  douze 
pentagones  gauches  ayant  pour  sommets  cinq  points 
quelconques  de  Vespace  rencontrent  un  plan  quelconque 
suii^ant  les  sommets  successifs  d^aulant  de  pentagones 
conjugués  à  une  même  conique. 

Si  x^j^  z,  t  désignent,  en  effet,  les  traces,  sur  le  plan 
considéré,  de  Tune  quelconque  des  courbes  gauches  que 
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l'on  peut  faire  passer  par  les  points  1,  2,  .  . . ,  5,  on  aura, 
comme  précédemment,  Ficlenlité 


I 


>,  PJ  H-«X^H-  bY'-hcZ^-\-dT=o; 


et   les    équations    tangentielles  équivalentes    qui    en    ré- 
sultent 


I 


>,  PJ  =z  o,      aX'  -h  bY'  -h  cZ'  -4-  é/r  =r  o 


représentent  une  conique  qui  ne  dépend,  comme  le  système 
des  coefficients  A^,  . .  .  ^  ^g,  a,  &,  c,  d^  que  du  plan  sécant 
dont  on  a  fait  choix  et  du  système  des  points  1,  2,  . .  . ,  5  : 
nullement  de  l'ordre  de  succession  de  ces  points.  La  courbe 
j'eprésentée  par  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations*  est  donc 
conjuguée  à  chacun  des  pentagones  gauches  menés  par  les 
points  1, .  .  .,5  pris  dans  un  ordre  quelconque,  comme  à 
chacun  des  pentagones  plans  qui  en  dérivent. 

C'est  aussi  ce  que  Ton  peut  voir  directement. 

Car  (  JCjjKî  ^lî  •  •  •  j  (-^Bi  JTb^  ^b)  désignant  les  coordonnées 
des  points  1 ,  . .  . ,  5,  et 

(  I  )  aa:  -\-  bjr  -\-  cz  -\-  i  :=:  o 

Téquaiion  d'un  plan  indéterminé,  ou  variable,  dont  le  mou- 
vement serait  particularisé  et  l'enveloppe  définie  par  l'é- 
quation 

(2)  \'k^'P]=zo      OU      2    y^iiax^-^  bxt-\-cZt-^iy  =  o; 

on  pourra,  en  général,  disposer  des  rapports  arbitraires 
Xi  :  X,  : . .  .  1X5,  de  manière  que  cette  enveloppe,  perdant 
Tune  de  ses  dimensions,  se  réduise,  a  une  conique  située, 
par  exemple,  dans  le  plan  z  =  o.  Posant,  en  effet,  les 
quatre  conditions 

Y^i  ^4  Y^*  ^* 

(3)  o  —  >   X,  zj  =r  \   >,  XtZ,=  y  Itjr,  s,  =:  \  >,  2,  : 

les  termes  en  c',  ca,  cb,  c  disparaissent  de  l'équation  (ql). 
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laquelle,  ne  contenant  plus  la  variable  c,  définit  Tenve- 
loppe  de  la  seule  trace 

o=z  z=:  ax  -\-  by  +  i  =0 

du  plan  mobile  (i)  sur  le  plan  zz=o.  D'ailleurs  les 
équations  de  condition  (3)  sont  au  nombre  de  quatre  et 
î^enferment  linéairement  quatre  rapports  indéterminés 
/il  X,  : ...  :  As .  Donc,  etc. 

337.  Remarque  V.  —  Cette  manière  singulière  de  re- 
présenter la  conique  conjuguée  au  pentagone  plan  12345 
—  à  Taide  de  Téquation  tangentielle 


1 


1 


rapportée  aux  sommets  1 , 2, ...  ,5  d'un  pentagone  gauche 
dont  les  côtés  successifs  s'appuient  sur  les  sommets  succes- 
sifs 1,  2, .  .  . ,  5  du  pentagone  proposé  —  donne  lieu  à  une 
conséquence  remarquable. 

Si  l'on  mène  effectivement,  par  les  sommets  1,  2, . .  .,5 
d'un  même  pentagone  plan,  les  côtés  de  deux  pentagones 
gauches  distincts  42  ...  5  et  1' 2'. ..  5'-,  les  équations  équi- 
valentes 

\  >.Pî  =  o    et    >  >;p;^zz:o 

de  la  conique  conjuguée  au  pentagone  initial,  rapportée  à 
l'un  ou  à  l'autre  des  pentagones  gauches  que  Ton  vient  de 
définir,  entraînent  l'identité 


^'>-.PÎ-^^'.P','^o: 


OU  la  conclusion  que  les  dix  points  de  référence  1 ,  2,  .  . . ,  5 
et  1',  2',  . .  . ,  5  appartiennent  à  une  même  surface  du  se- 
cond ordre.  De  là  ce  théorème  :  Les  sommets  de  deux 
pentagones  gauches  dont  les  côtés  successifs  se  rencon- 
trent ^  deux  à  deux,  en  cinq  points  situés  dans  un  même 
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plan  ,  'font  dix  points  d'une  même  surface  du  second 
ordre.  En  particulier,  deux  pentagones  gauches,  à  côtés 
parallèles,  sont  toujours  inscriplihles  à  une  même  surface 
du  second  ordre. 

338.   Problème  II.  —  Etant  donnés  huit  points 

1,2,3,4,5,6,  .r,j 

d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  trouv^er  les  deux 
dernières  traces  de  la  courbe  sur  un  plan  H  conduit  à  vo- 
lonté  par  deux  quelconques  de  ces  points,  x  et  y. 

Considérons  une  surface  auxiliaire  du  second  ordre  S 
définie  par  les  huit  points  donnés  et  un  neuvième  point  z 
pris  arbitrairement  sur  le  plan  H  : 

S=123456.rjrz; 

et  soient,  sur  cette  surface,  C4,  C'^  les  deux  courbes  gaiicnes 
du  quatrième  ordre  respectivement  définies  par  les  neuf 
points  précédents,  moins  le  premier  ou  le  s<?cond  : 

€4  =  23456/73,     C,  =  13ii^56xjz. 

Les  quatrièmes  traces  f,  t'  de  chacune  de  ces  courbes  sur 
le  plan  H,  ou  xyz,  pouvant  être  déterminées  d'après  le 
problème  précédent,  on  aura,  dans  les  points 

cinq  éléments  de  la  courbe  du  second  ordre  qui  fait  la  trace 
de  la  surface  auxiliaire  S  sur  le  plan  H,  et  a  laquelle  ap- 
partiennent aussi  les  deux  points  Z  et  T  que  Ton  cherche. 
D'ailleurs,  pour  construire  chacun  des  points  t  ou  f',  on 
aura  dû  construire  d'abord  (n*' 332)  —  le  point  fixe  z\  ou  z"^ 
autour  duquel  tourne  la  corde  qui  réunit  les  deux  dernières 
traces  sur  le  plan  H  de  chacune  des  courbes  gauches  du 
quatrième  ordre  menées  par  les  sept  premiers  points  de 
chaque  groupe, 

2,  3,  4,  5,  6,  JT,  r,     ou     1,3,4,5,6,^,7 
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(n°  335)  —  ou  Jeux  points  «',  z"  de  la  corde  ZT  que  l'on 
cherche.  On  aura  donc,  dans  la  droite  indéfinie  z' z" ^  la 
corde  indéfinie  ZT,  et  les  extrémités  de  cette  corde,  ou  les 
deux  points  cherchés,  dans  les  traces  de  cette  droite  sur  la 
conique  (  Ct  ) . 

339.  Remarque,  —  Si  les  points  x^  y  et  le  plan  H  qui 
les  contient  s'éloignent  indéfiniment,  la  construction  pré- 
cédente subsiste  toujours,  et  fournit  encore  les  deux  der- 
niers points  à  Tinfini  (Z,  T)  de  la  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre  (12345  &xy)  définie  par  six  points  et  deux 
de  ses  directions  asymptotiques.  Toutefois  le  point  auxi- 
liaire 2,  que  Ton  prenait  d^abord  arbitrairement  sur  le 
plan  H,  sera  remplacé  par  un  point  pris  à  l'infini  dans  une 
direction  arbitraire 5  et  toute  la  construction  modifiée  con- 
formément à  la  remarque  du  n^  333. 

340.  Problème  III.  —  Etant  donnés  huit  points 

1,2,3,4,  5,6,7,  j: 

d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  construire  ses 
trois  dernièj'es  traces  sur  un  plan  H  conduit  à  volonté  par 
Vun  de  ces  points,  x. 

Considérons  une  surface  auxiliaire  du  second  ordre  S 
définie  par  les  huit  points  donnés,  associés  à  un  neu\^ième 
points  y,  pris  à  volonté  dans  le  plan  H  ; 

et  soient,  sur  cette  surface  C4,  C^  les  deux  courbes  gauches 
du  quatrième  ordre,  respectivement  définies  par  les  neuf 
mêmes  points,  moins  le  premier  ou  le  second  : 

C,=234567^/,     C,^134567xjr. 

Les  deux  dernières,  traces  z,  t  ou  2',  t!  de  chacune  de  ces 
courbes  sur  le  plan  H  étant  déterminées  par  le  problème 
précédent,  on  aura  dans  le  groupe 
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SIX  points  de  la  trace  de  la  surface  S  sur  le  même  plan,  ou 
six  points  d'une  conique  à  laquelle  appartiennent  aussi  les 
trois  points  que  Ton  cherche. 

Opérant  de  même  avec  un  neuvième  point  j',,  pris  en- 
core dans  le  plan  H,  on  obtiendra  encore  six  points 

d'une  nouvelle  conique  contenant  les  points  cherchés  dont 
la  détermination  ne  dépend  plus  que  du  tracé  des  deux 
courbes  Cj,  C'^. 

341 .  Remarque,  —  Si  le  point  x  et  le  plan  H  s'éloignent 
indéfiniment,  la  construction  précédente  subsiste  toujours 
et  fournit,  à  la  limite,  les  trois  dernières  directions  asrymp" 
totiques  d^une  courbe  gauche  définie  par  sept  points  et  /a 
direction  de  Vune  de  ses  asymptotes.  Les  points  auxi- 
liaires y^  j^i,  que  l'on  prenait  d'abord  arbitrairement  dans 
le  plan  H,  seront  toutefois  remplacés  par  deux  points  à 
Tinfini,  pris  dans  des  directions  arbitraires;  et  toutes  les 
constructions  modifiées  conformément  à  la  remarque  du 
n«  333. 

342.  Problème  IV.  —  Etant  donnés  huit  points 

d^une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  construire  ses 
traces  sur  un  plan  quelconque. 

Considérons  une  surface  auxiliaire  du  second  ordre  S 
définie  par  les  huit  points  donnés  et  un  neuvième  point  x 
pris  arbitrairement  sur  le  plan  H  : 

S=1234.5678-r; 

et  soient,  sur  cette  surface  C4,  C'^  les  deux  courbes  gau- 
ches du  quatrième  ordre  respectivement  définies  par  les 
neuf  mêmes  points,  moins  le  premier  ou  le  second: 

C,s234.5678.r,    c;  =  134.5678.r. 
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Les  trois  dernières  traces  j-,  s,  t  ou  j',  z\  t'  de  cliacune 
de  ces  courbes  sur  le  plan  H  étant  déterminées  par  le  pro- 
blème précédent,  on  aura,  dans  le  groupe 

sept  points  de  la  trace  de  la  surface  S  sur  le  même  plan, 
ou  sept  points  d'une  conique  qui  renferme  les  quatre  points 
cherchés. 

Opérant  de  même  avec  un  neuvième  point  x^  pris  en- 
core dans  le  plan  H,  on  obtiendra  de  même  sept  poînls 

d*une  nouvelle  conique  contenant  encore  les  points  cher- 
chés, dont  la  détermination  ne  dépend  plus  que  du  tracé  des 
deux  courbes  Ci,  C^. 

343.  Remarque.  —  Si  le  plan  H  s'éloigne  indéfiniment, 
la  construction  précédente  subsiste  toujours,  de  manière  à 
donner,  à  la  limite,  les  quatre  directions  asjwptotiques  de 
la  courbe.  Toutefois,  les  points  x,  Xi  que  l'on  prenait 
d'abord  arbitrairement  sur  le  plan  H,  devront  être  remplacés 
par  des  points  pris  à  l'infini  dans  des  directions  arbitraires, 
et  toutes  les  constructions  modifiées  conformément  à  la 
remarque  du  n^  333. 

Cette  construction  suppose  d'ailleurs  le  tracé  d'un  nombre 
de  coniques  qui  parait  excessif.  Deux  coniques  devraient 
suffire  et  suffisent  effectivement,  comme  on  le  verra  au 
n«355. 

344.  Problème  V.  —  Étant  donnés  huit  points 

0;     1,2,3,4;     ^,j,z 

d\ine  cowbe  gauche  du  quatrième  ordre  :  si,  menant  d'a- 
bord les  droites 

01,     02,     03,     Ok, 

on  détermine  leurs  traces  respectives 

1',    2',     3',     V 
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sur  le  plan  xyz  \  et  que,  considérant  une  conique  double- 
ment conjuguée  au  quaflrangle  résultant  l'2'3'4'  et  au 
triangle  xyz^  on  détermine,  par  rapport  à  celte  conique, 

les  pôles  respectifs 

V,    2",     3",     h" 
des  plans 

234^,     341,     /i.12,     123, 

ou  de  leurs  traces  respectives  sur  le  plan  xyz  :  les  droites 

l'I",    2' 2",     3' 3",     WW" 

se  couperont  en  un  même  point  îî,  et  /a  tangente  au 
point  O  de  la  courbe  gauche  proposée  coïncidera  at^ec 
la  droite  Ofi. 

Imaginons,  en  effet,  un  octaèdre  variable 

123400', 

toujours  inscrit  à  la  courbe,  et  dont  le  sixième  sommet  O' 
se  rapprocherait  indéfiniment  de  l'un  des  sommets  fixes  O. 
Un  triangle  et  un  octaèdre  inscrits  à  une  même  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  étant  toujours  conjugués  à  une 
même  conique,  une  même  conique  variable  sera  continuel- 
lement conjuguée  au  triangle  xyz  et  à  toutes  les  couples 
de  droites  déterminées^  sur  le  plan  de  ce  triangle,  parles 
faces  opposées  de  Voctaèdre  123400',  savoir  : 

(P,  F)  012  et  0'34,     023  et  0'1/i.,..., 

ou  encore 

(Q,Q')  234.  et  00' 1,     341  et  00'2, 

Si  l'on  conçoit  maintenant  que  le  point  O'  se  rapproche 
de  plus  en  plus  du  point  O,  et  que  l'on  passe  à  la  lîmite  en 
posant  l'identité 

6  s  Ô', 

on  voit  d'abord  que  la  conique  précédente  a  pour  limite 
une  certaine  conique  à  la  fois  conjuguée  au  triangle  xyz 
et  à  tous  les  systèmes  de  daux  droites 

(P.,P'J  l'2'  et  3'4',     2'3'  et  l'V,... 
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formés  des  côtés  opposés  ou  des  diagonales  du  quadraDgIe 
plan  déjà  défini  i'2'3'4'.  Celte  cdnique  est  donc  conjuguée 
à  la  fois  au  quadrangle  l'2'3'4'  et  au  triangle  xyz.  En 
outre,  si  fî  désigne  la  trace,  sur  le  plan  xyz  de  la  tangente 
en  O  à  la  courbe  gauche  proposée,  ou  de  la  limite  de  la 
corde  00',  on  voit  que  la  conique  précédente  est  aussi 
conjuguée  à  tous  les  systèmes  résultants  de  l'une  fies  droites 

—  traces  respectives,  sur  le  plan  xyz^  des  limites  des 
plans 

(Q')  00' 1,     00'2,... 

—  respectivement  associées  aux  traces  analogues  des  plans 
(Q)  234,     3/frl,... 

Les  pôles  de  ces  traces,  par  rapport  à  cette  conique, 

appartiennent  donc  respectivement  aux  droites  conjuguées 

ai\    aâ', 

Et  l'on  peut  dire,  en  d'autres  termes,  que  les  droites 

l'r,  2' 2",... 

concourent  en  un  même  point  Q  appartenant  à  la  tangente 
cherchée. 

345.  La  construction  de  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  est  donc 
subordonnée  au  problème  suivant  : 

Une  conique  étant  définie  par  un  triangle  et  un  qua- 
drangle conjugués,  construire^  par  rapport  à  cette  co- 
nique y  le  pôle  d^tne  droite  donnée. 

Or  les  côtés  du  triangle,  pris  deux  à  deux,  font  trois  cou- 
ples ^  et  les  côtés  opposés  du  quadrangle  deux  autres  couples 

distinctes 

XY,YZ,ZX;     AA',BB' 
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de  droites  conjuguées  par  rapport  à  la  courbe.  Le  pôle 
correspondant  d'une  droite  quelconque 

PrrrO 

se  trouvera  donc,  par  un  théorème  antérieur,  au  point  de 
concours  des  droites 

P'nzo,     P''r=o, 

respectivement  définies  par  les  identités 

(i)  XY  +  YZ  +  ZX  -I-  AA'  -h  PF  =  o, 

(2)  XY -4- YZ  4- ZX  +  BB'  +PP"  =  o. 

Chacune  de  ces  droites  forme  effectivement  le  lieu  des  pôles 
de  la  proposée  P  =  o,  par  rapport  à  toutes  les  coniques 
conjuguées  aux  deux  droites  de  quatre  des  couples  données 
(n*^  160,  p.  162).  La  question  est  donc  seulement  de  con- 
struire chacune  des  droites  P',  P".  Or  l'identité  (i),  qui 
sert  de  définition  à  la  première,  pouvant  se  dédoubler  dans 
les  équations  équivalentes 

(i')  XY-t-YZH-ZXrmo, 

(i")  AA'-hPP'i=o, 

on  reconnaît  aussitôt,  dans  la  courbe  représentée  par  Tune 
ou  l'autre  de  ces  équations,  une  conique  doublement  cir- 
conscrite au  triangle  donné  XYZ  et  au  quadrilatère  par- 
tiellement inconnu  APA'P'  (^g-  74)»  Cinq  points  de  cette 

Fig.  74. 


courbe  se  trouvent  ainsi  en  évidence  qui  sont  les  sommets 
du  triangle  donné  et  les  traces  de  la  droite  donnée  P  =  o 
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sur  les  côtés  opposes  A  et  A'  du  quadrilatère.  On  pourra 
donc  construire  les  deux  dernières  traces 

G  =  A  =  F,     o  ==  A'  =:  P' 

de  ces  côtés  sur  la  courbe,  ou  deux  points  de  la  première 
des  droites  cherchées  P'=  o.  Donc,  etc. 

346.  Remarque  I,  —  La  tangente  en  chaque  point  x 
d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 

(C4)  1234567^ 

est  susceptible  d'une  autre  détermination  indépendante  de 
la  propriété  de  neuf  points  d'une  telle  courbe.  On  sait  ef- 
fectivement que,  si  Ton  considère  toutes  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  circonscrites  au  groupe 

•      •••••• 

1234567, 

les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  x,  par  rapport  à 
toutes  ces  surfaces,  concourent  en  un  même  point  x'  que 
Ton  peut  construire  (n***  302  et  322).  D'ailleurs  si,  entre 
toutes  ces  surfaces,  on  considère  spécialement  celles  qui 
passent  en  outre  par  le  point  x  ou  par  la  courbe  gauche 
proposée  (C4),  les  plans  polaires  du  point  a:,  par  rapport  à 
ces  dernières  surfaces,  coïncident  avec  leurs  plans  tangents 
en  ce  point.  Tous  ces  plans  tangents  passent  donc  par  le 
point  x'j  lequel  est  un  point  de  leur  intersection  :  ou  un 
point  de  la  tangente  en  a:  à  la  courbe  gauche  considérée, 
commune  intersection  de  toutes  ces  surfaces. 

347.  Remarque  H.  —  Cette  dernière  construction  se- 
rait surtout  avantageuse  si,  ayant  à  tracer  la  tangente  en 
un  point  x  de  la  courbe,  celle-ci  se  trouvait  déterminée 
par  la  donnée  complémentaire  d'un  hexaèdre  inscrit.  Il 
suffirait  effectivement,  dans  ce  cas,  de  construire  le  point 
de  concours  x'  des  plans  polaires  du  point  donné  x  par 
rapport  aux  angles  dièdres  formés  des  faces  opposées  de 
Phexaèdre,  et  la  droite  xx'  serait  la  tangente  cherchée. 
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Toutes  les  surfaces  du  second  ordre  menées  par  les  pre- 
,miers  sommets  de  l'hexaèdre  actuel  passent  en  effet  par  le 
huitième,  et  les  trois  couples  de  plans  formées  des  faces 
opposées  de  Thexaèdre  font  trois  de  ces  surfaces* 

348.  Remarque  III,  —  II  est  d'ailleurs  toujours  pos- 
sible de  passer,  des  données  générales  d'une  courbe  gauche 
du  quatrième  ordre,  aux  données  particulières  que  suppose 
la  construction  précédente  {Jig*  yS). 

Fig.  75. 


Car  la  courbe  proposée  étant  définie  par  huit  points 
quelconques  1,2,3,4,5,6,7,8,  on  peut,  par  le  pro- 
blème I  (n®  332,  p.  373),  en  déterminer   la  quatrième 

trace 

a     ou     ^     ou     c 

sur  l'un  quelconque  des  plans 

123    ou    23&    ou     12^. 

Et  l'on  a,  de  la  sorte,  les  sept  premiers  sommets  d'un 
hexaèdre  l^Saibcd  inscrit  à  la  courbe,  et  qui  permet 
d'en  obtenir  autant  de  tangentes  que  l'on  veut. 

349.  Problème  VI.  —  Étant  donnés  sept  points 

O;  1,2,  3;  :c,  x,z 

d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et  la  tan^ 
gente  OO'  en  Vun  de  ces  points  ;  si,  menant  d'abord  les 
cordes  01,  02,  03  et  la  tangente  00',  on  détermine  leurs 

25. 
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trace»  respectives 

l',2',3',a>' 

sur  le  plan  xyz^  et  que,  considérant  une  conique  double- 
ment conjuguée  au  quadrangle  résultant  l'â^S'o)'  et  au 
triangle  xyz^  on  détermine,  par  rapport  à  cette  conique,  le 
pèle  0/  du  plan  123  ou  de  sa  trace  sur  le  plan  xyz  :  le 
plan  oscillateur  au  point  O  de  la  courbe  gauche  proposée 

coïncidera  avec  le  plan 

Ow'ii'. 

Imaginons,  en  effet,  un  octaèdre  variable 

12300'0^ 

toujours  inscrit  à  la  courbe,  et  dont  les  deux  derniers  som- 
mets O',  O'^se  rapprochent  indéfiniment  de  l'un  des  som- 
.    mets  fixes  O. 

Un  triangle  et  un  octaèdre  inscrits  à  une  même  courbe 
gauche  dii  quatrième  ordre  étant  toujours  conjugués  à  une 
même  conique,  une  même  conique  variable  sera  continuel- 
lement conjuguée  au  triangle  xjz  et  à  toutes  les  couples 
de  droites  déterminées  sur  le  plan  de  ce  triangle  parles 
plans  des  faces  opposées  de  l'octaèdre  12300'0",  savoir: 

(P,  P')    012  et  0'0"3,     023  et  0'0"1,     031  et  0'0"2j 

ou  encore 

(Q,Q')  123     et    00' O". 

Si  Ton  conçoit  actuellement  que  les  points  O',  O"  se  rap- 
prochent de  plus  en  plus  du  point  O  et  que  l'on  passe  à  la 
limite  en  posant  l'identité 

on  verra  d^abord  que  la  conique  précédente  a  pour  limite 
une  certaine  conique  doublement  conjuguée  au  triangle  xyz 
et  à  tous  les  systèmes  de  deux  droites 

(P,,P',)     l'2'  et  »'3',     2'3'  et  6>'l',     3'1'  et  w'2', 
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formés  des  côtés  opposés  ou  des  diagonales  du  quadrangle 
déjà  défini  l'2'3'c«)'.  Cette  conique  est  donc  conjuguée  à  la 
fois  au  quadrangle  l'2'3'w'  et  au  triangle  xyz.  En  outre  si 
w'fi'  désigne  la  trace,  sur  le  plan  xyz^  du  plan  osculateur 
au  point  O  de  la  courbe  gauche  proposée,  ou  la  trace  du 
plan  OO'O''  considéré  à  sa  limite  j  la  conique  précédente 
est  aussi  conjuguée  au  système  formé  de  cette  droite 
Ci)' £2'  et  de  la  trace  analogue  du  plan  123  sur  le  plan 
xyz  [(Q,  Q')].  Le  pôle  li' de  cette  trace,  par  rapport  à 
cette  conique,  doit  donc  appartenir  à  la  droite  conjuguée, 
ou  à  la  trace  du  plan  osculateur  sur  le  plan  3iyz\  et  celle-ci 
coïncide  avec  la  droite  menée  de  ce  pôle  Q!  à  la  trace  w'  de 
la  tangente  en  O. 

350.  Problème  VIL  — JÊtant  donnés  sept  points 

0;  1,2,3,4,5,6 

d^une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre ^  la  tangente  en 
l'un  de  ces  points  O  et  le  plan  osculateur  coirespondant 
(problème  VI)  5  si,  dans  ce  plan  osculateur  et  tangentîelle- 
ment  à  cette  tangente,  on  imagine  une  conique  conjuguée 
à  l'octaèdre  1 23456^  cette  courbe  passera  d'elle-même  par 
le  point  O;  son  rayon  de  courbure  en  ce  point,  reporté,  en 
sens  inverse,  sur  le  prolongement  extérieur  de  la  normale, 
servira  de  diamètre  au  cercle  osculateur  en  O  de  la  courbe 
gauche  proposée,  et  la  construction  effective  de  celui-ci 
dépendra  seulement  du  tracé  d'un  cercle  conduit  par  le 
point  O,  tangentiellement  à  cette  conique  et  orthogona^ 
lement  au  cercle  diagonal  de  cette  courbe,  que  Ton  sait 
construire. 

Soit  effectivement  OO'O"  un  triangle  auxiliaire,  inscrit 
à  la  courbe  gauche  proposée,  comme  l'octaèdre  123456. 
Ce  triangle  et  cet  octaèdre  seront  conjugués  à  une  même 
conique  située  dans  le  plan  de  ce  triangle,  et  le  cercle  cir- 
conscrit à  ce  dernier  coupera  orthogonalement  le  cercle 
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diagonal  de  cette  conique.  Si  l^on  conçoit  dès  lors  que  les 
points  O'  et  O''  se  rapprochent  de  plus  en  plus  du  point  O^ 
et  si  l'on  passe  à  la  limite  en  posant  la  double  identité 

•  •  • 

O^O'^O"^  on  verra  d'abord  que  la  limite  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  OC'C^,  ou  le  cercle  osculateur  au 
point  O  de  la  courbe  gauche  proposée,  coupe  encore  ortho- 
gonalement  le  cercle  diagonal  d'une  certaine  conique,  située 
dans  le  plan  osculateur  en  ce  point,  et  doublement  conju- 
guée à  Foctaèdre  123456  et  au  seul  point  O  assimilé  à  un 
triangle  évanouissant.  Si  Ton  observe  ensuite  qu'un  triangle 
conjugué  OO'O'',  dont  les  trois  côtés  tendent  simultanément 
vers  zéro,  se  résout,  à  la  limite,  en  un  point  O  situé  sur 
la  conique  conjuguée,  et  la  commune  direction  des  côtés 
de  ce  triangle,  pris  à  la  limite,  dans  la  direction  de  la  tan- 
gente à  celte  conique  en  ce  pofnt;  on  verra  que  cette  CO' 
nique-limite^  dont  nous  parlions  tout  à  l'heure,  est  définie 
par  quatre  couples  de  droites  conjuguées  —  les  quatre 
couples  résultant  des  traces  des  faces  opposées  de  l'octaèdre 
1 23456  sur  le  plan  osculateur  en  O —  et  une  tangente^q\iï 
est  la  tangente  en  O  à  la  courbe  gauche  proposée.  Donc, etc. 
On  doit  d'ailleurs  se  rappeler  que  les  données  précé- 
dentes —  une  tangente  et  quatre  couples  de  droites  conju- 
guées —  permettent  de  construire  à  priori^  par  la  règle  et 
le  compas^  le  cercle  diagonal  de  la  conique  correspon- 
dante (n°  155),  et  par  suite  le  cercle,  orthogonal  à  celui- 
là,  mené  par  le  point  O  tangentiellemeni  à  la  courbe 
gauche  proposée. 

351.  Remarque  I.  —  Les  trois  conditions  auxquelles 
est  assujettie  une  conique  par  la  donnée  d'un  triangle 
conjugué  xjz^  se  conservent  lorsque  les  trois  sommets  de  ce 

•  •  * 

triangle  étant  confondus  en  un  seul,  x  ^y  ^  z,  ils  ne 
cessent  pas  cependant  d'être  connus  et  se  trouvent  encore 
définis  comme  trois  points  consécutifs,  ou  infiniment  voi- 
sins, d'une  courbe  donnée  de  forme  et  de  position,  par 
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exemple  d'un  cercle.  Dans  ce  cas,  le  cercle  de  rayon  sous- 
double  qui  touche  extérieurement  le  cercle  donné  suivant 
le  point  unique  x^  auquel  se  réduit  ce  triangle  conjugué,  est 
osculateur  en  ce  point  à  la  courbe  ^  et  la  donnée  de  ce  cercle 
et  celle  du  point  d'osculation  font  encore  trois  conditions 
distinctes. 

La  recherche  des  deux  conditions  distinctes  auxquelles 
est  assujettie  une  conique  par  la  donnée  d'un  quadrangle 

conjugué  xyzt^  dans  le  cas-limite  où  trois  des  sommets  de 
ce  quadrangle  se  confondent  suivant  un  point  déterminé 

•  •  • 

x^y^  z^  d'une  courbe  dont  la  tangente  et  le  cercle  os- 
culateur en  ce  point  sont  supposés  connus,  cette  recherche 
parait  d'abord  beaucoup  moins  aisée;  car  on  n'aperçoit 
bien  que  l'une  des  deux  conditions  dont  il  s'agit  :  celle  qui 

résulte  des  limites  connues  des  deux  droites  tx^  yz  et  qui 
fournit  une  première  couple  de  droites  conjuguées  par  rap- 
port à  la  conique  primitive.  Quant  à  la  condition  res- 
tante, comme  elle  dépend  au  fond  de  la  situation,  sur  un 
cercle  déterminé,  des  trois  sommets  coïncidents  x,  j-,  z,  sa 
détermination  directe  est  plus  cachée.  On  y  supplée,  toute- 
fois, en  ramenant  le  cas  actuel  à  celui  du  triangle  conjugué 
évanouissant, 

i) .  Supposons,  par  exemple,  c^vJ étant  donnés  cinq  points 
1^2,  3,  4,  5  d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et 
trois  autres  points  de  la  même  courbe 

m  •  • 

confondus  en  un  seul  sur  un  cercle  donné  A,  il  s'agisse 
d^ obtenir  la  quatrième  trace  t  de  la  courbe  sur  le  plan  de 
ce  cercle. 

Si  l'on  représente  par  l'équation  tangentielle 

S  =  o 

cette  conique  que  le  théorème  du  n^  330  nous  montre  comme 
doublement  conjuguée  au  pentagone  gauche  12345  et  au 


I 
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quailrangle  xyxt,  ou  XYZT  ^  o  ;  on  pourra  d'abord  regar-  i 

der  cette  courbe  comme  eDlièrcment  connue,  et  déduire, 
de  sa  déânition  par  rapport  à  ce  quadrangle,  rîdenlité 
(i)  SsflX'  +  bY'  +  cZ'  +  dT. 

Rapportant  ensuite  cette  même  courbe  à  ses  deux  traces 
o  ^  P  =  Q  sur  la  polaire  du  point  inconnu  t,  et  à  ce  point 
lui-même  T  =  o,  par  l'équation  tangentielle 

(i'}  o=:S  =  P.Q  +  l.T',  , 

la  comparaison  des  deux  formes  équivalentes  (i),  (i']  en- 
traîne une  identité  que  l'on  peut  écrire  ' 
(2)  S'  =  oX'  +  AT'-t-cZ'  =  P.Q-t-i'T'; 
et  l'on  a,  dans  la  courbe  représentée  taugeniiellement  par 
l'une  ou  l'autre  de  ces  fonctions  égalée  à  zéro,  une  co- 
niffue  auxiliaire  S'  conjuguée  au  triangle  évanouissant 
xyz,  et  doublement  tangente  à  la  proposée  S  ^  o  suivant 
la  polaire  du  point  t  que  l'on  cherche.  D'ailleurs,  comme 
les  trois  sommets  a;,  y,  zde  ce  triangle  se  confondent,  à  la 
limite,  sur  un  cercle  donné;  le  cercle  A'  de  rayon  double, 
langent  extérieurement  à  celui-là,  représente  le  cercle  os- 
culateurcn  x  à  la  courbe  auxiliaire  S'  (n"207,  p,  3 19);  et 
le  problème  se  trouve  ramené  au  suivant.- 

a).  Par  trois  points  x,j,z,  confondus  en  un  seul  sur  un 
cercle  donné  A'  =  o  {^g-  76),  mener  une  conique  dou- 


nent  tangente  à  une  conique  donnée  S  =  o,  et  con- 
tre le  pôle  t  de  leur  corde  de  contact. 
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Soient,  à  cet  effet, 

(2)  o=S'sA'-|-V.T 

la  conique  que  l'on  cLerclie,  rapportée  à  son  cercle  oscula- 
teur  A',  à  la  tangente  T  au  point  d'osculalion  et  à  la  corde 
inconnue  V  =  o  qui  va  de  ce  point  au  quatrième  point 
d'intersection  de  ce  cercle  et  de  la  courbe. 

Si  U  =  o  désigne  la  corde  de  contact  de  cette  courbe  et 
de  la  proposée  S  =  o,  on  aura  identiquement 

ou 

A'-t-V.T  =  S-f-U' 

ou  encore 

(3)  A'  — S  =  V.T  — U». 

On  a  par  suite,  dans  la  courbe  représentée  par  l'une  ou 
l'autre  de  ces  fonctions  égalée  à  zéro,  une  conique  auxiliaire 
menée  par  les  quatre  points  d'intersection  de  la  conique  S 
et  du  cercle  donnés  A',  tangentiellenient  à  la  droite  T  =  o. 
Or  le  cercle  A'  fait  évidemment  Tune  des  deux  détermina- 
tions de  cette  conique  auxiliaire;  celle-ci  n'est  donc  réelle- 
ment déterminée  que  d'une  seule  manière.  Et  si,  après  avoir 
construit  le  point  où  elle  touche  la  droite  T,  on  lui  mène, 
par  l'origine  x^  une  nouvelle  tangente  V  =  o;  la  corde  de 
contact  de  ces  deux  tangentes  fournira  la  droite  U  =  o  :  et 
le  pôle  de  cette  droite,  par  rapport  à  la  conique  S,  le 
point  t  que  l'on  voulait  obtenir. 

352.  Remarque  II.  —  Etant  donnés  cinq  points 
1,  .  .  .,5  d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  Vun 
de  ses  plans  osculateurs  xyz  et  la  quatnème  trace  t  de  la 
courbe  sur  ce plan-y  on  peut  choisir  arbitrairement  le  point 
d'osculation  x.  Et  si  Ton  mène  ensuite,  par  ce  point  a:,  une 
conique  S'  qui  ait,  avec  une  autre  conique  située  dans  le 
plan  xyz  et  conjuguée  au  pentagone  12 ...  5,  un  double 
contact  suivant  la  polaire  du  point  t  :  la  courbe  gauche  pro- 
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posée  et  cette  conique  S'  seront  tangentes  extérieurement 
en  a:,  et  leurs  rayons  de  courbure,  en  ce  point,  seront  dans 
le  rapport  de  2  à  1 . 

353.  Remarque  111.  —  Etant  donnés  cin{f  points 
1, . .  .,'5  d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre ,  Vun 
de  ses  plans  osculateurs  xyz  et  la  quatrième  trace  t  de  la 
courbe  sur  ce  plan;  la  tangente  indéfinie  au  point  d'oscula- 

X ^y  ^z)  peut  être  prise  arbitrairement.  Et  si,  lan- 
gentiellenien't  à  la  droite  choisie  ab^  on  mène  une  co- 
nique S'  qui  ait,  avec  la  conique  conjuguée  au  pentagone 
1  SS^-S,  un  double  contact  suivant  le  polaire  du  point  /: 
le  point  d'osculation  x^j^z  se  trouvera  au  point  de 
contact  de  la  conique  S'  et  de  la  droite  ab. 

§  III.  —  Des  paraboloïdes  définis  par  huit  points  et  des 
quatre  cônes  du  second  degré  que  Von  peut  circonscrire 
à  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre. 

354.  Problème  VIII.  — Étant  donnés  neuf  points  d^une 
surface  du  second  ordre^  construire  ses  traces  sur  une 
droite  donnée. 

Soient  xy  et  1 ,  2, .  » . ,  9  la  droite  et  les  points  donnés. 
Si  Ton  mène  par  le  point  1  une  transversale  W  qui  s'ap- 
puie sur  chacune  des  droites  xj  et23  \  et  que  l'on  construise^ 
par  le  problème  I  (n*^  332),  les  quatrièmes  traces  a,  a' sur 
le  plan  123  des  deux  courbes  gauches 

C4SI23...78,     C',=123...79; 

on  aura  d'abord  la  seconde  trace  1'  de  la  transversale  sur 
la  surface  proposée,  dans  la  seconde  trace  de  cette  trans- 
versale sur  la  conique 

C,=:123flû'; 

et  si  Ton  détermine  ensuite,  par  le  problème  II,  les  deux 
dernières  traces  b^  c  ou  b\  c'  de  chacune  des  courbes 

C4  =  11'23  4  5  67,    C',  =  ll'2  34.5  68 
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sur  le  plan  (H',  xj)  :  les  traces  de  la  droite  xj  sur  la  co- 
nique 

c,=  ir  bcb'c' 

fourniront  lés  points  cherchés. 

355.  Remarque  I,  —  Une  semblable  intervention  des 
courbes  gauches  du  quatrième  ordre  définies  par  huit  des 
points  donnés  permettrait  de  même  de  déterminer  :  le  plan 
tangent  en  l'un  de  ces  points,  la  section  de  la  surface  par 
le  plan  mené  suivant  trois  quelconques  d'entre  eux,  le 
sommet  du  cône  circonscrit  suivant  cette  section-,  le  centre 
enfin  et  trois  diamètres  conjugués  de  la  surface  dont  les 
axes  principaux  pourraient  alors  être  déterminés  confor- 
mément à  une  construction  antérieure.  Quant  au  cône 
asymptote,  sa  détermination  ne-dépend  que  du  problème  IV 
(n«342,  p.  38 1). 

356.  Remarque  II.  —  Le  problème  précédent  permet  : 
1°  de  construire  par  la  règle  et  le  compas  cinq  points  distincts 
de  la  trace,  sur  un  plan  quelconque,  d'un  ellipsoïde  défini 
par  neuf  points;  2"  de  ramener,  à  la  construction  de  deux 
coniques  seulement,  la  recherche  des  traces,  sur  un  plan 
quelconques^  dune  courbe  gauche  définie  par  huit 
points  1, 2,  . . . ,  8  (Problème  IV,  n*^  342). 

Soient,  en  effet,  m  un  point  quelconque  du  plan  H,  A 
etB  deux  droites  conduites  à  volonté  dans  ce  plan.  Si  l'on 
considère  l'ellipsoïde  ^; 

S  =  12...8m,  / 

le  problème  que  l'on  vient  de  résoudre  (n°353)  permet 
d'en  déterminer  les  deux  traces  a  et  a,  i  et  j3  sur  chacune 
des  droites  A,  B  et,  par  suite,  de  définir  par  cinq  de  ses 
points  la  trace 

de  cet  ellipsoïde  sur  le  plan  H.  La  même  construction,  ré- 
pétée pour  un  second  ellipsoïde 

S'  =  12...8/»', 
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fournirait  de  même  cinq  points  de  sa  trace 

sur  le  plan  considéré;  et  les  traces  sur  le  merue  plan  delà 
courbe  gauche  proposée  1  2..  .8  se  Ironiseraient  aux  points 
de  rencontre  des  deux  coniques  précédentes. 

357.  Problème  IX.  —  Etant  donnés  huit  points  et  un 
plan  tangent  d^une  surface  du  second  ordre ^  construire 
le  centre  et  les  éléments  principaux  de  la  surface,  ou 
seulement  son  point  de  contact  sur  le  plan  donné, 

i).  On  sait  que  la  section  d^une  surface  du  second  ordre 
par  l'un  quelconque  de  ses  plans  tangents  peut  être  : 

Un  système  de  deux  droites  réelles  qui  se  croisent  au 
point  de  contact,  s'il  s'agit  d'une  surface  à  courbures  op- 
posées, hyperboloïde  à  une  nappe  ou  paraboloïde  hyper- 
bolique; 

Une  ellipse  réduite  à  un  point,  le  point  de  contact;  ou, 
en  d'au  1res  termes,  un  système  de  deux  droites  imaginaires 
conjuguées  se  coupant  en  un  point  réel,  s'il  s'agit  d'une 
surface  à  courbures  de  même  sens,  ellipsoïde  ou  hyperbo- 
loïde à  deux  nappes. 

Or,  la  surface  actuelle  touchant  le  plan  H  et  contenant 
les  points  1,2,...,  7,  8,  ainsi  que  la  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  qu'ils  déterminent,  la  section  de  celle 
surface  par  le  plan  H  sera  l'un  des  trois  systèmes  de  deux 
droites  (réelles ou  imaginaires)  que  l'on  peut  mener  parles 
traces  de  cette  courbe  sur  ce  plan. 

On  construira  douc,comraeprécédemment(n°*352,356), 
les  traces  x,  j-,  z,  t  de  la  courbe  gauche  (1 2  3  4  5  6  7  8)  sur 
le  plan  H,  ou  deux  des  coniques  qui  se  coupent  suivant  ces 
traces  ;  et  les  sommets  E,  15,  ^  du  triangle  conjugué  commun 
à  ces  deux  coniques  seront  les  points  de  contact  des  trois 
surfaces  répondant  à  la  question. 

Si  les  points  x,>',r,  f  sont  iwls,  ils  donnent  naissance 
à  trois  couples  de  dix>ites  réelles.  Les  points  de  concours 
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^,  y},  Ç,  réels  aussi,  des  deux  droites  dç  chaque  couple, 
marquent  les  points  de  contact  sur  le  plan  H  de  trois  hj- 
perboloïdes  à  une  nappe^  qui  forment  les  trois  solutions 
du  problème,  et  dont  les  droites  de  chaque  couple  font  deux 
génératrices  rectilignes. 

Si  les  quatre  points  x,  y,  -z,  î  communs  aux  deux  coni- 
ques sont  imaginaires,  ils  donnent  lieu,  comme  on  sait,  à 
une  couple  de  droites  réelles  et  à  deux  couples  de  droites 
imaginaires  conjuguées  se  coupant  en  un  point  réel.  Les 
sommets  Ç,  yj,  Ç  du  triangle  conjugué  commun  aux  deux  co- 
niques sont  encore  réels  et  marquent  encore  les  traces  sur 
le  plan  H  de  trois  surfaces  répondant  à  la  question  :  un 
hyperboloïde  à  une  nappe  dont  les  sécantes  réelles  font 
deux  génératrices  rectilignes,  et  deux  surfaces  à  courbures 
de  même  sens,  ellipsoïde  ou  hyperboloïde  à  deux  nappes. 
Enfin,  si  deux  des  quatre  points  x,  y^  z,  t  communs  aux 
deux  coniques  sont  réels,  les  deux  autres  étant  imaginaires  ; 
ils  donnent  lieu  à  une  seule  couple  de  sécantes  réelles  et  à 
deux  couples  de  sécantes  imaginaires,  non  conjuguées,  qui 
se  coupent  dès  lors  en  des  points  imaginaires.  Un  seul  des 
sommets  du  triangle  conjugué  \r'(^  commun  aux  deux  co- 
niques est  réel,  et  l'unique  solution  du  problème  est  four- 
nie par  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

2).  Le  point  de  contact  déterminé,  on  a  neuf  points  de 
la  surface  dont  le  centre  etles  éléments  principaux  peuvent 
dès  lors  être  obtenus  de  bien  des  manières  différentes. 
Mais  les  données  spéciales  du  cas  actuel,  les  constructions 
qu'il  a  fallu  effectuer  dans  le  plan  tangent  donné  pour  en 
obtenir  le  point  de  contact,  permettent  d'achever  le  pro- 
blème plus'simplement,  comme  il  suit. 

Les  constructions  déjà  eflectuées  nous  ont  donné  en  effet, 
en  même  temps  que  le  plan  de  contact,  \di  forme  et  la  di- 
rection de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  tangent 
donné  et^  par  suite,  la  forme  et  la  direction  de  toutes  les 
sections  parallèles.  11  en  résulte,  la  surface  étant  mainte- 
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nant  rapportée  à  l'octaèdre  inscrit  1 2. .  .56  par  réquatjon 

(O)  yX,P,Q,=rO, 

que  sa  trace  sur  un  plan  quelconque  H',  parallèle  au  pré- 
cédent, est  connue  de  forme  et  de  direction,  et  appartient 
d'ailleurs  à  la  série  triplement  indéterminée  des  coniques 
contenues  dans  l'équation  analogue 

Or  toutes  celles  de  ces  courbes  qui  sont  homothétiques  à 
une  conique  donnée  ont  deux  points  communs,  lesquels  ap- 
partiennent à  la  droite  unique  et  déterminée  (n*^152, 
p.  iSy)  que  renferme  l'équation  (i),  et  qui  sont  fournis 
par  les  traces  de  cette  droite  sur  l'une  des  courbes  homo- 
thétiques de  la  série,  telle  que 

(!')  ^\p',Q'.z=0. 

D'ailleurs  cette  dernière  courbe,  donnée  de  forme  et  de  di- 
rection et  conjuguée  à  trois  couples  de  points  connus 
(n°  151,  p.  i56),  est  déterminée.  Il  en  est  de  même  de 
ses  traces  m,  m!  sur  la  droite  précédente,  et  la  section  de  la 
surface  par  le  plan  H'  déjà  donnée  de  forme  et  de  direction, 
contient,  en  outre,  chacun  des  points  m,  m! ,  Mais,  si  le 
plan  sécant  H'  a  été  conduit  par  l'un  des  points  restants  7 
ou  8,  cette  section  contient  aussi  le  point  7,  ou  le  point  8, 
et  se  trouve  complètement  déterminée.  On  pourra  donc 
construire,  outre  la  section  langentielle  H,  deux  autres  sec- 
tions H^,  H''  parallèles  à  celle-là,  et  en  déduire  immédia- 
tement le  centre  et  trois  diamètres  conjugués  de  la  surface. 

358.  Observation,  —  Nous  venons  de  dire  que  les  sec- 
tions H,  H',  H''  sont  connues  de  forme  et  de  direction  :  ce 
qui  est  évident  et  ne  demande  aucune  explication  dans  le 
cas  où  la  section  tangentielle  H  se  compose  de  deux  droites 
réelles  que  Ton  n'a  plus  qu'à  transporter  parallèlement  à 
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elles-mêmes  dans  chacun  des  plans  H'  ou  H''  pour  avoir  les 
directions  asymptotiques  des  sections  correspondantes.  Si 
la  section  tangentielle  se  compose  de  deux  droites  imagi- 
naires conjuguées,  ou  se  réduit  à  une  ellipse  évanouissante 
E,  on  connaît  encore  non-seulement  le  centre  A,  mais 
aussi  la  forme  de  cette  ellipse,  laquelle  est  caractérisée  par 
les  directions,  que  l'on  peut  construire,  de  ses  divers  sys- 
tèmes de  diamètres  conjugués.  La  fonction  E  =  o  relative 
à  cette  ellipse  étant,  en  effet,  une  combinaison  linéaire  des 
fonctions  S,  S'  relatives  aux  deux  coniques  auxiliaires  qui 
en  ont  déjà  fourni  le  centre  A,  on  a  identiquement 

S-hS'=rE. 

Les  polaires  d'un  point  quelconque  m  de  la  figure,  par  rap- 
port aux  trois  courbes,  donnent  lieu  à  une  identité  analogue 

Ces  polaires  concourent  en  un  même  point  m',  et  les  droites 
/i/n,  hm\  menées  de  ces  points  au  centre  de  l'ellipse  E, 
font  deux  diamètres  conjugués  de  cette  courbe.  Or,  les  co- 
niques S,  S'  étant  connues,  on  peut,  quel  que  soit  le 
point  m,  construire  le  point  rnf.  Donc,  etc. 

359.  Problème  X.  —  Construire  la  Hirection  des  dia~ 
mètres  et  les  éléments  principaux  d^un  paraboloïde  défini 
par  huit  points, 

i).  Tout  paraboloïde  étant  tangent  au  plan  à  Vinjinij 
la  direction  du  point  à  V infini  suivant  lequel  se  fait  le 
contact  et  la  direction  des  diamètres  du  paraboloïde  se  con- 
fondent. La  première  moitié  du  problème  dépend  donc  de 
cette  question  que  l'on  vient  de  résoudre  :  «  Etant  donnés 
huit  points  et  un  plan  tangent  d'une  surface  du  second 
ordre,  construire  le  point  de  contact  de  la  surface  sur  le 
plan  donné;  »  le  plan  donné  actuellement  n'étant  autre 
que  le  plan  à  Vinfini. 

On  déterminera  donc  les  traces,  sur  ce  plan,  de  la  courbe 
gauche  1234567  8,  ou  deux  des  cônes,  de  même  som- 
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met  o   donl   les   génératrices   communes  ox,  ay^  oz^  ot 
aboutissent  à  ces  traces  et  en  marquent  les  directions. 

Si  ces  quatre  génératrices  sont  réelles,  elles  donnent 
naissance  à  trois  couples  de  plans  diagonaux  réels,  et  les 
droites  d'intersection  oÇ,  on,  oÇdes  deux  plans  de  chaque 
couple  représentent  les  directions  diamétrales  de  trois  pa- 
raboloïdes  hyperboliques  répondant  au  problème  et  dont  les 
plans  directeurs  coïncident  avec  les  plans  de  chaque  couple. 

Si  les  quatre  génératrices  sont  imaginaires,  elles  donnent 
lieu  à  une  couple  de  plans  réels  et  à  deux  couples  de  plans 
imaginaires  conjugués  se  coupant  en  une  droite  réelle.  Les 
arêtes  o^,  oyj,  oÇ  du  trièdre  conjugué  commun  aux  deux 
cônes  donnent  encore  les  directions  diamétrales  de  trois 
paraboloïdes  répondant  au  problème  :  un  paraboloïde  hy^ 
perbolique  dont  les  deux  plans  réels  représentent  les  plans 
directeurs,  et  deux  paraboloïdes  elliptiques. 

Enfin,  si  deux  des  génératrices  communes  aux  deux 
cônes  sont  réelles,  les  deux  autres  étant  imaginaires;  elles 
donnent  lieu  à  une  seule  couple  de  plans  réels  et  à  deux 
couples  de  plans  imaginaires  non  conjugués.  Une  seule  des 
arêtes  du  trièdre  conjugué  commun  aux  deux  cônes  est 
réelle,  et  Tunique  solution  du  problème  est  fournie  par  u/i 
paraboloïde  hyperbolique  dont  les  deux  plans  réels  repré- 
sentent encore  les  plans  directeurs. 

2).  La  direction  des  diamètres  étant  connue,  nous  pour- 
rions regarder  le  paraboloïde  comme  défini  par  neuf  points 
dont  Tun  silué  à  Tinfîni  dans  cette  direction,  et  Fun  des 
problèmes  antérieurs  nous  permettrait  d'en  obtenir  le  plan 
tangent  en  chacun  des  points  1,  2,  3;  soit  T  l'un  de  ces 
plans  tangents.  Par  le  point  de  contact  correspondant  1  ou 
2,  ou  3,  imaginons  un  plan  X  perpendiculaire  à  l'axe,  ou 
a  la  direction  des  diamètres;  et  diminuons  de  moitié  les  or. 
données  abaissées  des  divers  points  du  plan  T,  normalement 
au  second  X.  Réduites  de  la  sorte,  les  extrémités  de  toutes 
ces  nouvelles  ordonnées  appartiennent  à  trois  nouveaux 
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plans  Ti,  OU  Tj,  ouTs,  lesquels  se  coupent  suivant  le  som- 
met du  paraboloïde.  C'est  ce  qui  résulte  de  la  situation  du 
sommet  par  rapport  au  segment  intercepté  sur  l'axe  par 
un  plan  tangent  quelcouque  et  le  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  mené  par  le  point  de  contact.  Mais  c'est  aussi  un 
théorème  connu,  que  toutes  les  sections  planes  d'un  para- 
boloïde se  projettent  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
suivant  des  courbes  horaolhéliques.  D'ailleurs,  la  projec- 
tion de  la  section  12  3  est  définie,  comme  cette  section 
«lle-mème,  par  trois  points  et  trois  tangentes;  et  l'on  peut 
construire  les  directions  de  ses  axes  principaux,  parallèles 
^ux  plans  principaux  du  paraboloïde. 

Mais,  comme  les  constructions  qui  nous  ont  fourni  déjà 
la  direction  des  diamètres  nous  peuvent  fournir  en  même 
temps  la  forme  commune  et  la  commune  direction  des  sec- 
tions perpendiculaires  à  Taxe ,  nous  pouvons  aussi,  comme 
au  n°  2)  du  problème  IX,  déterminer  complètement  deux 
de  ces  sections  et  en  déduire  tous  les  éléments  principaux 
du  paraboloïde. 

360.  Problème  XI.  —  Étant  donnés  huit  points  situés 
d^une  manière  quelconque  dans  V espace,  faire  passer 
par  ces  points  un  cône  du  second  degré. 

On  sait  que  ce  problème  admet  généralement  quatre 
solutions  et  que  les  sommets  des  quatre  cônes  qui  le  ré- 
solvent coïncident  avec  les  sommets  d^un  tétraèdre  con- 
jugué  commun  à  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  que 
Von  peut  conduire  par  les  huit  points  donnés ,  ou  par  la 
courbe  gauche  qu'ils  déterminent  :  proposition  importante 
qui  a  paru  d'abord  dans  le  Traité  des  Propriétés  projec^ 
tives,  et  sur  laquelle  on  peut  consulter  le  bel  ouvrage  de 
M.  G.  Salmon  (A  Treatise  on  the  Analjtic  Geometty, 
1862,  p*  93).  Proposons-nous  donc  seulement  de  construire 
les  sommets  des  quatre  cônes  du  second  ordre  que  Von 

26 
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sait  de\foir  passer  par  la  courbe  gauche 

C,=  12345678. 

i).  Pour  cela,  nous  rappellerons  d'abord  que  la  section^ 
par  l'un  quelconque  de  ses  plans  tangents,  de  toute  surface 
du  second  ordre  menée  par  la  courbe  précédente,  se  réduit 
à  un  système  de  deux  droites  contenant  les  sommets  x^jy 
2,  t  du  quadrangle  déterminé  dans  cette  courbe  par  le  plan 
considéré  [fig-  77)-    Ces    deux  iJroites,    d'ailleurs,    sont 

Fig-  77- 
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réelles  et  distinctes,  et  représentent  les  deux  génératrices 
recti lignes  comprises  dans  le  plan  tangent,  s'il  s^agit  d'une 
surface  réglée  quelconque,  bvperboloïde  à  une  nappe,  ou 
paraboloïde  hyperbolique.  Dans  le  cas  spécial  d'une  sur- 
face conique,  ces  deux  droites  doivent  se  confondre  en  une 
seule  suivant  la  génératrice  de  contact  XY  ;  et  les  sommets 
X  et  ty  jr  et  z  du  quadrangle^  précédent  se  confondent  aussi 
deux  à  Jeux.  En  même  temps  les  cordes  xt^  yz  se  chan- 
gent en  deux  tangentes  de  la  courbe  gauche  C4,  tangentes 
situées  dans  un  même  plan  et  dont  la  corde  de  contact  XY 
contient  le  sommet  de  Tun  des  cônes  cherchés. 

Si  l'on  prend  dès  lors  à  volonté  un  point  X  sur  la  courbe 
gauche  1 2. .  .7  8,  la  génératrice  XY,  issue  de  ce  point,  de 
l'un  quelconque  des  quatre  cônes  du  second  ordre  menés 
par  cette  courbe,  devra  la  rencontrer  en  un  deuxième 
point  Y,  tel  que  la  tangente  en  ce  point  et  la  tangente  au 
point  de  départ  X  se  trouvent  dans  un  même  plan. 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  chacune  des  tangentes  XX' 
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d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  rencontre  en  gé- 
néral quatre  autres  tangentes  (YYV  •  ')  de  la  même  courbe 
et  qu'il  est  facile  de  définir. 

Que  Ton  iinagine,  en  effet,  un  cône  auxiliaire  (X,C4), 
ayant  pour  sommet  le  point  X  pris  à  volonté  sur  la  courbe 
C4  et  cette  courbe  elle-même  pour  directrice.  Un  plan 
quelconque  mené  par  le  sommet  X  ne  pouvant  couper  la 
directrice  en  plus  de  trois  points  (outre  le  point  X),  ni  le 
cône  lui-même  en  plus  de  trois  génératrices  ^  ce  cône  sera 
du  troisième  ordre,  et  sa  trace  sur  un  plan  quelconque  P 
une  courbe  du  troisième  degré  Cs,  que  l'on  peut  définir  par 
neuf  de  ses  points  :  les  projections  1',. .  .,8'  des  points 
donnés  1 , . . . ,  8  et  la  trace  x  sur  le  même  plan  de  'la  tan- 
gente menée  à  la  directrice  par  le  point  X.  Or  on  sait  con- 
struire un  neuvième  point  X  de  la  directrice  et  la  tan- 
gente XX'  en  ce  point  (n**'*  332  et  344). 

Actuellement,  si  une  autre  tangente  YY'  de  la  directrice 
s'appuie  sur  la  première  XX'  {fig*  78),  sa  perspective  j^t', 

Fig.  78. 


surleplanPetsuîvant  le  point  devueX,  sera  tangente  enj 
à  la  courbe  C9  et  passera  d'ailleurs  par  le  point  .r.  Or,  par 

26. 
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un  point  x  d'une  courbe  du  troisième  degré,  on  peut,  en 
général,  mener  à  cette  courbe,  outre  la  tangente  en  ce 
point,  quatre  tangentes  xj^  ocy^^  ay^^  JÇ/sî  et  Ton  ne  peut 
en  mener  un  plus  grand  nombre.  Et  si  l'on  suppose  le  tracé 
de  ces  tangentes,  ou  la  détermination  de  leurs  points  de 

contact  j^,  ri^jTtîJT»?  chacune  des  droites  menées  de  Tun 
de  ces  points  au  point  X  contiendra  le  sommet  de  Tun  des 
quatre  cônes  que  Ton  cherche. 

Les  mêmes  constructions  recommencées  avec  un  autre 
point  I  de  la  même  courbe  gauche  C4  fourniraient  de  même 
quatre  nouvelles  droites 

issues  de  ce  point  et  rencontrant  une  à  une  les  précédentes 

XY,  XY.,  XY„  XY3, 

suivant  les  sommets 

des  quatre  cônes  répondant  à  la  question. 

Telle  serait  donc  une  première  solution  théorique  du 
problème.  Sa  construction  effective  suppose,  comme  on 
voit,  étant  donnés  neuf  points  d'une  courbe  plane  du 
troisième  degré  que  l'on  sache  construire ,  les  quatre  tan- 
gentes menées  à  cette  courbe  par  Vun  de  ces  points^  ainsi 
que  les  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

2).  Mais  l'intervention  d'une  proposition  antérieure 
permet  de  ramener  le  problème  à  des  termes  beaucoup  plus 
simples,  et  de  réduire  toute  la  construction  au  tracé  de 
deux  coniques  seulement. 

Inscrivons,  en  effet,  à  la  courbe  gauche  proposée  12.  ..78 
deux  hexaèdres 

ayant  une  face  commune  i  2  3û,  et  dont  la  construction 
peut  se  réaliser  par  la  règle  et  le  compas  (n°  348,  p.  387). 
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La  courbe  gauche  12. .  .78  étant  située  tout  entière  sur 
chacun  des  cônes  cherchés,. ceux-ci  à  leur  tour  seront  cir- 
conscrits à  chacun  des  hexaèdres  H,  H' 5  et  leurs  sommets 
devant  appartenir  (n°  304,  p.  34 1)  à  chacune  des  cubiques 
gauches  C3,  C'3,  lieux  géométriques  des  sommets  des  cônes 
du  second  ordre  circonscrits  à  Vun  ou  Vautre  de  ces 
hexaèdres  ;  ces  deux  dernières  courbes  devront  se  couper 
en  quatre  points  au  moins,  en  cinq  au  plus,  parmi  les- 
quels se  trouveront  les  sommets  cherchés.  Mais  la  seconde 
hypothèse  se  réalise  seule  ici.  Nos  deux  courbes  ayant, 
dans  le  point  de  concours  O  des  diagonales  de  la  face  1  23a 
commune  aux  deux  hexaèdres  H  et  H',  un  premier  point 
commun,  étranger  évidemment  au  problème  principal, 
mais  qui  nous  va  conduire  toutefois  aux  quatre  points  qui 
le  résolvent.  , 

Que  Ton  imagine,  en  effet,  deux  cônes  auxiliaires  du 
second  ordre  ayant  pour  sommet  commun  le  point  O,  pour 
directrices  respectives  les  deux  cubiques  gauches  C3,  C3,  et 
pour  génératrices  communes  les  droites  OSi, . . . ,  OS4  me- 
nées de  ce  point  à  ceux  que  Ton  cherche.  En  vertu  du  théo- 
rème déjà  indiqué  (n^  304,  p.  341)9  les  droites  menées, 
dans  chacun  des  hexaèdres  H,  H',  du  point  O  aux  points  de 
concours  des  premières  diagonales  de  toutes  les  autres 
faces^  fourniront  cinq  génératrices  distinctes  de  chacun  de 
ces  cônes.  On  pourra  donc  construire  les  traces  de  ceux-ci 
sur  un  plan  auxiliaire  quelconque  \  et  les  droites  menées 
du  point  O  aux  quatre  points  d'intersection  des  deux  coni- 
ques résultantes  iront  couper  Tune  ou  l'autre  des  deux 
cubiques  gauches  Cs,  C/^  en  des  points  Si, .  .  . ,  S4,  que  Ton 
peut  déterminer  par  le  seul  emploi  de  la  règle,  et  qui  ré- 
solvent la  question. 

361.  Remarque  /.  —  Etant  donné  le  sommet  x  de  Vun 
des  quatre  cônes  précédents,  on  peut  construire  par  le 
seul  emploi  de  la  règle  le  plan  yzt  des  trois  autres  som- 
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mets,  ou  le  plan  polaire  du  sommet  a:  par  rapport  aux 
différentes  surfaces  de  la  série. 

Soient,  effectivement,  X  =  o  le  sommet  def  Tun  des  cônes 
du  second  ordre  passant  par  les  points  donnés  1, . . . ,  8,  ou 
P, . .  .  P^  =:  o.  Ce  cône  étant  circonscrit  à  chacun  des  oc- 
taèdres 1 . .  .6,  2. .  *7,  3. .  .8,  il  existe,  par  rapport  à  cha- 
cun de  ces  octaèdres,  un  point  X',  ou  X'',  ouX'"  conjugué 
au  sommet  de  ce  cône  et  défini  par  Tune  des  identités 


s 


I 


X,PÎ  =  XX"  }  (n»267,  p  291). 


>3P3  =  XX 


m 


Les  points  X  et  X'^  X  et  X",  X  et  X''',  conjugués  deux  à  deux 
par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  qui  seraient 
circonscrites  à  l'un  des  octaèdres  1...6,  ou  2. ..7,  ou  3. ..8 
(n°  171,  p.  174)  j  sont  aussi  canjugués  par  rapport  à  cha- 
cune des  surfaces  circonscrites  au  groupe  total  12. . .  78; 
et  le  plan  polaire  ^^i  du  sommet  X,  par  rapport  à  l'une 
quelconque  de  ces  surfaces,  n'est  autre  que  le  plan  X'X"X'', 
que  l'on  sait  construire  (n°*  267  et  269).  D'ailleurs  les 
traces  sur  ce  plan  de  l'une  des  cubiques  gauches  précédem^ 
ment  définies  fourniraient  les  sommets  restants  j'y  z,  t. 

362.  Remarque  II,  —  Étant  donnés  les  sommets  x  et  y 
de  deux  quelconques  des  quatre  cônes  12. .  .8,  on  peut 
construire  par  la  règle  seulement  la  droite  qui  réunit  les 
deux  autres  sommets , 

§  IV.  —  De  quelques  problèmes  sur  les  cônes  du  second 

degré. 

363.  Un  plan  transversal  quelconque  rencontrant  une 
courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et  un  pentagone  gauche 
inscrit  à  cette  courbe  suivant  un  quadrangle  et  un  penta- 
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gone  plans  conjugués  à  une  mênae  conique  C  (n^  330, 
p.  371)^  si  le  plan  transversal  est  tel  (^gf.  79)1  que  les 
sommets  x  eij"^  zeît  de  ce  quadrangle  se  confondent  deux 
à  deux,  les  droites  conjuguées  xt  eïjz  se  confondront  en 
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même  temps  suivant  une  même  droite  XZ-,  et  cette  der- 
nière devant  contenir  son  propre  pôle  par  rapport  à  la  co- 
nique C  sera  tangente  à  cette  conique.   ' 

C'est  ce  qui  se  produit  en  particulier  pour  la  section 
d'une  courbe  gauche  C4  par  l'un  quelconque  des  plans  tan- 
gents à.  l'un  des  cônes  du  second  ordre  menés  par  cette 
courbe.  La  section  correspondante  du  cône  doit  se  réduire, 
en  effet,  à  un  système  de  deux  droites  coïncidentes  formées 
de  deux  côtés  opposés  xt^yz  du  quadrangle  déterminé  dans 
la  courbe  par  le  plan  sécant,  et  le  système  de  ces  côtés  à 
une  droite  unique  XZ  qui  touche  la  conique  conjuguée 
au  pentagone  plan  dérivé  d'un  pentagone  quelconque  in- 
scrit à  la  courbe  primitive..  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  Von  considère  tous  les  cônes  du  second  ordre  menés 
en  nombre  infini  par  cinq  points Jixes  1 ,  2, . .  . ,  5  tangen- 
tiellement  à  un  plan  donné,  V ens^eloppe  des  génératrices 
de  contact  de  ces  cônes  et  de  ce  plan  est  une  conique  :  la 
conique  conjuguée  au  pentagone  gauche  1  2 ...  5  o\\  au 
pentagone  plan  déiiy^é  de  celui-là, 

364.  On  peut  d'ailleurs  établir  directement  ce  théorème 
de  la  manière  suivante. 
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Rapportons  Tun  quelconque  des  cônes  dont  il  s^agit 
(fig-  80)  à  un  irîèdre  variable  (5,  oGG')  formé  du  plan 
tangent  donné  soG^  A  =  o,  d'un  second  plan  tangent  va- 
riable 50 G',  B  =  o,  issu  d'une  origine  fixe  o  prise  arbitrai- 

Fig.  80. 

y 


I 
I 


s 

■  n 


/ 


0 


I 


'        ''  s 

.    /A        . 

\ 


rement  dans  le  premier,  et  enfin  du*  plan  5GG',  X  =  o 
mené  par  les  génératrices  de  contact  des  deux  précédents. 
L'équation  correspondante  de  ce  cône, 

m.ABz=X\ 

appliquée  à  chacun  des  points  donnés  1,  .  .  .,  5,  entraîne 
une  suite  d'égalités  que  l'on  peut  écrire 

X^  X^  • 

(0)  /?j.B,  — --i, . ..,      m.Bs=:-^'^ 

Al  As 

et  ces  valeurs  étant  portées  dans  la  relation 

(1)  fx,.B,-f- fii2.B2 -+-...  H- 1x5.65=:  o, 

à  laquelle  donnent  lieu  les  distances  de  cinq  points  déter- 
minés k  un  plan  quelconque  B  =  o,  il  vient 

,      ^  XJ      .  XJ 

(2)  p,  -—  -f.  ..H-  p5-T^  =  o: 

A,  As 

ou  encore,  et  après  avoir  fait  passer  dans  les  coefficients  les 
nombres  fixes  Ai,...,A5  qui  mesurent  les  distances  des 
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points  1  ^ . . . ,  5  au  plan  tangent  donné  A  =  o, 

(^')  y\xî=o. 

Telle  est  la  relation  entre  les  distances  Xj, . .  . ,  X5  des 
points  donnés  1, .  . . ,  5  au  plan  mobile  X  =  0,  ou  Téqua- 
lion  tangentielle  de  son  enveloppe,  laquelle  apparaît  d'a- 
bord comme  une  surface  du  second  ordre  conjuguée  au 
pentagone  gauche  12... 5.  Mais,  si  Ton  remarque  que 
pour  chacun  des  cônes  considérés  le  plan  X  =  o  peut 
tourner  d'une  manière  quelconque  autoi^r  de  la  génératrice 
de  contact  (o  =  A  =  X)  de  ce  cône  et  du  plan  tangent 
donné  A  =  o,  ou  autour  de  sa  propre  trace  sur  ce  plan,  on 
reconnaît  aussitôt  que  Téquation  (2')  doit  définir,  non 
l'enveloppe  même  du  plan  mobile  X  =  o,  mais  seulement 
celle  de  sa  trace  sur  le  plan  donné  A  =  o.  Cette  enveloppe, 
ou  la  surface  représentée  par  l'équation  (  2'),  se  réduit  donc 
à  une  conique  y  située  dans  le  plan  tangent  donné  A  =  o,  et 
conjuguée  au  pentagone  gauche  1  2. .  .5,  ou  au  pentagone 
plan  qui  aurait  pour  sommets  successifs  les  traces  des  côtés 
successifs  de  celui-là  sur  le  plan  donné  A  =  o. 

365.  Problème  XII.  —  Déterminer  le  sommet  d'un 
cône  du  second  ordre  défini  par  six  points  i,  2, .  .  . ,  6  et 
un  plan  tangent. 

La  génératrice  de  contact  oz  du  cône  que  l'on  cherche  et 
du  plan  tangent  donné  zox  est  tout  d'abord  désignée,  par  le 
théorème  précédent,  comme  l'une  des  quatre  tangentes 
communes  à  deux  coniques  (*)  que  l'on  peut  construire, 
situées  l'une  et  l'autre  dans  ce  plan,  et  respectivement  con- 

C*^)  Six  points  situés  d^une  manière  quelconque  dans  Tespace  donnant 
lieu  à  n  pentagones  gauches  12345,  23456,  34561,...,  ou  an  pentagones 
plans  ayant  pour  sommets  successifs  les  traces,  sur  un  plan  quelconque, 
des  côtés  successifs  des  précédents  :  les  coniques  conjuguées  aux  n  der- 
niers pentagones  sont  inscrites  à  un  même  quadrilatère. 
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juguées  aux  pentagones  gauches  12345,  23456  formés  de 
cinq  des  points  donnés,  ou  aux  pentagones  plans  dérivés 
de  ceux-là  (fig,  8i). 

Fig.  8i. 
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Une  fois  déterminées  cette  génératrice  oz  et  sa  trace  o 
sur  le  plan  i23,  la  position  du  sommet  5  en  résulte  d'une 
manière  bien,  simple.  L'on  a,  en  effet,  quatre  points 
i,  2,  3,  o  de  la  section  du  cône  correspondant  par  le  plan 
123,  et  la  tangente  ox  ^n  Tun  de  ces  points.  Cette  section 
est  déterminée,  et  Von  peut  construire  sa  deuxième  trace 
4'  sur  le  plan  mené  par  la  génératrice  oz  et  le  point  4.  Me- 
nant ensuite  la  droite  indéfinie  44',  le  sommet  cherché  s  se 
trouvera  au  point  de  rencontre  de  cette  droite  et  de  la  gé- 
nératrice oz. 

Cette  génératrice  est  d'ailleurs  susceptible  de  quatre  dé- 
terminations distinctes,  et  le  problème  proposé  admet 
quatre  solutions.  Le  problème  du  cylindre  parabolique  dé- 
fini par  six  points  est  compris  dans  celui  que.  l'on  vient  de 
résoudre. 

366.  Problème  XIII.  —  Déterminer  le  sommet  d^un 
cône  du  second  ordre  défini  par  quatre  points  et  deux 
plans  tangents  (AB  =  o). 

La  trace  du  cône  sur  le  plan  4  23  {Jig»  82)  est  déterminée, 
bien  que  de  quatre  manières  différen  les,  par  trois  points  1,2,3 
et  deux  tangentes  oa,  ob\  il  ne  reste  donc  plus  qu'à  mener 
par  le  quatrième  point,  4,  une  droite  qui  s'appuie  à  la  fois 
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sur  Tune  des  coniques  (1,2,  3,  a,  6)  que  l'on  vient  de 
définir  et  sur  la  droite  d'intersection  os  des  deux  plans 
tangents  donnés.  Les  droites  menées  du  point  4  à  Tune 
ou    à  l'autre  des    deux  traces  4'  ou  4"  du   plan   (4,  os) 

Fig.  82. 


sur  cette  conique  remplissent  cette  double  condition  ;  et 
leurs  traces  sur  la  droite  os  sont  les  sommets  de  deux  des 
cônes  cherchés.  ^ 

Le  problème  proposé  admet  donc  4X2  ou  huit  solu- 
tions distinctes. 

Mais  on  peut  procéder  autrement  et  traiter  à  la  fois  le 
problème  proposé  et  le  problème  plan  auquel  il  se  réduit. 

Si  Ton  représente,  en  ciTet,  par  la  seule  équation 

le  cône  cherché,  ou  la  conique  qui  en  marque  la  trace  sur 
le  plan  123,  on  pourra,  des. égalités 

X,=X.AiB|^      Xj^^^AjB],      Xj  =1:=  A.  A3  Bj,      X^  ::=:  A.  A4B4, 

résultant  de  la  situation  des  |)oints  1^  2,  3,  4  sur  ce  cône, 
des  points  1,  2,  3  sur  cette  conique,  déduire  les  proportions 


±:  X,  :  X,  :  X3  :  X4  =  v'A,  B,  :  ^A,Ba  :  ^/a,  b,  :  )/a,  b,. 

Le  plan  ou  la  droite  que  l'on  cherche  X=  o  se  trouvent 
donc  définis,  par  les  rapports  de  leurs  distances  aux  points 


I 
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1  et  2,  i  et  3,  1  et  4,  ou  aux  seuls  points  1  et  â,  i  et  3;  de 
telle  sorte  que  Ton  peut  construire,  bien  que  de  deux  ma- 
nières différentes,  à  cause  de  Pambiguïté  des  signes,  leurs 
traces  respectives  sur  chacune  des  droites  1 2, 1 3, 1 4,  ou 
sur  les  seules  droites  12  et  13.  On  aura  donc  ainsi  2. 2.2 ou 
8  déterminations  distinctes  du  plan  X  =  o  mené  suivant 
les  génératrices  de  contact  des  deux  plans  tangents  donnés 
et  du  cône  (1 ,  2,  3,  4)  que  l'on  cherche  5  et  seulement  2 .2  ou 
4  déterminations  différentes  de  la  corde  de  contact  X  =  o 
de  la  conique  (1,  2,  3)  et  des  deux  tangentes  données. 

367.  Problème  XIV.  —  Construire  un  cône  du  second 
degré  défini  par  deux  points  et  trois  plans  tangents  ou 
une  conique  définie  par  trois  tangentes  et  deux  points 

C/îg:.83). 

Fig.  83. 
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Cherchons  le  pôle  X  =  o  de  la  corde  qui  réunit  les 
deux  points  donnés  A.B  =  05  et,  à  cet  effet,  appliquons 
Téquation  tangentielle  de  lar  conique  cherchée 


X^^X.AB 


à  chacune  des  tangentes  données  1,  2,  3.  L^élimination  du 
paramètre  'k  entre  les  égalités  résultantes 
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entraînant  les  proportions 

dzX,  :  X,  :  X3=:  v^A,  B,  :  v^aTbT:  v/ÂTb^  : 

ou  connaît  les  rapports  des  distances  à  deux  quelconques 
des  tangentes  données  i,2,  3du  pôle  inconnu  X,  qui  se 
trouvera  dès  lors  au  point  d'intersection  de  deux  droites 
susceptibles  Tune  et  l'autre,  à  cause  de  l'ambiguïté  des 
signes,  de  deux  déterminations  distinctes,  et  que  l'on  peut 
construire. 

368.  Problème  XV. —  Déterminer  le  sommet  d^un  cône 
du  second  ordre  défini  par  cinq  points  et  une  génératrice 
rectiligne, 

La  question  peut  d'abord  se  traiter  dans  le  plan,  et  l'in- 
tervention du  théorème  de  Pascal  permet  de  la  réduire  à 
ce  problème  connu  susceptible,  comme  on  sait,  de  deux 
solutions  distinctes  :  inscrire  à  un  triangle  donné  un  se- 
cond triangle  dont  les  côtés  passent  respectiv^ement  par 
trois  points  donnés. 

Mais  au  lieu  de  transporter  dans  le  plan  le  problème 
proposé,  qui  est  solide,  on  le  résout  plus  simplement  dans 
l'espace  en  observant  que,  assujettis  à  passer  l'un  et  l'autre 
par  les  points  1 , . .  . ,  5  et  à  avoir  une  génératrice  commune 
dans  la  droite  donnée  OZ,  les  deux  cônes  cherchés  se  cou- 
peront suivant  une  cubique  gauche^  laquelle,  de^^ant  pas- 
ser par  chacun  des  points  1 , . . . ,  5  ef  s'appuyer  en  deux 
points  S,  S'  sur  la  droite  OZ^  se  trouve  entièrement  déter- 
minée. D'ailleurs,  comme  chacun  des  cônes  ayant  pour 
sommet  l'un  des  points  d'une  cubique  gauche,  et  pour  di- 
rectrice cette  courbe  elle-même,  est  du  second  ordre;  on 
aura,  dans  les  droites  menées,  de  l'un  qtielconque  des  deux 
points  S,  S',  à  l'autre  et  aux  points  donnés  1 , . .  . ,  5,  six  gé- 
nératrices d'un  même  cône  du  second  ordre;  dans  ces  points 
eux-mêmes,  S,  S',  les  sommets  des  deux  cônes  que  l'on 
cherche.  Le  problème  est  donc  ramené  à  la  recherche  des 
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.  deux  traces  S,  S'  d^une  droite  donnée  OZ  sur  une  cubique 
gauche  assujettie  à  s^ appuyer  en  deux  points  sur  cette 
droite  et  à  passer  en  outre  par  cinq  points  donnés.  Or  les 
côtés  d^un  triangle  (iSS')  inscrit  à  une  cubique  gauche, 
et  ceux  du  quadrilatère  2345  déterminé  par  le  plan  de  ce 
triangle  dans  un  tétraèdre  (2345)  inscrit  à  la  courbe^ 
font  sept  tangentes  d^une  même  conique  (n°  287,  p.  323)  : 
et  Ton  connaît  ici  le  plan  (ISS')  ou  (1,  OZ)  de  cette  co- 
nique et  cinq  de  ses  tangentes  qui  sont  les  côtés  du  quadri- 
latère 2345  et  la  droite  SS'  ou  OZ.  On  pourra  donc  mener 
du  point  1  à  cette  courbe  deux  nouvelles  tangentes  1  S,  IS', 
et  leurs  traces  sur  la  droite  OZ  fourniront  les  sommets  des 
deux  cônes  répondant  à  la  question. 
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CHAPITRE  XII. 

PROPRIÉTÉ  DE  NEUF  PLANS  ASSOaÉS. 

Sommaire.  —  Des  sarfaces  du  second  ordre  inscrites  à  un  même  groupe  de 
huit  plans  et  de  la  développable  du  quatrième  degré  circonscrite  à 
toutes  ces  surfaces.  —  Propriété  de  neuf  plans  associés  quelconques,  et 
translation  du  théorème  corrélatif  de  celui  de  Desargues  à  la  figure 
formée  de  neuf  plans  tangents  d'une  développable  D^.  —  Construction, 
à  Vaide  de  ce  théorème,  d'un  neuTième  plan  tangent  à  la  surface  et  des 
éléments  principaux  d'un  paraboloide  ou  d'une  conique,  définis  par 
huit  plans  tangents. 


§  I.  —  De  la  propriété  de  six  tangentes  d^une  conique 
transportée  à  neuf  plans  tangents  d^une  déi^eloppable 
de  la  quatrième  classe, 

369.  Un    plan    mobile   étant    rapporté   à   un    système 
d'axes  ox,  oy,  oz  par  une  équation  de  la  forme 

(O)       •  ^  .rX-t-7Y-|-zZ=::l, 

le  mouvement  de  ce  plan  et  la  nature  de  la  surface  qu'il 
enveloppe  dépendent  uniquement  de  la  forme  de  la  rela- 
tion que  l'on  voudra  établir  entre  les  paramètres  X,  Y,  Z 
qui  figurent  dans  son  équation.  Si  celle  relation  est  du 
premier  degré,  par  rapport  à  ces  paramètres,  ou  du  se- 
cond, ou  du  w''"**,  Tenveloppe  du  plan  mobile  est  de  la 
première  classe,  ou  de  la  seconde,  ou  de  la  /i'*'"',  confor- 
mément au  nombre  i,  ou  2,  ou  /z  des  plans  que  Ton  peut 
mener,  par  une  droite  quelconque 

o  =  a:X,  -hjY,  H-  zZ,  —  I  =:arX, -HrYaH-aZ,  —  i, 

tangentiellement  à  cette  enveloppe. 

Considérons  en  particulier  le  cas  d'une  enveloppe  de  la 
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seconde  classe  y  et  soit 

j/(X,Y,Z)     ou     flX'-l-û'Y»-4-fl''Z»4-2^YZ 
^-     \       H-2fc'ZX-h2^>"XY-4-2cX-h2c'Y-h2c"Z-+-^  — o 

la  relation  correspondante,  du  second  degré,  entre  les 
paramètres  X,  Y,  Z,  ou  V équation  tangentielle  de  la  sur- 
face (Plucker).  Si  Ton  exprime  que  cette  surface  touche 
chacun  des  huit  plans  donnés 

•rX,  -*-jY,  H-  zZ,  =  I,. .  .,     jrXg+rYs  -f-  zZ8  =  1, 

les  égalités  résultantes 

/(X,,  Y,,  Z,)  =  o,. .  .,    /^Xs,  Yg,  Zg)  =  o 

permettent  d'exprimer  linéairement  huit  des  coefficients 
indéterminés  a,  a',  a"^  b..  . .  en  fonction  des  deux  autres, 
a  et  a'  par  exemple.  Ceux-ci  restent  seuls  arbitraires,  et, 
ces  diverses  expressions  étant  substituées  dans  Téqua- 
tion  (i),  elle  prend  la  forme 

(i')  ".  flF(X,  Y,  Z)4-û'F,(X,  Y,  Z)=:o. 

Toute  surface  de  la  seconde  classe  menée  tangentielle- 
ment  aux  huit  plans  donnés  touche  donc  en  outre  une 
infinité  d^autres  plans,  savoir  :  tous  les  plans  tangents 
communs  aux  deux  surfaces  représentées  par  les  équations 
tangentielles 

(2)  F(X,  Y,  Z)  =  o,       . 

(3j  F.(X,  Y,  Z):=o, 

ou  tous  les  plans  tangents  à  la  développable  qui  leur  est 
circonscrite. 

Le  nombre  des  plans  tangents  communs  à  deux  cônes 
concentriques  du  second  ordre  étant  égal  à  quatre,  par 
chaque  point  de  T espace  on  pourra  mener  quatre  plans 
tangents  communs  aux  surfaces  (2),  (3) ,  ou  quatre  plans 
tangents  à  la  déi^eloppable  qui  leur  est  circonscrite  et  qui 
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est  dès  lors  de  la  quatrième  classe.  Huit  plans  tangents 
d'une  telle  développable  la  déterminent  donc  entièrement; 
et  neuf  quelconques  de  ces  plans  sont  toujours  associés ^ 
ou  tels  que  toute  surface  du  second  ordre  menée  tangen- 
tiellement  à  huit  d'entre  eux  touche  d'elle-même  le  der- 
nier. On  a  donc  ce  théorème  : 

Toutes-  les  surfaces  du  second  ordre  que  Von  peut 
inscrire  à  un  groupe  donné  de  huit  plans  s'inscri\^ent 
déciles -mêmes  à  une  développable  de  la  quatrième  classe, 
laquelle  touche  à  son  tour  chacun  des  huit  plans  donnés 
et  se  trouve  déterminée  par  V ensemble  de  ces  plans.  En 
outre,  neuf  plans  tangents  à  une  telle  déueloppahle  sont 
toujours  associés  :  et  leurs  distances  P, . . . ,  P^  à  u^i  point 
quelconque  ^/e  V espace  satisfont  g  V identité  caractéris- 
tique (n°136,  p.  i38) 


s 


9 

3 


X,Pf  =  o. 

370.  Corollaire  I.  —  Un  hexaèdre  et  un  angle  trièdre, 
circonscrits  l'un  et  r autre  à  une  déi^eloppahle  de  la 
quatrième  classe,  sont  toujours  conjugués  à  un  même  cône 
du  second  ordre, 

371.  Corollaire  IL  —  De  même,  un  tétraèdre  et 
un  pentaèdre  circonscrits  à  une  telle  dés^eloppahle  D4, 
sont  toujours  conjugués  à  une  même  surface  du  second 
ordre, 

■ 

372.  Corollaire  III.  —  Enfin  si  l'on  suppose  que 
quatre  des  neuf  plans  tangents  considérés  concourent  en 
un  même  point,  ce  dernier  théorème  subsiste  encore, 
mais  avec  une  simplification  qui  perixiet  de  le  considérer 
comme  l'analogue  du  théorème  corrélatif  de  celui  de  De- 
sargues.  Rapprochées  Tune  de  l'autre,  les  deux  proposi- 

^7 
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lions  peuvent,  en  effet,  s'énoncer  ainsi  : 


Un  quadrilatère  circonscrit  à 
une  conique  y  et  P angle  formé  des 
tangentes  menées  à  la  courbe  par 
un  point  quelconque  y  sont  tou- 
jours conjugués  à  une  même  el- 
lipse évanouissante  :  un  système^ 
de  deux  droites,  réelles  ou  ima- 
ginaires y  issues  fin  point  consi- 
déré. 


I 


Un  pentaèdre  circonscrit  h 
une  développable  de  la  quatrième 
classe  y  et  l'angle  solide  tétraèdre 
formé  des  plans  tangents  menés 
à  la  surface  par  un  point  quel- 
conquCy  sont  toujours  conjugués 
à  un  même  ellipsoïde  évanouis- 
sant :  un  cône  de  second  ordre  y 
réel  ou  imaginaire  y  ayant  /}our 
sommet  le  point  considéré. 


Tontes  ces   propositions  s^établiraient  d'ailleurs  de   la 
même  manière  que  leurs  corrélatives  (n°  330,  p.  371). 


§  II.  —  y4 pplications  des  piincipes  précédents. 

373.  Problême  I.  —  Une  développable  de  la  quatrième 
classe  étant  dêjinie  par  huit  plans  tangents  1 , . .  .5,  X,  Y,  Z, 
tncner  à  la  surface  un  neuv^ième  plan  tangent  par  le 
point  de  concours  de  trois  quelconques  des  proposés. 

Soient  O  ce  point  de  concours,  et  XYZT  Tangle  solide 
tétraèdre  formé,  autour  de  ce  point,  par  trois  des  plans 
donnés  et  celui  que  Ton  cherche.  Imaginons  un  pentagone 
gauche  12... 5  ayant  pour  côtés  successifs  les  intersec- 
tions successives  des  plans  1,  2, .  .  .5  pris  dans  un  ordre 
quelconque.  Les  plans  des  angles  successifs  de  ce  penta- 
gone pouvant  remplacer  les  plans  1, . .  .5  avec  lesquels  ils 
coïncident,  on  verra,  par  le  théorème  précédent,  que 
Tangle  solide  tétraèdre  (O,  XYZT)  et  le  pentaèdre  1 . .  .5, 
ou  le  pentagone  gauche  qui  le  remplace,  sont  conjugués 
l'un  et  l'autre  à  un  même  cône  du  second  ordre  décrit  au- 
tour, du  point  O  comme  sommet  :  de  telle  sorte,  en  parti- 
culier, que  le  plan  polaire  correspondant  de  chacun  des 
sommets  du  pentagone  passe  par  le  côté  opposé.  Il  en  ré- 
sulte que  si  Ton  coupe  par  un  plan  quelconque  H  l'angle 
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solide  XYZT,  et  que  l'on  fasse ,  sur  le  même  plan  et  sui- 
vant le  point  de  vue  O,  la  perspective  du  pentagone  gauche 
1 .  .5^  le  quadrilatère  et  le  pentagone  résultants,  XYZT  et 
1'. .  .5',  seront  conjugués  à  une  même  conique.  Or  la  seule 
donnée  du  pentagone  1'. .  .5',  qui  est  entièrement  connu, 
définit  la  conique  conjuguée 5  et  Ton  peut  déduire  direc- 
tementde  ce  seul  pentagone  le  pôle  d'une  droite  quel- 
conque, comme  on  Ta  vu  déjà*,  ou  la  polaire  d'un  point 
donné  (n°  332,  p.  374).  On  déterminera  donc,  h  l'aide 
du  pentagone  1'. .  .5',  les  polaires  des  points 

X'.Y',     Y'.Z'; 

et  l'on  aura,  dans  les  traces  respectives  de  ces  polaires  sur 

les  droites, 

Z',     X', 

deux  points  du  dernier  côté  T'  du  quadiilatère  X'Y'Z'T'; 
dans  le  plan  mené  par  ces  traces  et  le  point  de  vue  O,  le 
neuvième  plan  tangent  T  que  l'on  voulait  conslruiie. 

374.  Problèmes  II,  III,  IV.  —  Une  dé^eloppable  fie 
la  quatrième  cfasse  étant,  définie  par  huit  plans  tangents, 
construire  les  dii^ers  plans  tangents  que  Von  peut  mener 
à  cettie  surface  par  un  point  pris  à  volonté  dans  V espace, 
ou  sur  Vun  des  proposés,  ou  sur  Vune  de  leurs  droites 
d^  intersection. 

Des  considérations  toutes  semblables  à  celles  qui  ont 
été  employées  déjà  dans  les  problèmes  corrélatifs  pour  les 
courbes  gauches  du  quatrième  ordre  s'appliqueraient  en- 
core aux  problèmes  actuels,  comme  à  plusieurs  de  ceux 
qu'il  nous  reste  à  indiquer,  et  sur  lesquels,  par  cette 
raison,  nous  n'insisterons  pas  autrement  (n°'  338-342). 

375.  Problèmes  V,  VI.  —  Une  développable  de  la 
quatrième  classe  étant  définie  par  huit  plans  tangents , 
construire  la  tangente  à  V arête  de  rehroussement  de  la 

25. 
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surface  qui  tombe  dans  l'un  des  proposés,  ainsi  que  le 
point,  de  contact  da  cette  tangente  et  de  la  courbe 
(n^- 344-349,  p.  382). 

Scolie.  —  Il  resterait  à  construire  le  cercle  osculateur  de 
Taréie  de  rebroussenient  ;  mais  ce  nouveau  problème,  quoi- 
que tout  semblable  à  celui  que  nous  avons  résolu  déjà  pour 
les  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  (n^  3oO,  p.  SSp), 
n^en  est  aucunement  le  corrélatif;  et  les  considérations  que 
nous  avons  employées  pour  celui-là  ne  s'y  appliquent  plus. 
Comment  y  suppléer?  Et  si  les  considérations  dont  on 
parle  ne  sont  plus  d'aucun  effet  pour  la  détermination  du 

cercle  osculaieur,  ou  de  son  rayon  — »  quel  est  du  moins, 

pour  Tarète  de  rebroussement  de  la  surface  actuelle,  le 
rapport  différentiel  qu'elles  nous  permettent  de  détermi- 
ner? La  réponse  à  cette  dernière  question  est  assez  facile. 
Et  comme  l'un  de  nos  théorèmes  antérieurs  sur  les  dépen- 
dances qui  existent  entre  neuf  plans  tangents  d'une  même 
développable  D*  exprime  que  l'hexaèdre  et  le  trièdre 
formés  de  neuf  plans  osculateurs  de  l'arête  de  rebrousse- 
ment sont  conjugués  à  un  même  cône  du  second  ordre; 
on  voit  d'abord  que  le  rapport  différentiel  susceptible 
d'être  déterminé  par  ce  théorème,  lorsqu'on  imagine  que 
les  trois  faces  du  trièdre  qui  y  figure  tendent  à  se  con- 
fondre, ne  peut  être  que  l'un  de  ceux  auxquels  donne 
naissance,  dans  une  courbe  gauche  quelconque,  la  consi- 
dération de  trois  plans  osculateurs  consécutifs.  Et  si  Ton 
examine  la  question  de  plus  près,  on  trouve  enfin,  entre 
tous  ces  rapports,  celui  que  détermine  réellement  notre 
théorème,  et  qui  n'est  autre  que  le  quotient  des  deux 
courbures  de  l'arête  de  rebroussement  :  ou  le  rajon  de 
courbure  géodésique  de  son  indicatrice  sphérique. 
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§  III.  —  Construction  des  éléments  principaux  d^wi 
paraboloïde  ou  d'une  conique  définis  par  huit  plans 
tangents, 

376.  Problème.  —  Déterminer  Vaxe  et  le  sommet 
d^un  paraboloïde  déjini  par  huit  plans  tangents. 

La  direction  générale  des  diamètres  résulte  d'abord  d'un 
théorème  antérieur  ;  et  si  l'on  forme,  avec  les  plans  donnés, 
1,. .  .8,  les  trois  hexaèdres  123456,  234567,  345678, 
l'axe  radical  des  sphères  conjuguées  de  ces  hexaèdres  re- 
présentera simultanément  le  lieu  des  centres  de  toutes  les 
surfaces  inscrites  aux  huit  plans  donnés  et  la  direction 
des  diamètres  du  paraboloïde  inscrit  (n°*  H5,  p.  109). 

On  sait  d'ailleurs  que  la  sphèi'e  diagonale  d'un  ellip- 
soïde quelconque  et  la  sphère  conjuguée  d'un  hexaèdre 
circonscrit  sont  toujours  orthogonales  (n°  H7,  p.  110); 
et  si  l'on  imagine  que  l'ellipsoïde  se  transforme  en  un 
paraboloïde,  on  en  conclut  que  le  plan  diagonal  de  tout 
paraboloïde' et  la  sphère  conjuguée  d'un  hexaèdre  cir- 
consent  se  coupent  orthogonale  ment  :  ou  que  ce  plan 
contient  le  centre  de  cette  sphère.  Le  plan  des  centres  des 
trois  sphères  précédentes  représente  donc  le  plan  diagonal 
du  paraboloïde  que  l'on  veut  construire^  et  telle  est  d'ail- 
leurs la  définition  de  ce  plan  pour  un  paraboloïde  quel- 
conque, qu'il  forme  le  lieu  géométrique  des  sommets  de 
tous  les  trièdres  trirectnngles  circonscrits  : 

(P)  ^^/7=-^-' 


(P.D)  ,r:=-.fL:rJL. 

2 

On  connaît  donc  cinq  plans  tangents  et  le  plan  diagonal 
du  paraboloïde  cherché,  dont  le  sommet  se  trouvera  dès 
lors  au  point  de  concours  de  trois  plans  que  Ton  peut 
construire,  comme  nous  Talions  voir. 
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377.  Le  lieu  du  sommet  des  paraboloïdes  inscrits  à  un 
trièdre  donnée  et  dont  le  plan  diagonal  est  aussi  donnée 
se  réduit  à  un  plan  que  l'on  peut  déterminer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

i).  L'un  de  ces  paraboloïdes  étant  rapporté  d'abord  à  son 
axe  ox  et  à  ses  plans  principaux  par  Téquation  ordinaire 


yi  ^2 


—   H-  ~  =  IX, 

P  P 

on  sait  que  Tun  quelconque  de  ses  plans  tangents  est  dé- 
fini par  une  équation  de  la  forme 

/?cos*S -hp' cos*7 

X  cos  a  -h  r  ces  p  -f-  3  COS7  = ' 

^  2C0Sa 

11  en  résulte  (en  désignant  par  p,  p'  les  demi-paramè- 
tres principaux  d'un  paraboloïde  quelconque,  par  x,  y^  z 
les  directions  de  son  axe  et  des  tangentes  au  sommet  de  ses 
paraboles  principales)  que  la  distance  P  du  sommet  du 
paraboloïde  à  l'un  quelconque  de  ses  plans  tangents  peut 
s'exprimer  à  l'aide  de  la  formule  suivante  : 

(I)  /;cos'  (N,  j)  4- /?'  cos^  (N,  2)  =  —  2P  cos(N,  .r), 

où  N  désigne  la  direction  de  la  normale  au  plan  tangent 
considéré. 

Rapportons  actuellement  l'un  quelconque  des  parabo- 
loïdes précédents  à  trois  axes  rectangulaires  quelconques 
ox,  oj,  oz  dont  le  premier  toutefois  soit  dirigé  perpendi- 
culairement au  plan  diagonal  donné;  et  désignons  par 
w,  p'  les  demi -paramètres  principaux  de  ce  paraboloïde; 
par  o,  p,  7;  o,  (3',  7'  les  cosinus  directeurs  des  tangentes 
au  sommet  de  ses  deux  paraboles  principales;  enfin  par 

P,P2P3^(fl,a:-}-  h,y  -^CyZ — p,)  (^,.r  4- 63J  H-  c-,z -- p^) 
les  trois  plans  tangents  donnés.  D'après  la  formule  (I),  et 
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conformément  à  la  notation  actuelle,  les  distances  P|,  Pf  »  Ps 
du  sommet  du  paraboloïde  à  ces  plans  tangents  satisferont 
aux  équations  suivantes  : 

(i)         p{b,p  -h  c.-^y-^p'ib,^'  -h  c,7')»  ■s=  —  2fl»  P., 

(2)  p(b,p  -h  c.yY  -^  p'  {b,f^'  -¥-  c,y' ,'  =:  -^  2a,9,, 

(3)  p  [b^p  -f-  C37)'  -f-  f?'(b,  p'  -h  c,Yj^  =  -  ia,  P3. 

Et  si,  désignant  par  X^,  X,,  X3  trois  coefficients  dont  les 
rapports  soient  définis  par  les  deux  conditions 

V^â  Vl»  V^« 

on  ajoute  membre  à  membre  les  équations  (i),  (2),  (3), 
respectivement  multipliées  par  ces  coefficients,  il  vient 

(4)  (/>+/>')  Vx.*î=~2V)..û.p.. 

Or  la  somme  p  -^p'  fies  demi-paramètres  principaux  est 
égale  à  deux  fois  la  distance  du  sommet  du  paraboloïde 
au  plan  diagonal;  ou  à  deux  fois  Tabscisse  x  du  sommet, 
si  Ton  suppose  que  le  plan  diagonal  se  confonde  avec  le 
plan  desj^z.  On  peut  donc  poser  p  -^  p''=^ix.  Et  le  lieu 
du  sommet,  rapporté  au  plan  diagonal  x  z=i  o  et  aux 
faces  Pj,  Pj,  Ps  du  trièdre  donné,  se  trousse  défini  par 
V équation  suivante  : 

(4')  Vx.fl.p, +^Vx,^î  =  o. 

11  ne  reste  donc  plus  qu'à  construire  le  plan  représenté 
par  cette  équation. 

2).  Or  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  diagonal  :r  =  o  es 
définie  par  l'équation 

(5)  \     À,fl,  (A,7  -f  c,2— ^,)=:0. 
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Cette  trace  coïncide  donc  avec  la  polaire  du  point 

(6)  ^.7  -^Cx^—Px__b,y-^r^z  —  p,_  b,y  +  c^z  —  p^ 

^1  ^2  «3 

par  rapport  à  la  courbe 

(7)  y    >i(^i7-f-  c,z—p,Y=o. 

D'ailleurs  le  point  (6)  n*est  attire  que  la  trace,  sur  le 
plan  diagonal  x=:  o,  d^ une  parallèle  à  la  direction  géné- 
rale des  diamètres  menée  par  le  sommet  Pj .  P, .  P3  du 
trièdre  donné  : 

^        .  ^i  ^j  fis 

(&)    {  I  J  3 

011 =...==: — î- ; 

et  il  résulte  de  la  forme  de  Téquation  (7)  associée  k  la 
définition  des  coefficients  i,,  Xf,  X,,  que  la  courba  (y)  nest 
autre  que  le  cercle  conjugué  du  triangle  F,  F,  F,  déterminé 
par  le  plan  diagonal  dans  le  trièdre  P|  PsPs»  On  connaît 
donc  déjà  une  droite  du  lieu  géométrique  des  sommets  de 
tous  les  paraboloïdes  considérés,  et  ce  plan  sera  déterminé 
si  Ton  peut  en  obtenir  un  nouveau  point. 

3).  Cherchons  pour  cela  le  sommet  du  paraboloïde  de 

révolution' 1 =  ix  appartenant  à  la  série  considé- 

p        p 

rée 5  et  soient  d'abord  ryix  ==-»  j=  o,  is  =  o  j    le  foyer 

de  ce  paraboloïde*,  fp  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
point  sur  l'un  quelconque  des  trois  plans  tangents  donnés 

Pi)  Pf)  P»* 

Le  point  p  appartenant   au  plan  tangent  au   sommet, 

j:  =  o,  si  Ton  prolonge  la  perpendiculaire y*p  d'une  quan- 
tité double  pm  =  ^J/Jy    le  point  m   tombera  sur  le  plan 
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diagonal  du  paraboloïde^  x  =  —  - — ^  =  — ^  =  —  p. 

Donc,    inversement,  si  de  chacun  des  points  m  du  plan 


diagonal  qui  est  connu,  on  mène  une  ordonnée  mp  perpen- 
diculaire à  l'un  des  plans  tangents  donnés  Pj  ou  Pj  ou  P,  ; 
et  que  l'on  prolonge  cette  ordonnée,  à  partir  de  ce  dernier 

plan,  d'une  quantité/?/ égale  à  sa  moitié,  pf=  -  ^P  •  le 

point  y  qui  résulte  de  cette  construction  décrira  un  plan 
déterminé  Hi,  ou  IIj,  ou  Ilg;  et  le  foyer  /  du  paraboloïde 
que  l'on  considère  se  trouvera  au  point  de  concours  des 
trois  plans  ïli,  IIj,  IIj.  Quant  au  sommet  cherché,  il  se 
trouvera  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  le 
plan  diagonal,  et  au  tiers  de  cette  perpendiculaire  à  partir 
du  foyer. 

378.  ÈtanV donnés  quatre  plans  tangents  P,,.  .  .,  P4 
et  la  direction  ox  des  diamètres ,  le  calcul  précédent  per- 
met encore  d'obtenir  le  lieu  décrit  par  le  sommet  du 
paraboloïde. 

Les  distances  P,,. .  .,  P4  d'un  point  du  lieu  aux  plans 
donnés  satisfont,  en  effet,  aux  quatre  équations 

(2)  p{b,fi  -4-  c,yY -h p' (b,p'  +  e,Y)'  :=:  ^  2  û^Pj, 

(3)  p  {b,^-h  c,yy-^p'(b,^'  -f-  c,Yj^  =  —  2^3P3, 

(4)        p  'M  +  <^aY-^p'[b^^'  -H  ^n'Y  =  -  2^4 p*- 

Et  si,  désignant  par  ij,...,  X4  quatre  coefficients  homogènes 
définis  par  les  conditions  suivantes 

(x)  o=^\^;=y\c;z=:y\.^.c„ 

on  ajoute  membre  à  membre  les  équations  (i),...,  (4), 
respectivement  multipliées  par  les  nombres  ^i,...,X4,  il 
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vient,  pour  le  lieu  décrit  par  le  sommet  du  paraboloïde, 

(5)  \     >,fl,P,  =0      ou        \     >,a,(fï,X-+-6|/-f-f|2  —  pi)=o. 

• 

Il  rçste  doue  seulement  à  construire  le  plan  représenté 
par  cette  équation. 

a).  Or  si  les  quatre  plans  donnés  P|,. .  .,  P4  concou- 
rent en  un  même  point  ot),  le  plan  (5)  passe  de  même  par 
le  point  Cl)  ;  et  il  est  aisé  d'en  définir  la  trace  sur  un  plan 
quelconque,  tel  que  x  =  o,  perpendiculaire  à  la  direction 
des  diamètres.  Cette  trace 

(6)  \    >,flf,P',  =0,      ou      \    >,o,(^ir  H-r.z--/?!)  =0, 

coïncide  effectivement  avec  la  polaire  du  point 

^  '       û|  /la  «3  «4 

par  rapport  à  la  courbe  représentée  dans  le  même  plan  par 
Téquation 

(8)  yX,P;»  =  0       ou       y    >,(^,J4-C-,Z— /7,)'r=0. 

D'ailleurs,  le  point  [y)  nesl  autre  que  la  trace,  sur  le 
plan  a:  =  o,  d^une  parallèle  à  la  direction  des  diamètres 
menée  par  le  point  de  concours  P, .  . .  P*  des  quatre  plans 
donnés  j  et  il  résulte  de  la  forme  de  Téquatiou  (8)  associée 
à  la  définition  des  coefficients  X],. .  .  X^,  que  la  courbe  (8) 
n^est  autre  que  la  médiane  du  quadrilatère  déterminé 
par  le  plan  x  =  o  dans  l'angle  solide  tétraèdre  Pj . .  .P4, 
ou  la  conique  évanouissante  formée  de  cette  médiane  et  de 
la  droite  à  Tinfini  (n°  231,  p.  262).  Les  rayons  vecteurs 
menés  du  pôle  (7)  à  la  polaire  (6)  se  trouvent  donc  divisés 
en  parties  égales  par  la  médiane.  Donc,  etc.  ^ 

3).  Si  les  plans  donnés  P^ ..  .,   P*  sont  quelconques, 
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on  pourrait  encore,  après  avoir  transporté  l'un  de  ces 
plans,  parallèlement  à  lui-même,  au  point  de  concours  des 
trois  autres,  déterminer,  par  la  construction  précédente,  la 
direction  du  plan  des  sommets;  car  cette  direction  est  indé- 
pendante de  la  position  absolue  des  plans  Pj, . . . ,  P4.  Mais 
le  lieu  général  des  sommets  se  peut  aussi  construire  direc- 
tement. Le  plan  (5)  n'est  autre,  en  effets  que  le  plan  po- 
laire du  point 

/_/\  ^__5i:r=  — =  — , 

«,        a^        a^       «4 

par  rapport  à  la  surface 

(b')  \    X,  PJ=o     ou     \    >,  (o,.r-f- ^ij  4- c,z  — /;,)*z=o. 

• 

Or  le  point  (7')  nesl  autre  que  le  point  à  r infini  dans  la 
direction  ox  des  diamètres,  et  il  résulte  de  la  définition 
des  coefficients  ^1,. .  .,^4,  associée  à  la  forme  de  Téqua- 
tîon  (8'),  que  la  surface  représentée  par  celte  équation  est 
un  paraboloïde  hyperbolique  déterminé ,  conjugué  au 
tétraèdre  P1...P4,  et  dont  Vun  des  plans  directeurs 
coïncide  avec  le  plan  a:  =  o.  La  section  de  la  surface  (8') 
par  un  plan  quelconque  x  z=  ol  parallèle  au  précédent  n'est 
autre,  en  eflet,  que  la  droite  unique  et  déterminée  repré- 
sentée par  l'une  des  équations 

(8")'    V^P';  =  0,      S[\[a,a,-^b,r'hc,z-p,Y  =  o\ 

OU  la  médiane  M  du  quadrilatère  intercepté  dans  le  té- 
traèdre Pj .  . .  P4  par  le  plan  sécant  considéré.  La  sur- 
face (8')  ne  ditlère  donc  pas  du  paraboloïde  déjà  défini,  et 
il  suffit  de  tracer  les  médianes  de  trois  pareils  quadrilatères 
pour  en  obtenir  trois  génératrices  distinctes  M,  M',  M'^ 
D'ailleurs,  une  fois  ces  génératrices  obtenues,  si  l'on  insère 
entre  la  première  et  la  seconde,  la  seconde  et  la  troisième, 
la  troisième  et  la  première  trois  segments  rectilignes  pa- 
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rallèles  à  la  direction  ox;  les  points  milieux  fi^  [i! ^  ^l"  de 
ces  s^ments  appartiendront  au  plan  polaire  du  point  à 
Vinfini  dans  la  direction  ox,  par  rapport  au  parabo- 
loïde  (8')  :  et  le  plan  pifJt'fA"  représentera  le  lieu  géomé- 
trique des  sommets  de  tous  les  paraboloïdes  que  Ton  con- 
sidérait d'abord. 

CoEOLLAiRE.  —  Étant  donnés  six  plans  tangents  et  la 
direction  générale  des  diamètres ,  on  peut  construire  le 
sommet  du  paraboloïde  par  le  seul  emploi  de  la  règle. 

379.  On  peut  aussi  déduire  des  mêmes  données  les 
plans  principaux  du  paraboloïde.  Mais  comme  cette  re- 
cherche suppose  la  détermination  préalable  de  Tun  des 
cônes  circonscrits^  nous  montrerons  d'abord  que,  dans  tout 
paraboloïde,  cinq  plans  tangents.  Pi . . .  Pg  =  o  et  la  di^ 
rection  des  diamètres,  o  =  Y  =.Z,  déterminent  un  nou- 
veau plan  tangent  P  =  o,  issu  du  point  de  concours  de 
trois  quelconques  des  proposés,  et  que  Von  peut  construire 
k  peu  de  frais.  Tous  les  paraboloïdes  qui  remplissent  ces 
conditions  admettent  en  effet  huit  couples  de  plans  conju- 
gués communs,  distincts  ou  coïncidents,  qui  sont,  en  dési- 
gnant par  J  le  plan  à  Vinfini  représenté  par  Téquation 
symbolique   i  =  o, 

Tous  ces  paraboloïdes  se  trouvent  donc  inscriplibles  à  une 
même  développable  de  la  quatrième  classe  (n**177,  p.  179), 
et  le  quatrième  plan  tangent  que  l'on  peut  mener  à  celle 
dernière  par  le  point  de  concours  PjPjPj  de  trois  des  pro- 
posés sera  commun  à  tous  ces  paraboloïdes.  Or  ce  qua- 
trième plan  P  =  o  est  défini  par  l'identité 

P'-hV  >.PÎ  -4-Ph- JY-f-JZ  =  o, 


ly' 


que  l'on  peut  écrire,  en  remplaçant  J  par  l'unité,  et  dési- 
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gnant  par  Y'  un  certain  plan  parallèle  à  la  direction  des 
diamètres, 

P»+ Vx.PÎ=Y-hZH-i=r; 

OU  enfin 

^  X.P?=Y'. 


"■^X 


Toutes  les  diagonales  de  l'hexaèdre  partiellement  indé- 
terminé PP, ...P5  appartiennent  donc  à  un  même  plan 
(n°  245,  p.  272),  Y' =  o,  lequel,  contenant  en  particulier 
les  points  milieux  des  quatre  diagonales  issues  du  point 
de  concours  PP1P2P3  des  quatre  premières  faces,  contien- 
dra la  parallèle,  à  la  droite  d'intersection  P4P5  des  deux 
dernières,  menée  à  égales  distances  de  cette  droite  et  du 
point  PPjPjPj.  Passant  dès  lors  par  une  droite  connue, 
parallèle  en  outre  à  la  direction  connue  des  diamètres,  le 
plan  médian  Y'  est  déterminé  et  peut  servir  ensuite  k  la 
détermination  du  plan  P  que  Ton  cherche.  Comme  il  doit 
contenir,  en  eflFet,  le  point  milieu  de  chacune  des  dia- 
gonales 

(P.P.P^,    PsPeP),      (PtP^Ps,    P.,P4P), 

le  plan  doublé  de  ce  plan  Y'  suivant  P  origine  de  la  pre- 
mière  de  ces  diagonales^  ou  de  la  seconde,  coupera  l'arête 
opposée  PsPs)  ou  P3P4,  en  un  nouveau  point  /?,  ou  /?',  du 
plan  cherché  P  =  o,  lequel  passant  déjà  par  le  sommet 
du  trièdre  P^P^Ps  se  trouve  entièrement  déterminé. 

380.  Étant  donnés  six  plans  tangents  et  la  direc- 
tion  Ox  des  diamètres,  on  saura  donc  définir,  par  cinq 
de  ses  plans  tangents^  le  cône  circonscrit  au  paraboloïde 
suivant  le  point  de  concours  O  de  trois  quelconques  des 
proposés.  Et  si  Ton  construit  ensuite,  relativement  à  ce 
cône,  le  plan  polaire  P  de  la  direction  Ox,  la  section 
.  du  cône  par  un  plan  quelconque  parallèle  à  celui-là  sera 
parallèle  et  homolhétique  à  la  courbe  de  contact  du  cône 
et  du  paraboloïde.  Cette  section  sera    d'ailleurs  définie 
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par  cinq  de  ses  tangentes;  îl  en  sera  de  même  de  sa  pro^ 
jection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  Ox  : 
et  les  plans  principaux  de  la  surface  seront  parallèles 
aux  axes  principaux,  les  plans  directeurs  aux  asymptotes 
de  celle  projection.  «  Toutes  les  sections  planes  d'un  pa- 
raboloïde  se  projettent  en  effet  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe,  suivant  des  courbes  homothétiques  dont  les 
axes  principaux  sont 'parallèles  aux  plans  principaux,  les 
asymptotes  aux  plans  directeurs  du  paraboloïde.  » 

Mais  on  peut  résoudre,  dans  Fespace  même,  le  problème 
plan  auquel  nous  venons  de  ramener  la  rechercbe  des 
plans  principaux. 

Rapportons,  en  effet,  le  cône  cir consent  précédent  aux 
faces  d'un  trièdre  conjugué  RiRtRs  que  l'on  peut  déduire 
géométriquement  de  ses  données  premières;  et  soient  : 


1 


X,Rj  =  o 


l'équation  de  ce  cône  ; 


X 


X,RÎ-fP2=0      ou |-___2X=:0 

P  P 


les  deux  formes  équivalentes  de  l'équation  du  paraboloïde. 
Ces  deux   formes,    rapprochées  l'une  de    Tau  ire,  en- 
traînent l'identité 


s 


^  «,       «,       Y»       Z' 

X.RÎ-hP^H h--7  —  2X  =  o; 

P        P 


et  celle-ci,  après  avoir  transporté  parallèlement  à  eux- 
mêmes,  en  un  même  point  O,  tous  les  plans  qui  y  figurent, 
permet  d'écrire  identiquement 

>    X.R7-hP'»  +  — H-fV  =  o. 
^1  P         P 

Les  plans  qui  suivent, 

R',R',R'3P'Y'Z'  =  o, 
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font  dès  lors  six  plaus  tangents  d'un  même  cône  du  second 
ordre.  On  connaît  d'ailleurs  les  quatre  premiers  de  ces 
plans  et  la  direction  Ox^  o  =  Y  =  Z,  de  Tinterseciion  des 
deux  autres.  Les  plans  diamétraux  conjugues  du  parabo- 
loïde  forment  donc,  autour  de  chacun  de  ses  diamètres  Ox, 
un  faisceau  en  ini^olution.  Ce  faisceau  est  défini  par  les 
deux  couples  de  plans  conjugués  menés,  de  la  droite  Ox^ 
aux  arêtes  opposées  de  l'angle  solide  tétraèdre  R',  .R',  .R3  .P' 
formé  de  quatre  premiers  plans*,  et  les  plans  piincipaux 
du  paraboloïde,  considérés  seulement  dans  leur  direction, 
coïncident  avec  les  plans  conjugués  orthogonaux  ;  les 
plans  directeurs  y  s'il  s'agit  d'un  paraboloïde  hyperbo- 
lique, avec  les  plans  doubles  du  faisceau  précédent. 

381.  Etant  donnés  un  cône  circonscrit  et  la  direction 
des  diamètres  y  Vaxe  du  paraboloïde  appartient  à  un  plan 
déterminé.  C'est  ce  qui  résulte  de  ce  théorème  :  dans  tout 
paraboloïde,  le  sommet  d\in  cône  circonscrit  quelconque  y 
la  direction  des  diamètres  et  le  centre  dhine  section  déter- 
minée dans  ce  cône  par  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
direction^  déterminent  un  plan  qui  contient  Vaxe  du  pa^ 
raboloïde, 

• 

382,  On  sait  que  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  que 
l'on  peut  inscrire  à  un  même  groupe  de  huit  plan  s  y  ou  à 
une  même  dév^eloppable  D4,  admettent  un  tétraèdre  conju* 
gué  commun  lequel  est  déterminé  par  les  plans  des  quatre 
coniques  qui  font  partie  de  la  série  considérée.  Proposons- 
nous  donc  seulement  de  déterminer  les  plans  des  quatre 
coniques  que  Von  peut  inscrire  à  un  groupe  donné  de 
huit  plans  1,2, ...,8,  ou  à  la  déi^eloppable  D4  qu^ils 
déterminent, 

1).  On  peut  d'abord  substituer,  aux  données  du  pro- 
blème, les  données  équivalentes  de  deux  octaèdres,  cir- 
conscrits l'un  et  l'autre  à  la  développable  D^,  et  ayant  un 
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sommet  commun  situé  au  point  de  concours  123  de  trois 
des  plans  donnés  [fig.  84) •  Construisant  en  effet,  par  le 

Fig.  ^, 


problème  I  (n°  373,  p.  4*8),  le  quatrième  pian  tangent 

m,     n^     p 

que  Ton  peut  mener  à  la  développable  D*,  par  chacun 
des  points 

•  •  • 

a  ou   123,     b  ou  S34,     c  ou  12/?, 

on  obtiendra  ainsi  trois  nouvelles  faces  d'un  octaèdre 

(O)  123/w4«/?7 

circonscrit  à  cette  développable  suivant  sept  de  ses  faces  et 
par  suite  aussi  suivant  la  huitième  a'  V c' ,  Une  construc- 
tion semblable  effectuée  sur  les  plans  1,2,3,5  fournirait 
de  même  un  second  octaèdre  circonscrit 

ayant  un  sommet  commun  (123)  avec  le  précédent  et  même 
angle  solide  tétraèdre  (I23m)  en  ce  sommet. 

2).  Cette  substitution  réalisée,  on  voit  que  Tune  quel- 
conque des  coniques  cherchées  est  inscriptible  à  chacun 
des  octaèdres  précédents.  Or  on  établirai t,  comme  pour  le 
problème  corrélatif,  que  le  plan  (Vune  conique  mobile, 
continuellement  inscrite  à  un  octaèdre  donnée  roule  sur 
une  développable  cubique  déterjninée,  laquelle  est  tan- 


CONSTRUCTIQM    DC    Phk»    DE   CES    COURBES.  4'^^ 

gente  aux  six  plans  distincts  que  Von  peut  conduire, 
autour  de  chacun  des  sommets  de  Toctaèdre,  parles  droites 
de  rencontre  des  faces  ^opposées  de  V  angle  solide  adja^ 
cent  (n«304,  p.  34i). 

3).  Reprenons  maînlcnanl  les  octaèdres  (O),  (O')  du 
n^  I  )  -,  et  soient  Ds,  D'3  les  développables  cubiques  sur  les- 
quelles roulent  les  plans  des  coniques  inscrites  à  l'un  ou  à 
l'autre  de  ces  octaèdres. 

Les  plans  des  quatre  coniques  que  l'on  cherche  devant 
loucher  chacune  de  ces  développables,  celles-ci  devront 
admettre  au  moins  quatre  plans  tangents  communs.  Mais 
on  voit  ici  qu'elles  en  admettent  cinq,  savoir  :  les  quatre 
plans  cherchés  Pi,*  . .,  P4,  et  le  plan  II  mené  par  les  in- 
tersections des  faces  opposées  de  l'angle  solijde  tétraèdre 
i23m  commun  aux  deux  octaèdres  précédents.  Or  c'est 
justement  à  l'aicle  de  ce  plan  II  que  Ton  peut  déterminer 
les  quatre  autres. 

Soient,  en  effet,  Q^^  C^  les  deux  coniques  déterminées 
dans  les  surfaces  D3 ,  D3  par  le  plan  II  qui  est  tangent  à  Tune 
et  à  l'autre.  Commj3  on  connaît,  indépendamment  du  plan  H, 
cinq  plans  tangents  de  chacune  de  ces  surfaces,  chacune  de 
ces  coniques  Cj,  C!^  sera  connue  par  cinq  de  ses  tangentes. 
On  pourra  donc  construire  les  quatre  tangentes  communes 
à  ces  courbes,  ou  les  traces  sur  le  plan  II  des  quatre  plans 
Pi,.  . .,  P4  que  l'on  cherche  et  que  l'on  obtiendra  enfin  en 
menant,  par  chacune  de  ces  traces,  un  plan  tangent  à 
l'une  ou  à  l'autre  des  surfaces  D3,  D3. 

Remarque.  —  Le  problème  proposé  dépend,  en  analyse, 
d^une  équation  du  quatrième  degré  résoluble  graphique- 
ment par  le  tracé  de  deux  coniques  :  et  c'est  à  ce  tracé  que 
se  ramène  aussi  la  détermination  des  tangentes  communes 
à  deux  de  ces  courbes.  (Chasles,  Traité  des  Sections 
coniques  y  p.  234)  , 


a8 


434  CHAPITRE    XIII. 


CHAPITRE  XIII. 

PRWRIËTÊS  GÉNÉRALES  DES  œURBES  ET  DES  SURFACES 

DU  SECOND  ORDRE. 

SmouiKE  —  De  la  propriété  de  dix  points  ou  de  dix  plans  tangents  d*iin 
ellipsoïde.  —  Du  théorème  de  Desarfraes  et  de  son  analogue  pour  dix 
points  d*nne  surface  du  second  ordre.  —  Démonstration,  tirée  des  mêmes 
principes,  du  théorème  de  Pascal  et  de  celui  de  Carnot.  —  Propositions 
corrélatiTes  et  applications. 


§  I.  —  Fropnéré  de  six  points  d^une  conique,  de  dix 

poinis  d^un  ellipsoïde, 

383.  Une  surface  du  second  ordre  élant  délerminée  par 
neuf  conditions,  dix  points  pris  au  hasard  dans  l'es- 
pace ne  peuvent  appartenir  à  une  telle  surface,  s'ils  ne 
sont  accidentellement  dans  une  certaine  dépendance  mu- 
tuelle. Et  c'est  Texpression  géométrique  de  cette  dépen- 
dance, ou  Tune  des  expressions  qu'elle  comporte,  qui 
devra  constituer  celte  propriété  des  dix  points  dont  Tim- 
portance  était  signalée,  dès  iSaS,  par  TAcadémie  de 
Bruxelles  ;  un  peu  plus  tard,  et  avec  plus  d'insistance,  dans 
quelques  pages  de  1  ^jé perçu  historique  que  nous  croyons 
devoir  reproduire,  parce  que  tout  ce  qu'elles  nous  ap- 
prennent sur  Fétat  de  la  question,  il  y  a  trente  ans^  s'ap- 
plique encore  à  son  état  actuel. 

Voici  ce  qu'écrivait  M.  Chastes  en  1837: 
«  Une  autre  question,  d'où  dépendent  aussi  les  progrès 
futurs  de  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre,  est  celle 
de  l'analogie  qui  doit  exister  entre  quelque  propriété  de  ces 
surfaces,  encore  inconnue,  et  le  célèbre  théorème  de  Pascal 
sur  les  coniques.  Ce  théorème,  abstraction  faite  des  difle- 
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rentes  transformations  dont  il  est  susceptible,  et  considéré 
uniquement  sous  la  forme  et  Ténoncé  qui  lui  sont  pro* 
près,  peut  encore  être  envisagé  sous  deux  aspects  diffé- 
rents. On  peut  le  regarder  comme  exprimant  une  relation 
générale  et  constante  entre  six  points  quelconques  d'une 
conique,  c'est-à-dire  un  de  plus  qu'il  n'en  faut  pour  dé- 
terminer celte  courbe,  ou  bien  comme  exprimant  une  pro- 
priété générale  d'une  conique  par  rapport  à  un  triangle 
tracé  arbitrairement  dans  son  plan,  triangle  formé,  par 
exemple,  par  les  côtés  de  rang  impair  de  l'hexagone  con- 
sidéré dans  le  théorème  de  Pascal  5  et  alors  ce  théorème 
exprime  que  trois  des  cordes  comprises  dans  la  conique 
entre  les  trois  angles  du  triangle  rencontrent  respective- 
ment les  trois  côtés  oppoSés  en  trois  points  qui  sont  en 
ligne  droite.  D'après  cela,  on  peut  concevoir  de  deux  ma- 
nières, dans  l'espace,  l'analogue  du  théorème  de  Pascal.  Ce 
sera,  dans  le  premier  cas,  une  propriété  générale  de  dix 
points  appartenant  à  une  surface  du  second  degré,  c'est- 
à-dire  un  point  de  plus  qu'il  n'en  faut  pour  déterminer 
une  telle  surface.  Dans  le  second  cas,  ce  sera  une  propriété 
générale  résultant  du  système  d'une  surface  du  second 
ordre  et  d'un  tétraèdre  placé  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace. 

»  La  première  question,  qui  devait  être  la  plus  utile  à 
l'avancement  de  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré  , 
avait  été  proposée  par  l'Académie  de  Bruxelles  (an- 
née iSaS);  elle  est  restée  sans  solution.  Au  concours  sui- 
vant l'Académie  a  donné  plus  de  latitude  au  géomètre, 
eu  demandant  simplement  le  théorème  analogue,  dans 
les  surfaces  du  second  degré,  à  celui  de  Pascal  sur  les  co- 
niques*, ce  qui  comprenait  la  première  question,  et  lais- 
sait en  même  temps  toute  liberté  dans  la  manière  d'envi- 
sager le  théorème  de  Pascal  et  l'analogie  qui  pouvait  exister 
sur  ce  point  entre  les  surfaces  et  les  courbes  du   second 

degré. 
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»  Cet^e  nouvelle  question  de  rAcadémie  n^oflrait  point, 
comme  la  première,  de  grandes  difficultés.  Nous  donnons 
dans  la  Note  XXXII  Ténoncé  d'un  théorème  qui  paraît 
la  ré^udre.  Car  il  exprime  une  propriété  générale  d'un 
tétraèdre  et  d'une  surface  du  second  degré  analogue  à  la 
propriété  d'un  triangle  et  d'une  conique  qui  exprime  le 
théorème  de  Pascal  {*).  Mais  il  y  a  loin  de  ce  théorème  à 
la  relation  générale  de  dix  points  quelconques  d'une  sur- 
face du  second  degré;  et  la  recherche  de  cette  relation  est 
bien  digne  d'occuper  l'esprit  des  géomètres.  Sans  doute 
que  nous  n'avons  point  encore  tous  l(*s  éléments  néces- 
saires pour  celle  recherche  :  c'est  une  raison  pour  étudier 
sous  tous  les  rapports,  sous  toutes  les  faces,  les  propriétés 
des  surfaces  du  second  degré.*  Aucune  théorie,  aucune 
découverte  ,  quelque  minime  qu'elle  paraisse  d'abord , 
n'est  à  négliger;  car,  à  défaut  d'une  application  immé- 
diate ,  chaque  vérité  partielle  a  au  moins  l'avantage 
d'être  un  anneau  de  la  chaîne  continue  qui  lie  entre  elles 
toutes  les  vérités  de  cette  vaste  théorie  ;  et  ce  simple  anneau 
est  peqt-èlre  un  geiTne  de  grandes  découvertes  que  déve- 
lopperont rapidement  les  méthodes  de  généralisation  de  la 
Géométrie  moderne. 

))  Peut-être  ce  serait  une  étude  préparatoire  utile  pour 
parvenir  à  la  relation  de  dix  points  d'une  surface,  de  ré- 
soudre complétemenl,  et  dans  tous  les  cas  possibles,  le  pro- 
blème où  il  s'agit  de  construire  une  surface  du. second  de- 
gré assujettie  à  neuf  conditions,  qui  sont  de  passer  par  des 
points  et  de  toucher  des  plans.   Ce  problème  mérite  déjà 


(*)  «  Quand  les  six  arèles  d'un  tétraèdre  quelconque  rencontrent  une 
surface  du  second  ordre  en  douze  points,  ces  douze  points  sont  trois  à  trois 
sur  quatre  plans  dont  chacun  contient  trois  points  appartenant  aux  trois 
arêtes  issues  d'un  même  sommet  du  tétraèdre  :  ces  quatre  plans  rencon- 
trent respectivement  les  faces  opposées  à  ces  sommets  suivant  quatre  droites 
qui  sont  les  génératrices  d'un  même  mode  de  génération  d'un  hyperbo- 
loîdeà  une  nappe.  »  (Extrait  de  la  Note  XXXII.) 
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par  lui-même  les  efforts  des  géomètres.  Cependant  nous  ne 
voyons  encore  que  M.  Lamé  jusqu'à  ce  jour  quî  se  soit 
occupé  de  l'un  des  cas  généraux  qu'il  présente.  Cet  habile 
professeur  a  déterminé  les  éléments  suflSsants  pour  la  con- 
struction de  la  surface  du  second  ordre  qui  doit  passer  par 
neuf  points  donnés  ('^).  Mais  la  discussion  de  la  solution 
générale  et  l'examen  de  ses  corollaires,  et  des  cas  particu- 
liers qui  s'y  présentent,  méritent  de  nouvelles  recherches. 
»  Peut-être  encore  serait-il  utile ,  avant  d'aborder  sé- 
rieusement la  question  des  dix  points  d'une  surface  du  se- 
cond degré,  de  chercher  la  relation  générale  qui  a  lieu 
entre  neuf  points  appartenant  à  la  courbe  gauche  du  qua- 
trième degré,  qui  est  Tintersection  de  deux  surfaces  du  se- 
cond degré  quelconques?  Huit  points  dans  l'espace  déter- 
minent une  telle  courbe,  il  doit  donc  y  avoir  une  relation 
constante  entre  ces  huit  points  et  un  neuvième  pour  que 
ce  dernier  se  trouve  sur  la  courbe  que  déterminent  les  huit 
premiers. 

»  Ou  bien  faut-il  encore  chercher  préalablement  la  re- 
lation qui  a  lieu  entre  sept  points  de  la  courbe  gauche  du 
troisième  degré,  qui  est  l'intersection  de  deux  hyperbôloïdes 
à  une  nappe  qui  ont  une  génératrice  droite  commune  et 
qui  est  toujours  déterminée  par  six  points  pris  arbitraire- 
ment dans  l'espace?  Cette  question  n'offre  pas  les  mêmes 
difficultés  que  les  autres,  et  nous  croyons  Tavoir  résolue. 
(Note  XXXIII.) 

'  »  Peut-être,  enfin,  devrait-on,  au  lieu  de  prendre  pour 
original  et  pour  terme  de  comparaison  le  théorème  de 
Pascal,  faire  les*mêmes  essais  sur  l'un  des  autres  théorèmes 
qui  expriment  comme  lui  une  propriété  de  six  points 
d'une  conique,  et  qui  en  sont  des  conséquences  ou  de  sim- 
ples transformations,  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  la 

.  (*)  Examen  des  différentes  Méthodes. ..,  1818  :  Problèmes,  p.  57-69. 
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Note  XY.  Parmi  ces  théorèmes,  nous  avons  pensé  que  celui 
que  nous  avons  présenté  comme  expression  différente  de 
la  propriété  enharmonique  des  points  d^une  conique, 
pourrait,  au  moyen  de  trois  transversales  prises  arbitrai- 
rement dans  l'espace,  conduire  à  la  relation  cherchée  de 
dix  points  d'une  surface  du  second  degré.  Nos  premiers 
efforts  ont  été  infructueux  ;  cependant  nous  fondons  encore 
quelque  espoir  sur  ce  même  théorème,  et  nous  désirons  que 
l'on  essaye  d'en  tirer  quelqne  parti.  »  [jiperçu  historique, 
p.  a43  et  suiv.) 

384.  Il  est  remarquable  que  dans  cette  analyse,  autre- 
ment si  complète,  des  diverses  formes  sous  lesquelles  on 
peut  concevoir  le  théorème  analogue  à  celui  de  Pascal,  il 
ne  soit  rien  dit  de  ses  applications.  Ou  pourrait  même 
croire,  si  l'on  avait  moins  égard  à  l'ensemble  qu'au  pas- 
sage où  se  fait  cet  ingénieux  rapprochement  du  tétraèdre  et 
du  triangle,  que  la  question  est  beaucoup  moins  d'une  ana- 
logie réelle  que  d'une  analogie  apparente  où  l'on  cherche- 
rait à  suppléer  par  la  similitude  des  mots  aux  différences  des 
choses.  L'objet  essentiel  du  théorème  de  Pascal,  ou  de  tout 
autre  théorème  capable  du  même  rôle,  ne  serait-il  pas  de  sub- 
ordonner d'abord  la  situation  de  six  points  sur  une  même 
conique  à  la  situation,  sur  une  même  ligne  droite,  de  trois 
autres  points  déduits  linéairement  des  premiers  \  et  si  cet 
objet  peut  être  rempli  de  plusieurs  manières  différentes, 
de  choisir  ensuite  entre  toutes  celle  qui  se  prête  le  mieux 
aux  applications,  et  qui  est  d'ailleurs  celle  de  Pascal?  Bien 
qu'elles  nous  soient  encore  inconnues,  les  propriétés  géné- 
rales des  courbes  de  degré  supérieur  se  peuvent  concevoir 
de  la  même  manière,  et  ce  serait  encore  transporter  ce 
théorème  aux  courbes  du  troisième  ordre  que  de  subor- 
donner la  situation  de  dix  points  sur  une  telle  courbe  à 
la  situation,  sur  une  même  conique^de  six  autres  points 
déduits  des  premiers.  De  même  encore  pour  les  surfaces. 
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Mais  on  n'aurait  pas  Tanalogue  de  ce  ihéorème  dans  une 
proposition  qui  ferait  dépendre  la  situation  de  dix  points 
sur  une  même  surface  du  second  ordre^  de  la  si  tua  ^ on, 
sur  un  même  plan,  de  quatre  points  déduits  des  premiers,  si 
cette  proposition  ne  se  prêtait  en  outre  à  de  semblables  ap- 
plications. C'est  d'ailleurs  une  de  ces  analogies  incomplètes 
que  Ton  rencontre  d'abord,  au  moins  quand  on  prend  ponr 
type  le  théorème  de  Pascal  •,  car  si  l'on  peut  déduire,  de  dix 
points  situés  sur  une  surface  du  second  ordre,  un  groupe 
de  quatre  points  situés  sur  un  même  plan,  le  mode  de  déduc- 
tion qni  se  présente  le  plus  naturellement  est  tel  qu'il  3e 
refuse  à  toute  application. 

Heureusement,  le  choix  de  ce  théorème  comme  type  de 
cette  propriété  de  dix  points  que  l'on  cherche,  n'est  pas 
obligé.  L'une  quelconque  des  propriétés  générales  de  six 
points  d^une  conique  peut  être  prise,  au  même  titre,  pour 
terme  de  comparaison.  Et  si  l'on  choisit,  en  particulier, 
le  théorème  de  Desargues,  on  trouve  enfin,  comme  nous 
Talions  voir,  cette  première  analogie  véritable  qui  n'est 
pas  seulement  à  la  surface,  mais  au  fond  même  des  choses 
et  dans  leurs  applications. 


385.  Théorêmb  de  Desargues. 
Considérons  six  points 

d*une  conique,— ridenti  té  (  n°129, 
p.  i3a) 

à  laquelle  donnent  lieu  leurs  dis- 
tances à  une  droite  indéterminée, 
—  et  la  conique  évanouissante  re- 
présentée par  Tune  ou  l'autre  des 


TaÉORÈME    ANALOGUE  A   CELUI 

DE  Desargues. 

Considérons  dix  points  d'une 
surface  du  second  ordre  :  les  six 
premiers,  P,,...,  P^,,  quelconques; 
les  quatre  autres  x,  jr,  z,  /  av- 
tuéssur  un  même  plan;  — Tiden- 
tité  (n»  129) 

ax* -{- by -Jf  cz^  +  dt^ 

à  laquelle  donnent  lieu  leurs  dis- 
tances à  un  pian  indéterminé,  -— 
et  la  surface  évanouissante  repré- 
sentée par  Tune  ou  l'autre  des 
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équations  tangentieilcs 

(•')  • 


ûx*  -4-  by^  =  o, 


=  o. 


Il  résulte  d*abord  de  Téqua- 
tion  (i]  et  du  nombre  des  points 
de  référence  x,  jr  qui  y  figu- 
rent, que  cette  conique  se  réduit 
à  un  système  de  deux  points  y 
réels  ou  imaginaires,  situés  sur 
la  droite  xy  qui  réunit  les  points 
de  référence  et  harmoniquement 
conjugués  par  rapport  à  ces  points 

Mais  il  résulte  aussi  de  la  forme 
de  Téquation  (i')  que  cette  co- 
nique évanouissante,  ou  le  système 
de  deux  points  auxquels  elle  se  ré- 
duit, est  conjugué  au  quadrangle 
P, . .  .P^  déterminé  par  les  quatre 
derniers  points;  de  telle  manière 
que  les  côtés  opposés  de  ce  qua- 
drangle, ou  les  traces  de  ces  côtés 
sur  la  droite  .r/,  soient  conjuguées 
deux  à  deux  par  rapport  aux  deux 
points  du  système. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théo- 
rème (fig,  85). 
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équations  tangentielles 

(i)   ax^'^b;)'^'^cz^'\-dt'=  o, 

('')    2*>,Pî=o. 

Il  résulte  d'abord   de  Téqua- 


tion  (i)  et  de  la  situation  en  un 
même  plan  des  quatre  points  de 
référence  x,  j-,  z,  r,  que  cette 
surface  se  réduit  à  une  conique 
située  dans  le  plan  de  ces  points 
et  conjuguée  au  quadrangle  xyzt 
qu'ils  déterminent  :  de  telle  ma- 
nière que  deux  côtés  opposés  quel- 
conques de  ce  quadrangle  soient 
conjugués  par  rapport  à  cette  co- 
nique. 

Mais  il  résulte  aussi  de  la  forme 
de  l'équation  (i')  que  cette  courbe 
est  également  conjuguée  à  l'oc- 
iaèdreP, . .  .P^  déterminé  par  les 
six  derniers  poinU^;  de  telle  ma- 
nière que  les  faces  opposées  de 
l'octaèdre,  ou  les  traces  des  plans 
de  ces  faces  sur  le  plan  de  la 
courbe  soient  conjuguées  deux  à 
deux  par  rapport  à  celle-ci. 


On  peut  donc  énoncer  ce  Ihéo 
rème  [fig,  85). 


Fig.  85. 


vy 


\  : 
V 

-a' 


Une  corde  xy  et  un  quadrila-  \       Un  quadrangle  plan  xyzt  et  un 


AUTRE    DÉMONSTRATION. 


tère  aba'b'  étant  inscrits  à  une 
conique ,  les  extrémités  de  cette 
corde  et  ses  traces  sur  les  côtés 
opposés  de  ce  quadrilatère  font 
trois  couples  de  points  conjugués 
par  rapport  à  une  même  ellipse 
évanouissante  qui  se  réduit  à  uri 
système  de  deux  points  situés  sur 
la  corde  donnée. 
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octaèdre  abca'b'c'  étant  inscrits 
h  une  surface  du  second  ordre  y 
les  deux  couples  de  côtés  opposés 
de  ce  qiiadrangle  et  les  traces  de 
son  plan  sur  les  faces  opposées  de 
cet  octaèdre  font  six  couples  de 
droites  conjuguées  par  rapport  à 
un  même  ellipsoïde  évanouissant 
qui  se  réduit  à  une  conique  située 
dans  le  plan  du  quadrangle  donné. 


386.  Autre  démonstration,  — L'interprétation  de  cer- 
taines identités  antérieures,  associée  à  un  emploi  conve- 
nable de  Téquation 


(0 


s 


>.P.Q. 


o 


des  surfaces  du  second  ordre  passant  par  six  points  donnés, 
ou  circonscrites  à  l'un  des  octaèdres 

P..Q..    XP2.Q2XP3.Q3XP4.Q4=0 

qu'iU  déterminent,  fournit  une  seconde  démonstration  du 
théorème  précédent. 

Coupons,   en   effet,   la  surface  (i)  par  un  plan  quel- 
conque .    . 

(2)  R=r:0, 


et  soient 


(3) 


X.Zz=o,     Y.T  =  o 


les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  la  courbe 
résultante.  Si 


(4) 


P;  et  Q'„...,     P',  et  q; 


désignent  les  traces  du  plan  considéré  sur  les  faces  oppo- 
sées de  l'octaèdre,  la  courbe  [(i),  (2)]  pourra  être  repré- 
sentée, dans  son  propre  plan  R  =  o,  par  Tune  ou  l'autre 
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des  équations  équivalentes 

(3'}  XZ  +  YT  =  o, 

Or  Téqui valence  de  ces  équations  entraîne  l'identité 

XZ  +  YT  -f-  Vx,  P',  Q'.  =o; 

et  celle-ci  (n**  157,  p.  i6o).la  conclusion  que  les  deux  cou^ 
pies  formées  d^s  cafés  opposés  du  quadrangle  inscrit  que 
l'on  considère,  et  les  quatre  qui  résultent  des  traces  de 
son  plan  sur  les  faces  opposées  de  V octaèdre  font  six 
couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à  une  même 
conique  :  ce  qui  est  le  théorème  précédent. 

387.  Application,  —  Étant  donnés  neuf  points  d\me 
sufface  du  second  ordre,  on  peut  déduire  de  ce  théorème 
la  construction  par  points  de  la  section  déterminée  dans  la 
surface  par  le  plan  xyz  de  trois  d'entre  eux ,  la  tangente 
de  cette  section,  le  plan  tangent  en  l'un  de  ces  points 
et,  par  suite,  tous  les  *  éléments  principaux  de  la  surface. 

i).  Que  Ton  mène  effectivement  (fg-  86),  par  le  point 
donné  z,  cl  dans  le  plan  xyz^  une  droite  quelconque  zt\ 
il  s'agît  d'obtenir  le  second  point  de  rencontre  t  de  cette 

Fig.  86. 


droite  et  de  la  surface;  ou  de  construire  le  quatrième  côté 

du  quadrangle  inscrit  xyzt^  ou  A.B.Â'.B. 

D'après  le  théorème  précédent,  les  quatre  couples  de 


DE    l'bLLIPSOÏDÇ   DÉFIlfl    PAR    IfEliF    POINTS.  44^ 

droites 

P|*Qi>      Pa«Q2>      Pa'Qsj      P4'Q4 

qui  résultent  des  traces,  sur  le  plan  xyz^  cle&  faces  oppo- 
sées de  Toctaèdre  défini  par  les  six  autres  points  donnés,  et 
les  deux  couphes 

xy  et  zty  ou  A  et  A',     yz  et  j:/,  ou  B  et  B', 

formées  des  côtés  opposés  du  quadrangle  xyzt^  font  six 
couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à  une  même  co- 
nique. Si  Ton  construit  dès  lors 

le  pôle  p  du  côté  B, 

par  rapport  à  la  conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de 

droites 

PfQi»*  •  •  >  Pi'Q*»  A.  A  ; 

on  aura,  dans  la  droite  indéfinie, 

px^  ou  tXy  ou  B', 

menée  de  ce  pôle  au  point  x,  le  quatrième  côté  du  qua- 
drangle; et,  dans  la  trace  de  celte  droite  sur  le  côté  précé- 
dent A^  le  pointa  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

a.)  Si  l'on  conçoit  que  le  point  t  se  rapproche  indéfini- 
ment du  point  or,  la  commune  direction  des  droites  xt  ou  xp 
sera  remplacée,  à  la  limite,  par  la  tangente  de  la  section 
en  ce  point.  On  obtiendra  donc  cette  tangente  en  substi- 
tuant, à  cette  transversale  zt^  que  Ton  menait  tout  à  l'heure 

arbitrairement  par  le  point  r,  la  corde  zx  elle-même,  et 
réunissant  au  point  x  le  pôle  /?'  du  cbiéyz  par  rapport  à 
la  conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de  droites 

Ir  I  •  \^\y  •  •  •  j     14  •  t^4,    xy    €*l    ZX» 

3).  Soient  enfin  1,  2,...  9  les  points  qui  définissent  une 
surface  du  second  ordre.  Le  plan  mené  suivant  les  tan- 
gentes, au  point  1,  de  chacune  des  sections  123,  124, 
sera  tangent  à  la  surface  en  ce  point.  On  pourra  donc  ob-r 
tenir  successivement  la  section  123,  le  cône  circonscrit  à 
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la  surface  suivant  cette  section,  le  diamètre  aboutissant  au 
sommet  de  ce  cône,  le  centre  et  trois  diamètres  conjugués 
de  la  surface. 

Remarque,  —  Le  pôle  de  la  droite  B,  par  rapport  à  la 
conique  conjuguée  aux  cinq  couples 

Pi.Qi)...,  P^.Q^j'AA, 

se  trouve  au  point  de  concours  de  toutes  les  droites  B'  =  o 
déiinies  par  T identité  générale 

y  ).,P,.Q, -ha.A.A'^B.B' ; 

ou  seulement  au  point  de  concours  des  droites  B"  et  B'"^ 
que  définissent  les  identités  particulières 

\  >,P,Q,  =  B.B^      V>,PaQ,^-a.AA'  =  B.B^ 
et  sur  la  construction  desquelles  nous  aurons  à  revenir. 


388.  Six  points  situés  sur  une 
conique  étant  séparés  cFune  ma- 
nière quelconque  en  deux  groupes 
égaux  y  les  points  de  chaque  grvupc 
déterminent  les  sommets  de  deux 
triangles  respectiuement  conju- 
gués à  une  deuxième  conique. 


Réciproquement,  les  sommets 
de  deux  triangles  respectivement 
conjugués  à  une  première  conique 
font  six  points  d'une  seconde  co- 
nique (Hesse). 

Les  six  points  considérés  dans 


Dix  points  d'une  même  surface 
du  second  ordre  étant  séparés  en 
deux  groupes  égaux,  les  points 
de  chaque  groupe  déterminent  les 
sommets  de  deux  pentagones  gau- 
ches respectivement-  conjugués  à 
une  deuxième  surface  du  second 
ordre. 

Et  si  l'on  sépare  ces  dix  mêmes 
points  en  deur  groupes  inégaux 
composés,  Vun  de  quatre  points, 
P autre  de  six  :  le  tétraèdre  et 
r octaèdre,  ayant  pour  sommets 
les  points  de  chaque  groupe,  sont 
respectivement  conjugués  à  une 
autre  surface  du  second  ordre. 
Réciproquement,  etc. 


Les  dix  points  considérés  dans  la 
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.la  proposition  directe  donnent  lieu , 
en  effet,  à  l'identité 


('•) 


^y>^o, 


et  celle-ci  aux  équations  équiva- 
lentes 


ou 


proposition  directe  donnent  lieu, 
en  effet,  à  l'identité  tangentielle 


('•) 


et  celle-ci  à  ces  deux  groupes 
d'équations  équivalentes  : 


Dans  la  proposition  réciproque, 
les  équations  (i)  et  (i'),  données 
comme  équivalentes,  entraînent 
Tidentilé  (/);  et  cette  dernière, 
la  situation,  sur  une  même  co- 
nique, des  six  points  considérés. 


(') 

2,^p;-o 

ou 

(•') 

2i  ^«P5   °; 

(^) 

2,^'P'-° 

OU 

y.  hn^o. 

Dans  la  proposition  réciproque, 
les  équations  (i)  et  (i'),  ou  (a)  et 
(  2'  ),  données  comme  équivalentes, 
entraînent  l'identité  (/);  et  cette 
dernière,  la  situation,  sur  une 
même  surface 'du  second  ordre, 
des  dix  points  considérés. 


389.  Remarque,  —  En  établissant  la  séparation  de  dix 
points  d'une  surface  du  second  ordre  en  deux  groupes  de 
points  Tiarmoniquement  conjugués  par  rapport  à  une  autre 
surface  du  même  ordre,  le  théorème  précédent  permettra 
peut-être  d'appliquer,  à  la  recherche  de  la  propriété  ries 
dix  points  qui  doit  correspondre  au  théorème  de  Pascal,  les 
ressources  de  cette  théorie  des  pôles  et  polaires  d'où  l'on  a 
lîré  déjà  tant  de  propositions  descriptives  du  même  ordre 
que  celle  dont  il  s'agit.  C'est  là,  vraisemblablement,  qu'est 
le  nœud  de  la  question  \  et  il  n'est  pas  impossible  qu'elle  ne 
dépende  plus  que  d'un  heureux  emploi  de  cette  théorie. 
C'est  du  moins  ce  que  semble  indiquer  la  transformation, 
déjà  réalisée  par  M.  Hesse,  du  théorème  plan  analogue 
dans  celui  de  Pascal,  et  que  voici  : 
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Soient  (fg.  87)  rt,  t,  c,  a',  b\  c'  six  points  d'une  pre- 
mière conique,  lesquels,  séparés  en  deux  groupes  égaux, 


Fig.  87. 
J5U ^ 


c 

donnent  naissance  aux  triangles 

abc,     a'b'c\ 

Nous  savons,  par  Tun  des  théorèmes  précédents,  que  ces 
triangles  sont  respeclivenienl  conjugués  à  une  deuxième 
conique  S^  Les  points 


m=^ab  a'b'y     n  =  bc  b*  c' 

représentent  donc,  par  rapport  à  une  seconde  conique  S', 
les  pôles  respectifs  des  droites 


cd ,      aa!  ; 


et,  la  droite  inn^  qui  les  réunit,   la  polaire  du  point  de 
concours  de  ces  droites, 


q  =:  ce'  aa' , 


ou  la  polaire  du  point  de  concours  de  deux  côtés  opposés 
du  quadrilatère  aa'cc\  Or  les  sommets  opposés 

a  et  c*,     fl'  et  c' 

de  ce  quadrilatère  étant  conjugués  deux  à  deux   relative- 
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ment  à  la  courbe  S',  il  en  est  de  m'èine.  des  points  de 
concours 


tjl  m  aa    ce  j     p=^  cûf    ac 

de  ses  côtés  opposés.  La  polaire  de  chacun  de  ces  points  q 
ou  p  passe  par  Tautre,  et  la  polaire  du  point  q^  qui  con- 
tient déjà  les  points  m  et  //,  contient  aussi  le  point  p.  Les 
trois  points 


mz=ab  a' b\     h  =^  bc  b'c\     p^=^  eu'  c' a 

se  trouvent  donc  en  ligne  droite  :  et  l'on  voit  qu'ils  ne  sont 
autres  que  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  de 
l'hexagone  ahca!h'c\  inscrit  à  la  conique  primitive  S. 

390.  Le  théorème  de  Desargues,  comme  on  l'a  vu  déjà, 
suppose  la  séparation  préalable  des  six  points  que  Ton  y 
considère  en  deux  groupes  composés  Tun  de  quatre  points, 
l'autre  de  deux;  mais,  une  fois  effectuée  cette  séparation, 
V ordre  de  succession  des  points  de  chaque  groupe  demeure 
indifférent;  il  n'en  est  question  ni  dans  Ténoncé  ni  dans 
la  démonstration^  et  tout  se  passe  symétriquement  par 
rapport  à  tous  les  points  d'un  même  groupe.  Cette  symétrie 
absolue  se  retrouve  d'ailleurs  dans  chacune  des  équations 


^\,PÎ  =  o,     ^\pî  =  o 


résultant  de  l'identité  à  laquelle  donnent  lieu  les  six  points 
considérés  ;  et  c'est  pourquoi  le  théorème  de  Desargues  se 
lit  si  aisément  dans  cette  identité.  Il  n'en  est  pas  tout  à 
fait  ainsi  du  théorème  de  Pascal  ;  et  comme  les  six  points 
que  l'on  y  considère  se  succèdent  dans  un  ordre  déterminé, 
il  faudra,  pour  le  déduire  de  l'identité  fondamentale,  dé- 
faire d'abord  la  symétrie  absolue  de  cette  dernière  par  rap- 
port aux  six  points  du  système  pour  ne  laisser  apparaître  à 
la  fin  que  celte  symétrie  relative  que  présentent  les  som- 
mets d'un  hexagone.  De  là  quelque  chose  d'artificiel  dont 
il  parait  difficile  de  débarrasser  la  démonstration,  et  qu'elle 
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iraurait  pas  cependant  si  elle  élait  pjacée  sur  son  véritable 
chemin.  Ce  chemin  véritable  ne  serailil  pas  ici  de  ne  pas 
sortir  de  la  symétrie,  et,  conservant  l'identité  fondamentale 


1 


I 


sous  sa  forme  naturelle,  de  montrer  seulement  que  s'il 
existe  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  carrés 
des  distances  des  commets  d^un  hexagone  à  une  droite 
quelconque,  il  existe  aussi  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène entre  les  premières  puissances  des  distances,  à  une 
droite  quelconque,  des  trois  points  de  concours  des  côtés 
opposés  de  cet  hexagone PCq  qui  serait,  au  fond,  le  théo- 
rème de  Pascal. 

Mais,  à  défaut  d'une  démonstration  aussi  parfaite,  ce 
théorème  résulte  encore  si  naturellement  de  notre  identité 
qu'il  suffit  d'écrire  celle-ci  jusqu'au  bout  pour  le  faire  ap- 
paraître. Si  l'on  prend,  en  effet,  pour  points  de  référence, 
les  sommets  a.p.y  =  o  du  triangle  déterminé  par  les  côtés 

pairs  ou  impairs,   de  l'hexagone  123456  (Jig-  88),  les 

« 

Fig.  88. 

I 

! 
/  X 

I    .      V, 
I     •       '\ 


!>* 


I  a;   1       a     p 


l'y 


équations   des   sommets   successifs  de   celui-<'i    pourront 
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s'écrire,  conformément  aux  indications  de  la  figure, 

Pi  ^  a  —  m,  p  =  o,      Pa  ^  a  —  /«2  P  =  O, 

Ps^  P  —  /»8  V  =  O,       P4  =3  P  — .  /W4  7  =  o, 

Pi^7  — /7/5a  =  o,      Pe^v — me<K=zo; 

et  telles  seront  aussi,  abstraction  faite  de  six  coefficients 
numériques  que  Ton  peut  négliger,  les  distances  de  ces 
sommets  à  une  droite  quelconque,  en  fonction  des  distances 
a,  j3,  y  des  points  de  référence  à  la  même  droite.  Or  ces 
diverses  valeurs  étant  substituées  dans  l'identité  caracté- 
ristique \    iiPJ=o,    Télimination  des   multiplicateurs 

^1,. ..,  Xe  entre  les  six  équations  obtenues  en  égalant  à 
zéro  les  coefficients  des  termes  en  a*,  j3*,  y*,  aj3,  j3y,  ya, 
conduit  à  la  formule 

c'est  la  relation  segmentaire  que  Ton  doit  à  Carnot  [Géo- 
métrie de  position,  p.  437),  et  c'est  aussi  le  théorème 
de  Pascal.  Les  équations  des  points  de  concours  a',  [3',  y' 
des  côtés  opposés  de  l'hexagone  1 . .  .6,  ou  Pi  ..•?«=  o, 
sont  effectivement 

(«')  m6/w,p=:7, 

(P')  W,  7773  7=  a, 

(y'J  l7?4/77ia  =  Pj 

et  leur  produit,  membre  à  membre,  se  réduit  à  V égalité 

/77|  7772  7773  7774  7775  777j  nil  I  . 

391.  Mais,  sans  recourir  au  calcul  et  en  renonçant  au 
bénéfice  des  réductions  qu'il  amène  quelquefois,  on  peut 
encore,  par  la  seule  interprétation  de  nos  identités,  ob- 
tenir une  propriété  descriptive  de  six  points  d'une  co- 
nique, susceptible  d'être  transportée,  à  peu  près  dans  les 
mêmes  termes,  à  un  groupe  quelconque  de  huit  points 

29 
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associés.  On  a,  en  e(Tet,  les  théorèmes  suivants  : 


l£s  points  centraux  des  trois 
ditfisions  en  invnlution  détermi- 
nées y  sur  les  côtés  pairs  (ou  im- 
pairs )  d'un  hexagone  inscrit  à  une 
conique,  par  les  traces  de  chacun 
de  ces  côtés  sur  les  côtés  opposés 
du  quadrilatère  ayant  pour  som- 
mets les  quatre  sommets  restants 
de  V hexagone,  font  toujours  trois 
points  en  ligne  droite. 

Car  si  Ton  pose 

\pï-hW-c.c\ 

et  que  Ton  substitue  ces  valeurs 
dans  ridentité  fondamentale 

>,Pî  +  ...  +  \PJ^o, 

elle  devient 

A.A'-f-B.B'-hC.C'  =  o, 

ou  encore 

A.A'  +  B.B'^C.C. 

Il  résulte  de  cette  dernière  iden- 
tité que  les  segments  rectilignes 

ÂÀ',  BB',  CC'  forment  les  trois 
diagonales  d'un  même  quadrila- 
tère complet  ÀBÀ'B'.  Les  points- 
milieux  de  ces  segments,  ou  de 
ces  diagonales  se  trouvent  donc 
en  ligne  droite.  Or  il  est  aisé  de 
reconnaître,  dans  les  extrémités 
de  ces  segments,  les  points  dou- 
bles; dans  leurs  points-milieux, 
les  points  centraux  des  trois  di- 


Les  points  centraux  des  quatre 
divisions  en  involution  détermi- 
nées ,  sur  les  côtés  pairs  (  ou  im- 
pairs] d'un  octogone  gauche  formé 
de  huit  points  associés,  par  les 
traces  de  chacun  de  ces  côtés  sur 
les  faces  opposées  de  l'octaèdre 
ayant  pour  sommets  les  six  som- 
mets restants  de  P octogone,  font 
toujours  quatre  points  situés  sur 
un  méme»plan. 

Car  si  l'on  pose 

\Pî-+-X,Pî^A.A', 
>3P?  +  ),PÎ^B.B', 

\p;  +  \PÎ3=D.D', 

et  que  l'on  substitue  ces  valeurs 
dans  l'identité  (n°  279) 

\Pî4-...+\p;^o, 

elle  devient 
A.A'4-B.B'-f^C.C'-|-D,D'  =  o, 

ou  encore 

A.A'-^B.B'^C.C'  +  D.D'. 

Il  résulte  de  cette  identité  que 
les  segments  rectilignes  AÀ'  et 

te',  CC'  et  DD'  forment  les  dia- 
gonales de  deux  quadrilatères  gau- 
ches ÀBÀ'B',  CbC'D'  dont  les  cô- 
tés font  huit  génératrices  rectili- 
gnes d'un  même  hyperboloïde.  Le 
centre  de  cet  hyperboloïde  ap- 
partient donc  à  la  médiane  de 
chacun  de  ces  quadrilatères;  ces 
médianes  se  rencontrent,  et  les 
points-milieux  des  quatre  diago- 


PROPBIÉTÉ    DE    DIX 

visions  en  involution  définies  dans 
renoncé* 


On  peut  ajouter  ^ue  les  circon- 
férences décrites  sur  ces  trois 
segments^  comme  diamètres,  ont 
un  même  axe  radical  (n"  233, 
p.  263). 


PLANS    TANGENTS.  45l 

nales  AA',  BB',  CC,  DD'  tombent 
dans  un  même  plan.  Or  il  est  aisé 
de  reconnaître,  dans  les  extrémi- 
tés de  ces  segments,  les  points 
doubles;  dans  leurs  points-milieux, 
les  points  centraux  des  quatre  di- 
visions en  involution  définies  dans 
l'énoncé. 

On  peut  ajouter  que  les  sphères 
tiécrites  sur  ces  quatre  segments, 
comme  diamètres,  ont  un  mém^ 
axe  radical  (n®  408,  p.  102). 


§  II.  —  Propriétés  de  six  tangentes  d'une  conique; 
de  dix  plans  tangents  d*un  ellipsoïde, 

392.  11  nous  reste  enfin  à  déduire  de  nos  identités  le 
théorème  corrélatif  de  celui  de  Desargues  et  la  propriété 
correspondante  des  surfaces  du  second  ordre. 


Soient,  à  cet  effet, 

P.P,P3P,XY  =  o 

six  tangentes  d'une  conique.  Écri- 
vons l'identité  (nM29,p.  i32) 

^X^4-èY'  +  V>,P;^o 


à  laquelle  donnent  lieu  leurs  dis- 
tances à  un  point  quelconque,  et 
considérons  l'hyperbole  évanouis- 
sante représentée  par  l'une  ou 
l'autre  des  équations 

(i)  flX*  +  èY*  =  o, 


(iT 


Soient,  à  cet  effet, 

P,...P,.X.Y.Z.T  =  o 

dix  plans  tangents  d'un  ellipsoïde, 
les  six  premiers  quelconques  et 
les  quatre  autres  concourant  en  un 
même  point.  Écrivons  l'identité 


2\Pî-o 


à  laquelle  donnent  lieu  leurs  dis- 
lances à  un  point  quelconque,  et 
considérons  l'hyperboloïde  éva- 
nouissant représenté  par  l'une  ou 
l'autre  des  équations 

(i)  ayi^-hbY^-\-cZ  +  dV^o, 

29. 
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Il  résulte  d'abord,  de  l'équa- 
tion (i)  et  du  nombre  des  axes 
de  référence  qui  y  Bgurent.  que 
cette  conique  se  réduit  à  un  sys- 
tème de  deux  droites,  réelles  ou 
imaginaires,  se  croisant  au  point 
de  concours  des  axes  de  référence 
et  harmoniquementconjuguées  par 
rapport  à  ces  axes. 


Mais  il  résulte  aussi  de  la  forme 
de  l'équation  (i'),  que  cette  co- 
nique évanouissante,  ou  le  système 
de  deux  droites  auxquelles  elle  se 
réduit,  est  conjugué  au  quadrila- 
tère P, . .  .P4  formé  des  quatre  der- 
nières tangentes;  de  telle  manière 
que  les  sommets  opposés  de  ce 
quadrilatère  soient  deux  à  deux 
conjugués  par  rapport  au  système 
de  ces  droites.  On  a  donc  ce  théo- 
rème {fif;.  89): 


Il  résulte  d'abord,  de  l'équa- 
tion (i)  et  de  la  collinéation  des 
quatre  plans  de  référence  x,  j-,  z,  /, 
que  cette  surface  se  réduit  à  un 
cône  ayant  pour  sommet  le  point 
de  concours  de  ces  plans  et  con- 
jugué à  l'angle  solide  tétraèdre 
qu'ils  déterminent,  de  telle  ma- 
nière que  deux  arêtes  opposées 
quelconques  de  cet  angle  solide 
soient  conjuguées  relativement  à 
ce  cône. 

Mais  il  résulte  aussi  de  la  forme 
de  réquation  (i'),  que  cette  sur- 
face, ou  le  cône  auquel  elle  se  ré- 
duit, est  conjugué  à  l'hexaèdre 
P,...Pg  formé  des  six  derniers 
plans;  de  telle  manière  que  les 
sommets  opposés  de  cet  hexaèdre 
soient  deux  à  deux  conjugués  par 
rapport  à  ce  cône.  On  a  donc  ce 
théorème  [fi^,  89)  : 


Fig.  89. 


0 


d^:\\ 


2 


Un  quadrilatère  et  un  an^le 
étant  circonscrits  à  une  conique  y 
les  côtés  de  cet  angle  et  les  deux 
couples  de  rayons  menés^  de  son 
sommet^  aux  sommets  opposés  de 
ce  quadrilatère,  font  trois  couples 


Un  hexaèdre  et  un  angle  solide 
tétraèdre  étant  circonscrits  à  une 
surface  du  second  ordre  y  les  arêtes 
opposées  de  cet  angle  solide  et  les 
quatre  couples  de  rayx)ns  mêmes, 
de  son  sommet,  aux  sommets  o/y- 


APPLICATION.  4^3 


de  droites  conjuguées  par  rapport 
à  une  même  hyperbole  évanouis- 
sante qui  se  réduit  à  un  système 
de  deux  droites  issues  du  sommet 
de  Tangle  considéré. 


posés  de  cet  hexaèdre,  font  six  cou- 
ples de  droites  conjuguées  par  rap- 
port  à  im  même  hyperholoïdc  éva- 
nouissant qui  se  réduit  à  un  cône 
du  second  ordrcy  de  même  sommet 
que  l'angle  solide  considéré. 


393.  j4ppIicalion.  —  Étant  donnés  neuf  plans  tan- 
gents fVune  surface  du  second  ordre  on  peut  déduire,  de 
ce  théorème,  la  construction ,d^ un  dixième  plan  tangent; 
celte  du  point  de  contact  de  Vun  quelconque  des  pro- 
posés,  et  tous  les  éléments  principaux  de  la  surface, 

i).  Soient  Pj,  Pj, . . .  Pg,  X,  Y,  Z,  les  neuf  plans  don- 
nés et 

T,     ou     xot 

un  dixième  plan  que  nous  nous  proposons  de  mener  tan- 
gentiellement  à  la  surface,  par  le  point  de  concours  o  de 
trois  d'entre  eux,  X,  Y,  Z,  et  suivant  une  droite  oor,  con- 
duite à  volonté  dans  l'un  de  ces  plans  X  =  xoj  {fig.  89). 
Il  s'agit  d'obtenir  la  quatrième  arête  ot  de  Tangle  solide 
tétraèdre 

X.Y.Z.T     ou     [oyxxzt). 

Or  les  arêtes  opposées  de  cet  angle  solide  et  les  rayons 
menés,  de  son  sommet  o,  aux  sommets  opposés  1,1';. . .  4,  4' 
de  l'hexaèdre  Pi . . .  Pe  déterminé  par  les  six  preniiei-^ 
plans,  font  six  couples 


(R)  ol,  ol';...;     oi,  o4';     ox  et  03,  oj  et  ot 

de  droites  conjuguées  par  rapport  à  un  même  cône  du  se- 
cond ordre.  L'arête  inconnue  ot  appartiendra  donc  simul- 
tanément au  plan  donné  tox^  et  au  plan  polaire,  que  Ton 

sait  construire,  de  l'a réie  opposée  o)^,  par  rapport  à  un 
cône  déGni  par  cinq  couples  de  droites  conjuguées. 

2).  Pour  le  second  problème,  et  si  l'on  suppose  que  le 
contact  du  plan  Z,  ou  xoz^  et  de  la  surface,  se  produise 
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en  quelque  point  de  la  drolie  inconnue  oi  (fig.  90),  on 
verra  que  1  on  peut  regarder  encore  les  droites 

ox  €i  oz^     ojr  et  ot 

comme  les  arêtes  opposées  d'un  angle  solide  tétraèdre  cir- 
conscrit à  la  surface  et  présentant  d'ailleurs  celte  particu- 
larité que  les  plans  de  deux  de  ses  faces  consécutives  (zot 
et  lox)  se  confondent. 

Fig.  90. 


On  aura  donc  encore,  dans  le  système 

(R)  ol,  ol'y,  .  .  ;    ©4,  oW  \     ojc  et  oz,     oj'  et  or, 

six  couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à  un  mènfie 
cône  du  second  ordre;  et,  dans  la  trace  sur  le  plan  zox  du 

plan  polaire  de  l'arèie  ay  par  rapport  à  ce  cône,  l'arête  de 

contact  ot  du  plan  Z,  ou  zox  :  c'est-à-dire  une  première 
droite  issue  du  point  X.Y.Z  et  renfermant  le  point  de 
contact  t  du  plan  Z  et  de  la  surface.  Or  les  mêmes  construc- 
tions, recommencées  après  récliangcdes  plans  P|  et  X  Pun 
dans  Tautre,  fourniraient  de  même  une  seconde  droite 
issue  du  point  Pi  .Y. Z  et  contenant  encore  le  point  cherché. 
Obsetvation.  —  Une  conique  étant  définie  par  cinq 
couples  de  points  conjugués,  on  peut  construire  la  polaire 
d^un  point  quelconque  par  rappoit  à  celte  conique  :  c'est 
ce  que  Ton  verra  dans  le  Chapitre  suivant. 


THÉORÈMES    ET    PROBLEMES.  *  4^^ 


CHAPITRE  XIV. 

THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES. 

Sommaire.  —  Des  courbes  de  1*ordre  n —  i  contenues. dans  une  forme  homo- 
gène du  nième  degré,  et  de  quelques. problèmes  antérieurs.  —  Des  quatre 
tangentes  communes  à  toutes  les  coniques  conjuguées  à  quatre  couples  de 
droites.  —  Détermination  de  la  parabole  définie  par  quatre  couples  de 
droites  conjuguées  et  du  paraboloide  conjugué  à  huit  couples  de  plans. 
—  Construclions  diverses  du  cercle  osculateur  d*une  conique  définie  par 
cinq  conditions.  —  Théorèmes  et  problèmes  sur  les  surfaces  du  second 
ordre.  —  Construction  du  neuvième  point  commun  k  toutes  les  courbes 
du  troisième  ordre  menées  par  un  même  groupe  de  huit  points. 


§  I.  —  Des  courbes  de  V ordre  n  —  i  contenues  dans  une 
forme  homogène  du  /i**"**  degré. 

394.  On  a  vu  déjà  les  propriétés  les  plus  remarquables 
du  quadrilatère  et  du  pentagone  résulter  d'une  manière 
intuitive  de  la  réduction  au  premier  degré  de  Tune  des 

formes  quadratiques  \  liPJc=o,  N  XiP|=o.  L'abais- 
sement de  certaines  formes  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré  au  degré  immédiatement  inférieur  semble  comporter 
aussi  de  nombreux  corollaires  géométriques,  mais  dont  le 
développement  exigerait  sans  doute  une  connaissance  plus 
approfondie  des  propriétés  des  courbes  d'ordres  supérieurs. 
Le  point  de  départ  de  la  méthode  serait  d'ailleurs  compris 
dans  le  principe  suivant  :  toutes  les  courbes  d^ ordre  n  —  i 
contenues  dans  Véquation  homogène  du  /j**'"*  degré  . 


X 


X,  Pï  =  o 
forment  un  faisceau.  En  particulier,  toutes  les  coniques 
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conlenues  en  nombre  infini  dans  V équation 

se  coupent  suis^ant  un  même  groupe  de  quatre  points  ;  et 
toutes  les  courbes  du  troisième  degré  contenues  dans 
Véquation 

(a)  ^\.Pî  =  o, 

suiifant  un  même  groupe  de  neuf  points. 

395.  Pour  donner  au  moins  une  application  de  ce  théo- 
rème, considérons  d^abord  cinq  droites  quelconques 
Pi . . .  Pi  =  o  et  la  conique  déterminée  définie  par  l'équation 

il  sera  facile  de  reconnaître  que  le  centre  de  cette  courbe 
coïncide  av.ec  le  centre  de  la  conique  inscrite  au  pentagone 
Pi . . .  Pi  =  o.  Si  Ton  forme,  en  effet,  les  équations  des 
diverses  coniques  contenant  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  (i)  par  les  divers  points  du 
plan  de  la  figure;  on  trouve,  par  un  calcul  facile,  que 
toutes  ces  courbes  de  contact  sont  homotbétiques  entre 
elles,  comme  à  la  courbe  cherchée  (i);  et  Ton  reconnaît 
que  Vaxe  radical  de  deux  quelconques  de  ces  courbes  passe 
premièrement  par  le  centre  de  la  conique  (i),  secondement 

par  le  point  de  concours  de  toutes  les  droites  \   Xi  P[  =  o, 

ou  (n^  86)  par  le  centre  de  la  conique  inscrite  au  penta- 
gone Pj .  .  .Pj  =  o.  Ze  centre  de  la  conique  dériv^ée  cubi- 
quement  de  cinq  droites  coïncide  donc  ai^ec  le  centre  de 
la  conique  inscrite  au  pentagone  formé  de  ces  droites. 

• 

396.  Si  l'on  considère,  en  second  lieu,  six  droites  quel- 
conques P| . .  .  P«  =  o  et  les  six  coniques  dérivées  de  cinq 


d'une  droite  qui  dépend  de  neuf  autres.      4^7 
quelconques  d'entre  elles, 

(i)  ^^.p;  =  o, 

(^)  y  fxjpj=o,..., 

on  verra,  toutes  ces  courbes  appartenant  à  un  même  fais* 
ceau  (n^  394),  que  leurs  centres  font  six  points  d*uue 
même  courbe  du  second  ordre,  lieu  géométrique  des  cen- 
tres des  coniques  menées  par  un  même  groupe  de  quatre 
points.  El  si  l'on  a  égard  à  ce  que  Ton  vient  de  trouver 
touchant  la  position  du  centre  de  chacune  de  ces  courbes, 
on  aura  ce  théorème  :  Les  centres  des  coniques  inscrites 
aux  diuers  pentagones  que  Von  peut  former  avec  six 
droites  quelconques  font  six  points  d^une  même  conique. 

397.  Il  résulte  enfin  du  calcul  indiqué  au  n^  395,  que 
la  conique  dérivée  de  cinq  droites  est  homothétiquè  à  une 
autre,  laquelle  serait  conjuguée  au  triangle  formé  de  trois 
quelconques  d'entre  elles,  et  aurait  pour  centre  le  symé- 
trique du  point  de  concours  des  deux  droites  restantes  par 
rapport  au  centre  de  la  conique  inscrite.  Le  cas  où  la  co- 
nique dérivée  se  réduit  à  un  cercle  donne  lieu  à  ce  théo- 
rème :  *Si  1,  2, . . .  5  désignent  les  côtés  successifs  d^un 
premier  pentagone^  et  \\  2', . . .  5'  les  points  de  concours 
des  hauteurs  des  cinq  triangles  343,  451^.  • .,  234^  tous 

les  sommets  des  deux  pentagones  1  2. . .  5  et  l'2'. . .  5' 
seront  symétriques  deux  à  deux  par  rapport  au  centre  de 
la  conique  inscrite  au  premier^  aussitôt  que  deux  de  ces 

sommets  1  2  et  V  offiiront  cette  symétrie. 

§  II.  —  De  quelques  problèmes  plans  antérieurs 

et  de  leur  construction, 

398,  Le  lieu  des  pôles  d^une  droite  fixe  P  =  o,  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  conjuguées  à  quatre  couples 
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don  fiées,  ou  la  dœite  X  =  o  que  définit  V  identité 


1 


\.P.Q.«PX, 


et  doDi  la  consiruction  a  été  supposée  plusieurs  fois  dans 
les  Chapitres  précédents,  peut  s^ obtenir  à  peu  de  frais  de 
cette  manière. 

L*identité  qui  sert  de  définition   à  la  droite  que  Ton 
cherche  donnant  lieu  aux  équations  équivalentes 

11)  X,P.Q.H-^P,Q,  =  o, 

les  traces,  sur  la  droite  donnée  P  =  o,  de  la  courbe  repré- 
sentée  par  Tune  ou  l'autre  de  ces  équations,  sont  immé- 
diatement assignables  ;  car  elles  coïncident  avec  les  points 
de  commune  intersection  de  cette  droite  et  de  deux  co- 
niques 

(i)  >.P.Q. -hX.P,Q,  =  o, 

(2)  ^aPiQ,-f-X4P4Q4=o, 

-respectivement  circonscrites  à  deux  quadrilatères  donnés, 
et  que  détc^rmine  entièrement  la  condition  que  deux  de 
leurs  points  de  rencontre  appartiennent  à  une  droite  con- 
nue P  =  o.  Les  points  conjugués  communs  à  deux  divi- 
sions en  iuvolution,  tracées  sur  cette  droite,  et  définies 
respectivement  par  deux  couples  de  points  conjugués,  nous 
fourniront  dès  lors  ces  deux  points  de  rencontre^  et  la 
courbe  (1)  se  trouvant  définie  par  six  de  ses  points,  il  en 
sera  de  même  de  la  courbe  identique  (1') .  Or  si  l'on  désigne 
par  3,  4  et  0  les  sommets  des  angles  PsQs,  P^Qi  et  PX^ 
par  3',  4',  0'  les  points  de  concours  des  polaires  de  chacun 
de  ces  sommets  par  rapport  aux  deux  angles  restants,  on 
«ait  que  la  courbe  (1')  est  conjuguée  aux  trois  couples 

•     •  •     •  •      • 

33  ,  44',  00'  (n°  151,  p.  i56).  On  pourra  donc  déduire 
des  six  points  qui  définissent  la  courbe  (1^)  la  polaire  du 
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point  3,  ou  Ps.Qjî  par  rapport  à  cette  courbe^  c'est-à-dire, 
un  premier  lieu  géométrique  du  point  conjugué  3',  lequel, 
appartenant  aussi  à  la  polaire  de  ce  même  point  3  par 
rapport  à  Tangle  P4Q4,  se  trouve  déterminé.  Déterminant 
de  même  le  point  4^,  on  aura,  dans  3  et  3',  4  et  4'  deux 
couples  de  points  harmoniquement  conjugués  par  rapport 
aux  côtés  de  Tangle  PX  ;  et  l'on  pourra  déduire,  des  traces 
du  premier  côté  de  cet  angle  sur  chacun  des  segments  33 ^ 
44',  les  traces  analogues  du  second  :  ou  deux  points  dis- 
tincts de  la  droite  X  que  Ton  voulait  construire.  On  trai- 
terait de  même  le  problème  corrélatif. 

Scoli'e.  —  Une  conique  étant  définie  par  cinq  couples 
de  droites  conjuguées ^  le  pôle  correspondant  d^une  droite 
quelconque  V  =.0  est  au  point  de  concours  de  deux  droites 
que  Von  sait  constiniire. 

m 

399.  Corollaire  I.  —  Toutes  les  droites  X  =  o  qui 
satisfont,  en  nombre  infini,  à  V identité 


1 


*X.P,Q,  H-PX  =  o 


passent  par  un  même  point  que  Fon  peut  déterminer  et 
qui  n^est  autre  que  le  pôle  de  la  droite  P  =  o  par  rapport 
à  la  conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de  droites 

PiQtX...XPsQ5  =  o. 

400.  Corollaire  II.  —  Lune  des  coniques  contenues 
dans  r équation 

(1)  y^.P.Q,  =:0 

étant  définie  par  la  donnée  complémentaire  de  deux  de 
ses  points  y  on  peut  construire  cette  courbe  par  points  de 
la  ^lanière  suivante  : 
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Désignons  par  P  =  o  la  corde  qai  réunit  les  deux  poiuis 
donnés  (fig*  91)  ;  par  P4  et  Q4  deux  transversales  indéfi- 
nies menées  par  chacun  de  ces  points  \  enfin  par  X  =  o  la 


Rg.  91. 
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corde  qui  réunit  les  deux  dernières  traces  de  ces  transver- 
sales stir  la  courbe.  LVquatîon  de  celle-ci  pouvant  s^écrire 

(!')  >,P4Q4-+-P.X  =  o, 

et  les  deux  formes  équivalentes  (1),  (1')  entraînant  l'iden- 
tité 

(2)  Vx.P.Q. -hP.X  =  o; 

ou  saura  construire  (n°  398,  p.  4^7)  '^^  droite  X  =  o  dé- 
finie par  celte  identité  :  et  Ton  aura  deux  nouveaux  points 
de  la  courbe  dans  les  traces  de  cette  droite  sur  les  transver- 
sales P4  et  Q4. 

AOi .  Corollaire  III.  —  L'une  des  coniques  contenues 
dans  r  équation 


s 


^,P,Q,  =  0 


étant  définie  par  la  donnée  complémentaire  de  trois  de 
ses  points  a,  J,  c,  on  peut  encore  construire  cette  courbe 
par  points. 

Menons,  en  effet,  par  Tun  des  points  donnés  c,  une 
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transversale  ex,  ou  Q5  =  o  [jîg.  92)  ;  et  soit  x  le  second 
point  de  rencontre  de  celte  transversale  et  de  la  courbe. 

Fig.  92. 


L'équation  de  cette  dernière,  rapportée  aux  côtés 

abj  bcy  ex  y  axy     ou     PjPQsXr^o, 

du  quadrilatère  inscrit  résultant,  pourra  s'écrire 

O;)  >*P5Qs+PXrr:o; 

et  comme  les   formes   équivalentes    (i),    (i')   entraînent 
l'identité 


{2)  X^'^'^' 


-l-PX==o, 


un  problème  déjà  résolu  (n**  399)  permettra  d'obtenir  le 
point  d'intersection  \  de  toutes  les  droites  X  qui  satisfont 
à  cette  identité*,  et  le  quatrième  côté  du' quadrilatère  inscrit 
ahcx  sera  connu  par  deux  de  ses  points  a  et  ^. 

402.  Corollaire  IV.  —  Une  conique  étant  définie  par 
un   triangle  abc  et  deux   couples  de  points  conjugués 

nim^ ^  nn^  \  nous  avons  regardé  comme  cox\u\xe^  les  deux 
traces  x^y  de  la  courbe  sur  une  droite  quelconque  (n°  320, 
p.  354)  Etïectiveme  nt  si  Ton  a  égard  atix  cinq  couples  de 
points  conjugués  qui  résultent  des  données  de  la  question, 

A.B,  B.C,  C.A;     M. M',     N.N', 

on  voit  que  les  traces  de  la  courbe  sur  une  droite  quel- 
conque ocy  doivent  satisfaire  aux  deux  identités   tangen- 
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délies 

(i)  AB  -h  BC  -h  CA  +  MM'  =  aX»  -+-  bY\ 

(2)  AB  -h  BC  -f-.  CA  -4-  NN'  =«'X»  -^  b'YK 

Or  si  ayant  pris  arbitrairement  sur  la  droite  xjr  deux 
points  quelconques  i^,  (',  on  pose  les  identités  auxiliaires 

(3)  flX»-hAY'  =  Çîi, 

(4)  ii'X'-f-^'Y«=Ç'»;'; 

les  précédentes  pourront  s'écrire 

(  i')  AB  -h  BC  -h  CA  -h  MM'  =  si, 

(2')  AB  -+-  BC  -h  CA  -H  NN'  =  Ç'i'  ; 

et  la  construction  corrélative  de  celle  du  n°  398,  permet- 
tant de  déterminer  chacun  des  points  19,  ri'^  on  connaîtra 
deux  segments  rectilignes  Çn,  Ç'ï?'  harmoniquement  conju- 
gués l'un  et  Tautre  au  segment  formé  des  deux  points  X 
et  Y  que  Ton  cherche.  Donc,  etc.  Telle  serait  du  moins 
la  construction  pour  le  cas  le  plus  général  d^une  conique 
définie  par  cinq  couples  quelconques  de  points  conjugués. 
Mais,  dans  le  cas  actuel,  trois  de  ces  couples  résultent  des 
sommets  d'un  même  triangle  conjugué  à  la  courbe,  et 
cette  circonstance  permet  de  simplifier  notablement  la  re- 
cherche des  points  auxiliaires  r,  in'.  ELcrivant,  en  effet,  les 
identités  (i')  et  (2')  comme  il  suit  : 

(1")  AB  4-  BC  H-  CA  =  MM'  -♦-  U, 

(2")  AB  -f-  BC  -h  CA^NN'  -f-  Ç'^îS 

oh  voit  que  le  triangle  abc  et  le  quadrilatère  m^mftï  sont 
circonscriptibles  à  une  même  conique,  et  qu'il  en  est  de 

•     •      •       • 

même  encore  du  triangle  abc  et  du  quadrilatère  nl^n'n  , 
On  connaît  d'ailleurs  cinq  tangentes  de  chacune  de  ces  co- 
niques, et  l'on  peut  mener  à  chacune  d  elles,  par  les  points 
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/7x,  m*  ou  n^  n\  deux  nouvelles  tangentes,  lesquelles  se 
couperont  respeciîvement  aux  points  y\  ou  yj',  qu'il  s' agis* 
sait  d'obtenir. 

403.  On  sait  que  l'on  peut  construire  par  points,  à 
l'aide  du  théorème  de  Desargues,  une  conique  qui  serait 
assujettie  à  passer  par  un  point  o  donné  explicitemenr,  et 
par  les  quatre  points  de  rencontre  de  deux  coniques  non 
tracées,  mais  définies  l'une  et  l'autre  par  .cinq  points.  Une 
transversale  quelconque  oo^ ^  issue  du  point  donné  o,  coupe, 
en  effet,  les  trois  courbes  suivant  trois  couples  de  points 
en  involution^  a,  a' \  ft,  V \  o,  o';  et  les  cinq  premiers  de 
ces  points  déterminent  le  sixième.  On  peut  donc,  dans 
certains  cas,  utiliser  les  quatre  points  de  rencontre  de  deux 
coniques,  indépendamment  du  tracé  de  ces  courbes  ;  et  c'est 
ce  qui  arrive  toutes  les  fois  que  ces  quatre  points  entrent 
d'une  manière  collective  dans  la  question.  S'il  en  est  au- 
trement, le  tracé  des  deux  courbes  devient  nécessaire;  et 
l'on  ne  peut  s'en  dispenser  que  dans  le  cas  où  deux  de  leurs 
points  d'intersection  seraient  connus  à  priori  (fig,  93). 

Fig.  93. 
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Les  deux  courbes  étant  rapportées,  dans  ce  cas,  aux 
côtés  de  deux  quadrilatères  inscrits,  abcd  et  abc' d\  par 
des  équations  de  la  forme 

(i)  AC-*-BD  =  o, 

(2)  AC'-f-BD=o, 

on  voit  que  ceux  de  leurs  points  de  rencontre  qui  demeu- 
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rent  inconnus  appartiennent  à  la  droite 
(3)  C  — (r  =  o, 

laquelle  est  connue  déjà  par  un  de  ses  points  :  o  =  C  =  C, 

ou  cd  c'd'.  Or  on  peut  obtenir  un  second  point  de  cette 

droite,  C]  d^  c\  d\ ,  à  Taide  de  deux  nouveaux  quadrilatères 
inscrits  abcid^  et  abc\d\, 

^  m.  —  Des  quatre  tangentes  communes  à  toutes  les 
coniques  qui  admettent  quatre  couples  communes  de 
droites  conjuguées. 

404.  Une  série  de  coniques  inscrites  à  un  même  tiian- 
gle  A.B.C  =  o,  et  conjuguées  à  un  système  donné  de 
deux  droites,  PQ  =  o,  admettent  une  quatrième  tangente 
commune  que  Ton  peut  construire,  et  qui  n^est  autre  que 
la  droite  X  =  o  définie  par  Tune  des  identités  suivantes 
(nM75,p.  178)  : 

a  A'  -f-  ^  B»  -h  cC»  -4-  PQ  =  X% 
«A»  -+-  *B»  4-  «^C»  —  X»  =  PQ. 

Or  il  résulte  de  la  dernière  que  les  droites  données  P 
et  Q  divisent  harmoniquement  chacune  des  trois  diago- 
nales aa^  i|3,  cy  de  la  figure  formée  du  triangle  A.B.C 
et  de  la  droite  inconnue  X  (n^  231,  p.  36a).  Les  extré- 
mités a  et  a,  &  et  |3,  c  et  y  de  ces  diagonales  se  trouvent 
donc  conjuguées  deux  à  deux  par  rapport  au  système 
P.Q  ==  o;  et  si  Ton  construit,  relativement  au  système  de 
ces  droites,  les  polaires  des  divers  sommets  a,  &,  e  du 
triangle  donné,  leurs  traces  respectives  sur  les  côtés  op- 
posés de  ce  triangle  fourniront  trois  points  a,  |3,  y  de  la 
droite  X. 

405.  Une  série  de  coniques  ajant  deux  tangentes  com- 
munes, o  =  A  =  B,  e^  deux  couples  communes  de  droites 
conjuguées  P,Qj  =  o,  P,Q,  =  o,  tontes  ces  courbes  ont 
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encore  en  commun  deux  noui^elles  tangentes  que  Von  peut 
const/*uire  et  qui  sont  fournies  par  les  deux  solutions  que 
comporte  Tidentité  suivante 

(i)  P,Q,  h-P,Q,  =  ûA2-hZ»B»h-X^ 

Le  point  de  concours  x  des  polaires  du  point  o  =  A  :=  B, 
par  rapport  à  chacun  des  angles  (PiQj)  ou  (PjQi),  ap- 
partient donc,  en  premier  lieu,  à  chacune  des  deux  droites 
Xi  ou  Xj  que  Ton  cherche  et  que  déûnit  celle  identité. 
D'ailleurs,  si  Ton  considère  le  triangle  ayant  pour  som- 
mets les  points  de  concours  des  diagonales  et  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère  PjP,QiQj,  et  que  Ton  désigne 
par  A',  B',  C  les  côtés  de  ce  triangle,  on  aura  identi- 
quement 

et  si  Ton  remplace  ridentité  (i')  par  la  suivante 

on  conclura  de  cette  dernière  que  les  droites 

A',  B',  C,     A,  B  et  X 

■ 

sont  tangentes  h  une  même  conique  :  ou  que  les  deux  droites 
cherchées  Xi  et  Xj  coïncident  avec  les  tangentes  menées 
à  une  conique  déterminée,  par  le  point  déjà  déterminé  x. 

406.  On  peut  encore  obtenir  par  le  seul  emploi  de  la 
règle  et  du  compas  les  quatre  tangentes  communes  à  toutes 
les  coniques  qui  admettent  quatre  couples  communes  de 
droites  conjuguées,  lorsque  deux  de  ces  couples  ont  une 
droite  commune. 

Les  tangentes  cherchées  ne  sont  autres,  dans  ce  cas, 
que  les  différentes  droites  X==o  définies  par  Tune  des 
identités 

AB  +  AC  -h  MM'-I-PP'  -h  X^=  o, 

M>r-f-PP'  =  A(B+C)  -hX». 

3o 
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Or  les  équaUous  équivalentes  dans  lesquelles  se  dédouble 
la  dernière  représentent  une  conique,  circonscrite  pre- 
mièrement au  quadrilatère  MPM'P',  tangente  en  outre 
à  chacune  des  droites  A  =  o  et  B-|-C  =  o(la  première 
qui  est  donnée,  la  seconde  qui  n'est  encore  connue  que 
par  Tun  de  ses  points  o  =  B  =  C)  et  les  touchant  Tune 
et  Tautre  en  deux  points  situés  sur  Tune  des  droites  X  que 
Ton  cherche.  Mais  celle  conique  définie  par  quatre  points 
et  une  tangente  A,  est  susceptible  de  deux  déterminations 
distinctes,  auxquelles  correspondent  deux  points  de  con- 
tact distincts,  Xi  ou  Xt,  de  la  courbe  sur  sa  tangente  A. 
Prenant  donc  allernalivement  chacune  de  ces  coniques  et 
déterminant  leurs  points  de  contact  respectifs  Çi,  Ç',  ou  Ç,, 
^\  sur  les  tangentes  que  Ton  peut  mener  à  Tune  et  à  Tautre 
par  le  point  BC  =  o  ;  on  aura,  dans  \ei  droites 

Ç.ar,  et  f,  x,,     ÇjXj  et  Ç'^a-,, 

les  quatre  tangentes  communes  à  toutes  les  coniques  que 
l.^on  considérait  d^ abord. 

407.  Le  cas  d'une  série  de  coniques  ayant  un  ttianglc 
conjugué  commun,  ABC  ==  o,  et  une  couple  commune  de 
droites  conjuguées^  PP'  =  o,  rentre  dans  le  précédent  :  et 
les  quatre  tangentes  communes  à  toutes  les  coniques  de 
la  série,  ou  les  quatre  déterminations  de  la  droite  X  =  o 
définie  par  Tidenlité 

(i)  AB -h  BC  +  CA  =  PP'  -+-XS 

sont  fournies  par  les  cordes  de  contact  de  Tangle  donné 

PP  et  de  chacune  des  quatre  coniques  menées  tangcntiel- 
lement  aux  côlés  de  cet  angle  par  les  trois  sommets  du 
triangle  ABC. 

408.  Si  les  droites  conjuguées  P  et  P'  se  confondent, 
Tidentilé  précédente  devient 

il')  AB-hBC-hCA  =  XP'H-X'. 
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Les  équations 

AB  4-  BC  H-  CA  =  o,     XP»  +  X'  ==  o 

représenlent  dans  ce  cas  une  seule  et  même  conique,  cir- 
conscrite encore  au  triangle  ABC  et  composée  de  deux 
droites  harmoniquement  conjuguées  aux  côtés  de  V angle 
PX.  D'ailleurs  comme  ces  deux  droites  doivent  contenir 
les  trois  sommets  de  Tangle  donné,  Tune  d'elles  tombe  né- 
cessairement dans  Tun  des  côtés  A,  ou  6,  ou  C  de  ce  trian- 
gle ;  la  seconde  réunissant  le  sommet  opposé,  BC,  ou  CA^ 
ou  AB  à  la  trace  de  la  droite  P  =  o  sur  ce  côté. 

Si  la  droite  P  =  o  disparait  à  Tinlini,  on  retrouve  ce 
théorème  :  Toutes  les  paraboles  conjuguées  à  un  même 
trian gle  sHnscriv^ent  d^ elles-mêmes  au  triangle  médian  du 
proposé  (Mention). 

Le  problème  corrélatif  se  pourrait  traiter  de  la  même 
manière*,  mais  il  est  inutile  d'y  appliquer  le  calcul  :  les 
seules  déGnitions  du  pôle  et  de  la  polaire  pouvant  donner, 
à  pn'orij  tout  ce  que  Ton  clierclie.  On  voit  effectivement 
que  si  Ton  connaît  un  triangle  conjugué  et  un  point  de 
la  courbe,  on  en  connaît  aussitôt  trois  autres  points  res- 
pectivement situés  sur  les  droites  qui  vont  du  premier  aux 
différents  sommets  du  triangle  donné. 

409.  Scolie.  —  Les  paraboloïdes  conjugués  à  un  té- 
traèdre donné  s*inscrwent  d^eux-mémes  à  un  groupe  dé* 
terminé  de  sept  plans  qui  sont  :  i°  les  quatre  plans  con^ 
duits  à  égales  distances  de  Vun  des  sommets  du  tétraèdre 
et  de  la  face  opposée;  a**  les  trois. plans  menés  à  égales 
distances  de  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre.  C'est  ce 
que  l'on  voit  aisément  par  la  seule  géométrie,  et  c'est  aussi 
l'une  des  conséquences  de  l'identité  {n°  179,  p.  i8o) 

ÀB -h  BC-+- ACh- D(A-+- B-4-C)  =  îiP'4- X*  =  X -h  X». 

410.  Il  nous  reste  à  résoudre  le  problème  général  ou  à 
déterminer  les  quatre  tangentes  communes  à  toutes  les  co- 

3o. 
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niques  conjuguées  à  quatre  couples  de  droites  AA',. . . ,  Diy. 
Or  les  quatre  droites  de  deux  des  couples  données  déler- 

inîuant.  les  côtés  opposés  d'un  quadrangle  Pj . .  .  P4  ==  o 
conjugue  à  toutes  les  coniques  de  la  série,  toutes  ces 
courbes  sont  comprises  dans  Téquation  tangentielle  (n°260, 
p.  287) 

(i)  ).,Pî  -h...>4PÎ  =^". 

Mais  connue  elles  admettent  en  outre  deux  autres  couples 
de  droites  conjuguées  communes,  CC  et  DD',  il  existe 
entre  les  paramètres  Xj,. . .,  X4  deux  relations  à  Taide  des- 
quelles ou  peut  exprimer  linéairement  deux  quelconques 
d'entre  eux  en  fonction  des  deux  autres.  On  a  ainsi,  par 
exemple, 

et  l'équation  précédente  pouvant  s'écrire 

on  y  reconnaît  Téquation  d'une  série  de  coniques  inscrites 
à  un  même  quadrilatère,    lequel  a  pour  côtés  les  quatre 
tangentes  communes  aux  deux  courbes 
(î)  P;-f-^iPÎ4-^3Pl==o, 

(3)  b,P\-^b,Pl,-hP]  =  o. 

D'ailleurs  chacune  de  ces  courbes  se  trouvant  définie 
par  un  triangle  conjugué  et  deux  couples  CC,  DD'  de 
droites  conjuguées,  un  problème  antérieur  permet  d'ob- 
tenir, par  la  règle  et  le  compas,  six  tangentes  de  chacune 
d'elles  (n*'  407,  p.  466).  Leurs  quatre  tangentes  com- 
munes, ou  les  quatre  tangentes  communes  aux  courbes  de 
la  série  primitive,  se  trouvent  donc  déterminées  virtuel- 
lement^ et  l'on  peut  définir  d'une  manière  effective,  par 
cinq  de  ses  tangentes,  celle  de  ces  courbes  qui  serait  assu- 
jettie à  toucher  une  droite  donnée. 

Remarque  /.  —  Si   Ton  ajoute    alternativement  aux 
quatre  couples  données  A  A',...,  DD'la  donuée  complémen- 
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taire  d'une  tangente  T  ou  T',  on  peut  construire,  comnne 
dans  le  problème  corrélatif  (n*^  402),  autant  de  tangentes 
que  Ton  veut  de  la  courbe  correspondante  C  ou  G'*,  et  cette 
construction  n'exige  que  Temploide  la  règle  et  du  compas. 
Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  tangentes  communes  à  ces 
courbes,  et,  en  debors  des  cas  d'abaissement  que  nous 
avons  examinés,  leur  détermination  exige,  comme  on  sait, 
le  tracé  de  deux  coniques  {Chasles,  Traité  des  Sections 
cdkiques,  p.  234). 

Remarque  II,  — La  détermination  des  droites  X  défi- 
nies par  l'identité 

(AA'  +  BB')  4-  (CC  -+-  DD')=  X' 

entraîne  d'une  manière  évidente  la  solution  de  ce  pro- 
blème :  Circonscrire  à  deitx  quadrilatères  donnés  ABA'B', 
CDC'D'  deux  coniques  qui  aient  entre  elles  un  double 
contact.  La  corde  de  contact  des  deux  coniques  cherchées 
n'est  autre,  en  effet,  que  l'une  quelconque  des  droites  X;  et 
ce  nouveau  problème,  qui  admet  toujours  quatre  solutions, 
comporte  les  mêmes  réductions  que  le  précédent. 

§  IV.  —  Déterminatioti  des  éléments  principaux  de  la 
parabole  conjuguée  a  quatre  couples  de  droites,  du  pa- 
raboloïde  défini  par  huit  couples  de  plans  conjugués. 

iW.  Il  résulte  de  Tidentité 


Vx.P.Q,  =  X»4-Y>-c 


à  laquelle  donne  lieu  le  cercle  associé  de  trois  couples  de 
droites  (n**lo1,  p.  i56),  et  où  X,  Y  désignent  deux  droites 
rectangulaires  quelconques  menées  par  le  centre  de  ce  cer- 
cle, que  trois  couples  formées  de  six  droites  quelconques, 
et  deux  droites  rectangulaires  quelconques  menées  par  le 
centre  rfu  cercle  associé  des  six  droites,  font  toujours  trois 
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couples  do  droites  conjuguées  et  deux  tangentes  à  une 
même  parabole  (n®  157,  p.  160).  Et  comme  dans  toute 
parabole  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  rectangu- 
laires appartient  à  la  directrice,  on  peut  dire  d'une  ma- 
nière équivalente  que  les  directrices  de  toutes  les  para- 
boles conjuguées  à  trois  couples  de  droites  se  croisent  au 
centre  du  cercle  associé  de  ces  droites.  De  là  ce  théorème  : 
La  directrice  de  la  parabole  conjuguée  aux  quatre  couples 
P,  Q,  =  o, .  . . ,  P4Q4  =  o  coïncide  avec  le  lieu  des  cën* 
très  de  tous  les  cercles  contenus  flans   Véquation 


s 


>,P,Q,  z=o; 


et  les  centres  des  cercles  associés  de  trois  quelconques  des 
quatre  couples  données,  que  l'on  sait  construire,  font 
quatre  points  de  cette  directrice, 

412.  La  directrice  connue,  il  reste  à  déterminer  le  som- 
met de  la  courbe.  Regardant,  à  cet  effet,  la  parabole' pré- 
cédente comme  partiellement  définie  par  la  direction  de 
ses  diamètres  Y  =  i  et  les  deux  seules  couples  PiQi, 
P,Q,  ;  cherchons  d'abord  le  lieu  géométrique  des  sommets 
de  toutes  les  paraboles  conjuguées  à  deux  couples  de 
droites  données,  et  dont  les  diamètres  consentent  une 
direction  donnée,  Y  =  o-,  ou  seulement,  et  par  rapport  à 
la  même  série  de  courbes,  le  lieu  géométnque  des  pôles 
d'une  droite  fixe,  X  =  o,  perpendiculaire  à  cette  di- 
rection. 

D'après  un  théorème  antérieur  (n°  160,  p.  162),  et  parce 
que  toutes  les  paraboles  en  question  admettent  quatre  cou- 
ples communes  de  droites  conjuguées,  distinctes  ou  coïnci- 
dentes, savoir  : 

P,Q,  =  o,     P,Q,  r=o,     cT  =  o,     €^  =  0, 
ce  dernier  lieu  est  rectiligne  et  n'est  autre  que  la  droite 
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X'  =  o  déânie  par  l'idenlité 

que  l'on  peut  écrire,  en  posant  cY  -f-  c*^  —  Y'  et  désî- 
gnaut  par  Y'  un  diamètre  dont  la  position  absolue  demeure 
indéterminée, 

(i)  (X.P.Q,  -f-X,P,Q,)  — XX'sY'. 

Les  courbes  suivantes 

(2)  >.P.Q.  4-À,P,Q,  =  o, 

(3)  XX' =  G 

sont  dès  lors  homothétiques ;  leur  corde  commune  à  dis- 
tance finie,  ou  leur  axe  radicaly  Y'  =  o,  est  donné  de 
direction  ;  et  tandis  que  les  diamètres  relatifs,  dans  les 
deux  courbes,  à  une  même  direction  de  cordes,  sont  sim- 
plement parallèles,  lei{rs  diamètres  relatifs  à  la  direction 
particulière  Y'  se  confondent.  Or  le  premier  de  ces  dia- 
mètres est  déterminé,  comme  Tbyperbole  (2)  à  laquelle 
il  appartient  :  hyperbole  circonscrite  au  quadrilatère 
PiPtQiQi  c^  dont  V une  des  asymptotes  1L  =  1  est  con- 
nue de  direction.  On  aura  donc,  dans  ce  diamètre,  que 
Ton  peut  construire  par  le  seul  emploi  de  la  règle,  le  dia- 
mètre correspondant  de  la  courbe»(3),  XX'  =  c,  c'est-à- 
dire  une  droite  déterminée  passant  d^ elle-même  par  le 
point  o  =  X=X'.  Or  ce  point,  qui  n'est  autre  que  la  trace 
de  la  droite  X  sur  le  lieu  X'  des  pôles  de  cette  droite  par 
rapport  à  toutes  les  paraboles  que  Ton  considérait  d'abord, 
représente  le  point  de  contact  de  cette  droite  et  de  Tune 
de  ces  courbes,  ou  le  sommet  de  l'une  de  ces  paraboles. 

De  là  ce  tbéorème  :  Le  lieu  des  sommets  des  pa- 
raboles conjuguées  à  deux  couples  de  droites  dominées 
o  =  PjQ,  =  PjQf,  et  dont  les  diamètres  consentent  une 
direction  ini^ariable  Y  =  o,  coïncide  ax^ec  le  diamètre  con- 
j ligué  à  cette  direction  pour  une  hyperbole  qui  serait  cir- 
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consente  au  quadrilatère  PfPiQiQi  et  dont  Vune  des 
asymptotes  serait  perpendiculaire  à  la  direction  donnée. 
Le  sommet  de  la  parabole  conjuguée  à  quatre  couples 
de  droites  résulte  immédiatement  de  ce  théorème. 

413.  Remarque  /.  " —  Une  série  de  paraboles  de  même 
directrice  étant  conjuguées  à  deux  droites  données, 
PQ  =  G,  toutes  ces  courbes  s'inscrii^ent  d^ elles-mêmes  à 
un  angle  droit  déterminé  que  Von  peut  construire.  El 
cette  remarque  fournit  une  autre  construction  de  Tun  des 
problèmes  précédents. 

414.  Remarque  II.  —  EnGn  une  dernière  détermina- 
tion de  la  parabole  définie  par  quatre  couples  de  droites 
conjuguées  résulterait  de  la  recherche  du  lien  décrit  par 
le  foyer  d'une  parabole  conjuguée  aux  trois  couples  de 
droites  PiP',,  PtP'a»  P»P's»  On  trouve  pour  Téquation  de 
ce  lieu 


Picosi' -h  P',  cosi,  Pisini' H-P',  sini,  cos(i  —  i') 
Pa  cos a'  4-  P',  cos  2,  P,  sin  a'  -+-  P*,  sin a,  ces  (a  —  2'  ) 
Ps cos3'  H-  P'a  cos3,     P, sin3'  h-  P'a  sin3,     cos(  3  —  3') 


=  0; 


et  cette  équation  représente  un  cercle  que  Ton  peut  con- 
struire. 

415.  La  détermination  des  éléments  principaux  du  pa- 
raboloïde  défini  par  huit  couples  de  plans  conjugués 
peut  s^obtenir  par  des  considérations  toutes  semblables. 
Ecrivant  en  effet  Tidentîté 


s 


>,P,Q,  =  X^-i-Y»-f-Z'  — c 


à  laquelle  donne  lieu  la  sphère  associée  de  six  couples  de 
plans  (n°  164,  p.  167)  et  où  X,  Y,  Z,  désignent  trois  plans 
rectangulaires  quelconques  menés  par  le  centre  de  cette 
sphère;  on  en  conclut  que  six  couples  formées  de  douze 


PARABOLOÏDE  CONJUGUÉ  A  8  COUPLES  DE  PLANS.   4?^ 

plans  quelconques,  et  trois  plans  rectangulaires  quelcon- 
ques menés  par  le  centre  de  la  sphère  associée  des  douze 
plans,  font  toujours  six  couples  de  plans  conjugués  et  trois 
plans  tangents  à  un  même  paraboloïde  (n^  169,  p.  i  ja). 

Et  comme  dans  tout  paraboloïde  - — 1 — -  =  a  j:  le  point  de 

P       P 

concours  de  trois  plans  tangents  rectangulaires  appartient  au 

plan  diagonal  x  = —t  on  peut  dire  d'une  manière 

équivalente  que  les  plans  diagonaux  de  tous  les  parabo^- 
loïdes  qui  admettent  six  couples  de  plans  conjugués  com^ 
muns  se  croisent  au  centre  de  la  sphère  associée  de  ces 
plans.  Or  on  sait  construire  le  centre  de  cette  sphère 
(n°  167,  p.  170),  on  saura  donc  déterminer  par  trois  de 
ses  points  le  plan  diagonal  du  paraboloïde  défini  par 
huit  couples  de  plans  conjugués. 

416.  Pour  en  obtenir  le  sommet  nous  regarderons  le 
paraboloïde  comme  partiellement  défini  par  les  quatre  cou- 
ples PiQi,.  .  .,  P4Q4  et  la  direction  ox  de  ses  diamètres, 
direction  qui  résulte  du  plan  diagonal  que  Ton  vient  d^ob- 
tenir ^  et  nous  chercherons  d'abord  le  lieu  géométrique 
des  sommets  de  tous  les  paraholoïdes  conjugués  à  quatre 
couples  de  plans  donnés^  et  dont  les  diamètres  sont  donnés 
de  direction;  ou  seulement,  et  par  rapport  à  la  même  série 
de  surfaces,  le  lieu  géométrique  des  pôles  cVun  plan  Jixe, 
X  =  o,  perpendiculaire  à  cette  direction  :  problème  gé- 
néralisé de  celui  du  n°  378,  et  qui  pourrait  se  traiter  d'une 
manière  analogue.  Mais  quoique  *la  solution  que  nous 
avons  donnée  de  celui-liî  paraisse  suffisamment  si  mple,  elle 
existe  cependant  une  certaine  préparation  et  laisse  subsister 
entre  les  données  du  problème  et  le  résultat  un  intervalle  . 
que  le  calcul  est  obligé  de  remplir.  Nous  allons  voir  que 
Ton  peut  supprimer  cet  intervalle  et  passer,  sans  aucun 
calcul,  de  l'énoncé  du  problème  à  la  construction  dans  la- 
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quelle  il  se  résout.  Il  suffit  pour  cela  d^utiliser  celui  de 
nos  théorèmes  antérieurs  qui  définit  le  lieu  du  pôle  d'un 
plan  fixe  par  rapport  à  noutes  les  surfaces  conjuguées  à 
sept  couples  de  plans  (n®  169,  p.  172).  Les  paraboloïdes 
actuels  admettent,  en  effet,  sept  couples  de  plans  conju- 
gués communs  qui  sont,  en  désignant  par  c  =?  o  le  plan  à 
Tinfini,  par  Y  et  Z  deux  plans  conduits  à  volonté  parallè- 
lement à  la  direction  ox  des  diamètres, 

P,Q,  =  0,...,     P4Q4  =  o,     cY  =  o,     <rZ  =  o,     c*  =  o. 

Le  lieu  du  pôle  du  plan  X  par  rapport  à  tous  ces  parabo- 
loïdes coïncide  donc  avec  le  plan  X'  défini  par  Fidentitc 

(i)  V  ^.  Pi  Q,  -h  cT  4-  cZ  -f-  c'  =  XX' 

queronpeutécrire,endésignantparY^unplanindéterminé, 
parallèle  à  la  direction  oar,  et  posant  cY  -h  cZ  -f-  c*  ^  Y', 

(1')  y\.p.Q,4-xx'=r. 

Les  deux  surfaces 

(2)  y  >tP.Q. =0, 

et 

(3)  XX'  =1  o 

sont  donc  homothéliques  ;  leurs  plans  diamétraux,  relatifs 
à  une  même  direction  de  cordes,  sont  parallèles  entre  eux, 
quelle  que  soit  cette  direction  ;  et  si  elle  tombe  dans  le  plan 
radical  des  deux  surfaces,  Y'  =  o,  les  plans  diamétraux 
correspondants  se  confondent.  Or  le  plan  Y'  est  parallèle  à 
à  la  direction  ox.  Les  plans  diamétraux  conjugués  à  cette 
direction  se  confondent  donc  en  un  seul  pour  les  deux  sur- 
faces (2)  et  (3).  Maïs  le  premier  de  ces  plans  est  déterminé 
comme  \e  par aboloïde  Jryperboliqiie  (2)  auquel  il  appar- 


SOMMET    DE    CE    PAnABOIOÏDE.  4^^ 

tient  :  paraboloïde  associé  au  groupe  (P,  Q, ..  . .,  P^Q*) 
et  dont  Vun  des  plans  directeurs  ,  X  =  o,  est  connu  de 
direction.  On  aura  donc,  dans  ce  plan  diamétral,  que  Ton 
peut  construire  par  la  règle  et  le  compas,  l'un  des  plans 
diamétraux  de  la  surface  (3),  XX'  =  o  :  c'est-à-dire 
un  plan  déterminé  passant  de  lui-même  par  la  droite 
o  ==  X  =X'.  Or  cette  droite^  qui  n'est  autre  que  la  trace 
du  plan  X  sur  le  lieu  X'  des  pôles  de  ce  plan  par  rapport  à 
tous  les  paraboloïdes  que  l'on  considérait  d'abord,  reprc" 
sente  le  lieu  des  points  de. contact  de  ce  plan  et  d'une  série 
de  ces  surfaces  :  ou  le  lieu  particulier  des  sommets  de  tous 
ceux  de  ces  paraboloïdes  qui  touchent  le  plan  X.  D'ail- 
leurs le  plan  diamétral  qui  con lient  ce  lieu  est  déterminé 
et  ne  dépend  que  de  la  direction  du  plan  X,  laquelle  est 
invariable,  non  de  la  position  absolue  de  ce  plan.  Et 
l'on  en  conclut  enfin  que  le  lieu  général  des  sommets 
de  tous  les  paraboloïdes  conjugués  aux  quatre  couples 
PjQj  =  o, . . . ,  P4  Q4  =  o,  et  dont  les  diamètres  conser^ 
vent  une  direction  donnée^  coïncide  a^ec  le  plan  diamé- 
tral conjugué  à  cette  direction,  pour  un  paraboloïde  hy- 
perbolique défini  par  une  équation  de  la  forme 


^^^  S 


>.P,Qi 


et  dont  Pan  des  plans  directeurs  (X  =  o)  serait  perpeji" 
diculaire  à  la  direction  donnée. 

Si  les  quatre  couples  Pi  Qi, . .  • ,  P4Q*  coïncidaient  avec 
les  quatre  couples  dé  plans  qui  résultent  des  faces  opposées 
d'un  octaèdre,  le  paraboloïde  (2)  serait  circonscrit  à  cet 
octaèdre.  Dans  tous  les  cas,  on  en  peut  obtenir  autant  de 
génératrices  reciilignes  qu'il  en  faut  pour  la  construction 
du  plan  diamétral  qui  résout  le  problème.  La  section  du 
paraboloïde  {2)  par  un  plan  quelconque  X  =  X  parallèle 
à  celui  des  plans  directeurs  qui  est  donné,  coïncide  effecti- 
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veinent  avec  la  droite  définie  par  rëqnalioii 

(2')  ^*X.P^.Qf,=o 

etqaeFon  5ail  construire  (n®  152,  p.  loy).  Construisant 
dès  lors  trois  de  ces  droites,  ou  trois  de  ces  génératrices; 
inscrivant  ensuite  entre  la  première  et  la  seconde,  la  se- 
conde et  la  troisième,  la  troisième  et  la  première,  trois 
segments  rectîHgnes  ab,  cdj  ^parallèles  à  la  direction 
ox  :  on  n^aura  plus  qu^à  déterminer  les  points-milieux 
m,  n,  p  de  ces  segments,  et  le  plan  mnp  résoudra  le 
problème. 

Ç  V.  —  Constructions  di\^erses  du  cn'cle  osculateur  fVune 
conique  définie  par  cinq  conditions. 

4i7.  La  détermination  du  cercle  osculateur,  dans  les 
courbes  du  second  ordre,  a  été  obtenue  déjà  de  bien  des 
manières  difTérentes,  et  qui  remplissent  très-suffisamment 
Tobjet  du  problème,  considéré  daus  ses  rapports  avec  la 
Mécanique.  Peut-être  en  est-il  autrement  au  point  de  vue 
de  la  seule  Géométrie.  Car,  sans  dire  rien  de  la  multitude 
des  solutions  indirectes  que  l'on  en  connaît,  les  meilleures 
d^enlre  les  autres  ne  paraissent  pas  géométriquement  irré- 
prochables :  ou  la  construction  y  laisse  à  désirer;  ou  le 
mode  d*invention,  généralement  emprunté  de  l'analyse 
oarlésienne,  et  réduit  dès  lors  à  une  vérification.  La  mé- 
thode suivante  paraîtra  peut-être  exempte  de  ces  défauts. 
Purement  élémentaire,  puisqu'elle  est  fondée  sur  la  seule 
notion  des  sécantes  communes  à  deux  coniques,  elle  est  . 
aussi  exclusivement  analytique.  El  la  simplicité  des  con- 
structions qu^elIe  fournit,  la  facilité  avec  laquelle  elle  les 
peut  modifier,  dans  chaque  cas,  suivant  les  différentes 
données  du  problème,  montrent  une  fois  de  plus  les  res- 
sources singulières  de  l'analyse,   même  dans  ce  genre  de 
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travaux  que  les  analystes  ont  le  plus  évités,  pour  lesquels 
ils  nous  renvoient  d'ordinaire  à  la  Géométrie  5  et  que  l'Ana- 
lyse, presque  toujours,  exécuterait  mieux,  plus  rapidement 
et  h  moins  de  frais. 

418,  Lemme  FONDAMENTAL.  —  V équatiQu  (T ufic  couvbe 
du  second  ordre  étant 

(o)  S  =  o, 

réqualion  r/it  cercle  osc\x\si\ewr  de  la  courbe,  en  Vun  quel- 
conque de  SCS  point  s  j  sera  de  la  forme 

(i)  S  +  T.r  =  o; 

T  =  o  désignant  la  tangente  au  point  d^osculalion,  et 
T'  =  o  une  certaine  droite  issue  de  ce  point. 

Deux  courbes  du  second  ordre  osculatrices  en  un  point 
admettent,  en  effet,  un  système  unique  de  sécantes  com- 
munes, composé  de  la  tangente  au  point  d'osculation  et  de 
la  corde  menée  de  ce  point,  qui  compte  pour  trois,  au  qua- 
trième point  de  rencontre  des  deux  courbes. 

-ilO,  Problème  L  —  Etant  donnes  quatre  points  d'une 
conique  et  la  tangente  en  Vun  d^eux,  construire  le  cercle 
osculateur  correspondant. 

Soient  ABCD  ==:  o  le  quadrilatère  ayant  pour  sommets 
les  quatre  points  donnés,  et  T  =  o  la  tangente  au  point 
d'osculation  0=  A  =  B  (fig*  94 )•  L^s  équations  respec- 
tives de  la  courbe  et  du  cercte  étant  ici 

(S)  /wAC  +  /?BD=:o, 

et 

(S')  w  AC  -h  «BD  +  TT'  ==  o, 

où  T'  désigne  une  droite  menée,  sous  une  direction  in- 
connue, par  le  point  d'osculaiion  o,  ou  par  le  point  de 
commune  rencontre  des  trois  droites  o  =  A==B  =  T:il 
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s^agît  de  construire  celui  des  cercles,  contenus  dans  Téqua* 
lion  (S^),  qui  est  tangent  en  o  à  la  droite  T. 

Or  si  Ton  substitue,  par  la  pensée,  aux  coef&clents  dé- 
terminés m,  71  et  à  la  droite  inconnue  ï'  qui  figurent 
dans  Téquation  (S'),  des  coefficients  arbitraires  et  une 
droite  mobile,  issue  de  la  même  origine  o  que  la  précé- 
dente, et  tournant  d'une  manière  continue  autour  de 
cette  origine  :  le  cercle  osculateur  ne  sera  plus  que  Tun 
des  cercles  contenus ^  en  nombre  infini,  dans  V équa- 
tion (S'),  considérée  sous  ce  nouveau  point  de  vue 5  mais 
il  participera  de  la  propriété  qui  leur  est  commune  et  qui 
est  telle  qu'i/j  passent  tous  par  les  deux  mêmes  points. 

Soient,  en  effet, 

T,T,T3  =  o 

trois  positions  quelconques  de  la  droite  mobile  T',  et 

518283  =  0 

les  cercles  déterminés  qui  leur  correspondent,  conformé- 
ment à  Téquation  (S');  on  aura  identiquement 

S, ^ /w,  AC -h /î.BD  H- TT,, 
Sa  ^  w,  AC  -h  «ïBD  4-  TTa , 
Sa  ^ /W3  AC  4- «3BD -h  TTs; 

et  Ton  en  déduit,  quels  que  soient  les  multiplicateurs  em- 
ployés, 

\S,  -f-  XjS,  4-  )i,S3  =  /wAC  4-  /îBD  +  T{X,T,  +  XjT,  -h  i,!,). 

Mais  les  droites  T,,  T,,  Tj  cohcourant  en  un  même  point, 
on  peut  disposer  des  rapports  arbitraires  Xi  :  ij  :  Aj  de  telle 
sorte  que  Ton  ait  identiquement 

>iT, -+-X,T3-f-X3T,  =  o. 

La  relation  précédente  devient  ainsi 

>iS,  4-  XaS,  4-  X3S3  =  /?!  AC  4-  «BD  : 

identité  impossible  —  les  sommets  du  quadrilatère  quel- 
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conque  ABCD  n'étant  pas  supposés  appartenir  à  un  même 
cercle  —  sî  chacun  de  ses  deux  membres  ne  se  réduit  sépa- 
rément à  zéro.  On  a  donc,  en  même  temps  que  o  =  m  =  n^ 

X, Sj -|- -XjSî -+- ^jSa  ^ o. 

Et  cette  identité  exprime  que  les  trois  cercles  Si,  Si,  Sg  se 
coupent  suivant  les  deux  mêmes  points.  Tous  les  cercles 
de  la  série  (S')  et  le  cercle  osculateur  qui  en  fait  partie 
ont  donc  un  même  axe  radical  ;  leurs  centres  se  trouvent 
distribués  sur  une  même  ligne  droite,  et  il  suffirait  d'ob- 
tenir deux  points  de  cette  droite,  ou  les  centres  de  deux 
des  cercles  de  la  série,  pour  être  en  état  de  construire  le 
centre  du  cercle  osculateur  et  ce  cercle  lui-même. 
Or  si  Ton  fait  alternativement 

/i  =  o    ou     /w  =  o 

dans  Féqualion  (S'),  il  résulte,  de  la  situation  du  point  o 
sur  chacune  des  droites  A,  B,  T,  T',  T'',  que  les  cercles 
correspondants 

(i)  S,  =  mAC-i-TT'  =  o, 

(2j  S,=  /îBD4-TT"=o 

ont  trois  de  leurs  points  en  évidence,  savoir  : 

Pour  le  premier,  le  point  simple  y  ou  C,T  =  o,  et  le 
point  double  A .  T  ou  A .  T'  ==  o,  qui  n'est  autre  que  le  point 
d'osculation  o,  suivant  lequel  ce  premier  cercle  touche  la 
droite  A  ; 

Fig.  94. 


Pour  le  second,  le  point  simple  $  ou  D.T  =  o,  et  le 
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point  double  B.T  ou  B.T'  =  o  :  ce  dernier  se  confondant 
encore  avec  le  point  d'osculaiion  suivant  lequel  ce  second 
cercle  foucAe  la  droite  B. 

Le  problème  est  donc  résolu ,  et  Ton  a  cet  énoncé  :  ^ 

Une  conique  étant  définie  par  un  quadrilatère  inscrit 

ABCU  f*t  la  tangente  en  Vun  des  sommets  AB  ou  o  de 
ce  quadrilatère  ;  pour  obtenir  le  cercle  osculaleur  de  la 
courbe  au  point  o,  on  mènera  de  ce  point  des  perpen- 
diculaires aux  côtés  adjacents  A  et  B,  respectiy^ement  limi- 
tées ^  en  a  et  ^^  à  des  perpendiculaires  élevées  sur  la  tan- 
gente par  les  traces  de  cette  dernière  sur  les  côtés  opposés 

Q  et\}.  Menant  ensuite  la  droite  oi(i^  le  segment  oô^.  in- 
tercepté par  cette  droite  sur  la  normale  au  point  considéré 
o,  représentera  le  diamètre  du  cercle  osculateur,  La  solu- 
tion donnée  par  M.  Chasles  (  Traité  des  Sections  coniques, 
p.  49)  suppose  la  construction  de  la  formule  suivante  : 

420.  Remarque  I,  —  Il  résulte  des  différences  auxquelles 
donne  lieu  la  représentation  analytique  de  Taxe  radical  de 
deux  cercles,  considérés  dans  le  plan  ou  sur  la  sphère,  que 
Tanalyse  précédente  n'est  pas  directement  applicable  à  la 
construction  du  cercle  osculateurd^une  conique  sphérique. 
Toutefois,  par  une  singularité  digne  de  remarque,  la  con- 
clusion légèrement  modifiée  de  celte  analyse  demeure  vraie, 
sur  la  sphère  comme  dans  le  plan.  Et  cette  même  construc- 
tion, qui  nous  fournissait  tout  à  l'heure  le  diamètre  00*  du 
cercle  osculateur  d*uue  conique  plane,  recommencée  sur 
la  sphère  pour  une  conique  définie  par  les  mêmes  éléments, 

nous  fournirait  encore  le  petit  axe  00^  d'une  ellipse  sphé- 
rique droite  (ou  capable  d^un  angle  droit),  osculatrice 
en  o  à  la  courbe  proposée,  CVsi  ce  qu'on  aperçoit  bien 
aisément  à  l'aide  d'une  projection  centrale  de  la  figure  : 


^^^ 


CAS    D*UNE    CONIQUE   SPHÉRIQUE.  4^1 

le  point  de  vue  étant  placé  au  centre  de  la  spbère,  et  le 
plan  du  tableau  n^étant  autre  que  le  plan  tangent  mené 
par  le  point  o  autour  duquel  se  fait  la  construction. 
D'ailleurs  si  Ton  considère  V ellipse  sphériqiie  droite  dé- 
crite sur  la  base  oa  ^  et  qui  n'est  autre  que  le  segment 
capable  d*un  angle  droit  oMo'  s^ appuyant  sur  cette  base, 
les  plus  simples  propriétés  des  triangles  sphériques  rec- 
tangles permettent  d'en  déterminer  le  cercle  osculateur 
pour  l'un  ou  l'autre  des  points  "o,  o'.  On  trouve  ainsi,  en 
désignant  par  R  le  rayon  de  ce  cercle, 

tang  oo'  z=  1  tang  R. 

Tel  est  donc  aussi,  pour  la  conique  sphériqueque  l'on  con- 
sidérait d'abord,  le  rayon  du  cercle  osculateur  en  fonction 

de  l'arc  oa  défini  par  la  construction  indiquée^  et  la  même 
construction,  effectuée  dans  le  plan,  s'y  traduit  par  la  re- 
lation analogue 

oo'  =2R. 

421 .  Remarque  II.  —  Les  formules  connues 

a^b^                                    tanc* « .  tanc' 6  ,^^ 
R  =  -7-»      tangR=:cos»p  -  . 

se  peuvent  aussi  déduire  de  la  construction  précédente, 
appliquée  à  un  parallélogramme  inscrit  dont  Pun  des  som- 
mets serait  au  point  d'osculation  et  dont  les  diagonales 
seraient  dirigées  suivant  deux  diamètres  conjugués. 

422.  Remarque  III.  —  Si  les  axes  principaux  de  la 
courbe  sont  donnés  de  position,  et  que  l'on  connaisse  en 
outre  un  de  ses  points  m  et  la  tangente  correspondante;  on 
substituera  au  parallélogramme  dont  on  vient  de  parler  un 

(  *  )  Théorie  nouuetlef  géométrique  et  mécanique^  des  lignes  à  double  eour^ 
bure,  i86o,  p<  44* 

3i 
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rectangle  inscrit  :  et  Ton  verra  (fig*  96)  que  51,  par  les 
traces  de  la  tangente  donnée  sur  chacun  des  axes  ox  et 
ojy  on  mène  à  cette  tangente  des  perpendiculaires  res- 

Fig.  95. 


peclii^ement  terminées  en  p'  et  q'  à  t ordonnée  mp  et  à 

V  abscisse  mq  du  point   de  contact  y  le  centre  du   cercle 

osculateur  en  ce  point  appartiendra  à  la  droite  p^q', 
laquelle  contient  aussi  le  centre  de  la  courbe. 

423.  Problème  II.  —  Étant  donnés  Vun  des  foyers 
d'une  conique  et  la  directrice  correspondante  y  construire^ 
le  cercle  osculateur  en  un  point  donné  m  de' la  courbe. 

Soient  T  =  o  la  tangente  au  point  donné,  et  T'  =  o  une 
droite  issue  de  ce  point  (fig*  96)  :  la  courbe  proposée  S  et 
le  cercle  osculateur  S'  que  l'on  cherche  seront  définis  ac- 
tuellement par  les  équations 


(o) 
(I) 


S'  =X»  H-  Y»  —  D^  4-  T.r  =z  o, 


où  D  =  o  désigne  la  directrice  donnée  et  X*  ^  Y'  la  fonc- 
tion d'un  cercle  de  rayon  nul  dont  le  centre  est  au  foyer 
correspondant. 

De  la  double  équalion  (1)  on  tire  d'abord  l'idenlité 


(•') 


S'  —  (X'  +  Y')  =  —  D'  +  T.T'. 


AUTRES    CONSTRUCTIONS    DU    CERCLE    OSCULATEUR.  4^3 

Les  équations  équivalentes 

(2)  S'-.(X»-hY»)r.:0, 

(2')  D^  — T.r=o 

représentent  donc  un  seul  etjnême  cercle  S" —  inscrit  dans 

V angle  TT'  suis^ant  la  corde  de  contact  D  =  o,  ainsi 
que  cela  résulte  de  Téquation  [i')  — et  ayant  un  même 
axe  radical  av'ec  le  cercle  osculateur  que  l'on  cherche  S'  et 
le  foyer  F  (X*  H-  Y*  =  o)  assimilé  à  un  cercle  de  rayon 
nul  :  c'est  ce  qui  résulte  de  l'équation  (  2  ).  Les  trois  cercles 

.S',  S^  F 

auront  dès  lors  leurs  centres  en  ligne  droite.  Mais  le  centre 
du  troisième  est  au  foyer  donné  F;  et  il  résulte  de  l'équa- 
tion (2')  que  le  centre  du  second  S"  est  au  point  de  concours  y 
de  la  perpendiculaire   abaissée  du  point  donné  m  sur  la 

Fig.  96. 


8' 


fcS' 


directrice,  et  de  la  perpendiculaire  élevée  sur  la  tangente 
donnée  par  la  trace  de  cette  tangente  sur  la  directrice.  Le 
centre  du  cercle  osculateur  S'  se  trouvera  donc   sur   la 

droite  résultante  Fç,  et  Ton  peut  énoncer  ce  théorème  : 

Le  centre  du  cercle  osculateur  en  un  point  quelconque  ni 

3i. 
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{Vane  conique  est  situé  sur  la  droite  gui  va,  de  Vun  quel- 
conque des  foyers  de  la  courbe,  au  point  de  concours  de 
deux  droites  menées  :  la  première  par  le  point  d'oscula- 
tion  m  perpendiculairement  à  la  directrice  correspon- 
dante; la  seconde  y  perpendiculairement  à  la  tangente 
au  point  d^osculation,  par  la  trace  de  cette  tangente  sur 
la  directrice, 

424.  Problème  III.  —  Étant  donnés  les  asymptotes  et 
un  point  d^une  hyperbole,  construire  le  cercle  osculateur 
en  ce  point. 

La  courbe  donnée  et  le  cercle  que  Ton  veut  construire 
ont  actuellement  pour  équation      * 

(o)  SbXY4-i=o, 

(i)  S'  =  XY-HH-Tr'r=o; 

et  l'on  déduit,  de  cette  dernière,  F  identité 

(i')  S'  — i=XY-f-TT'. 

Les  équations  équivalentes 

(2)  S'~1=0, 

(2')  XY-hTT'=:o 

représentent  donc  un  seul  et  même  cercle  —  concentrique 

*"»&•  97- 


au  cercle  osculateur  cherché  S',  en  vertu  de  Téquation  (  a) 


ANGLES    SOLIDES    COIfJUGUÉS    À    LA    SPHÈRE.  4^5 

— et  circonscrit,  en  vertu  de  Fëquation  (a'),  au  quadrila- 
tère partiellement  indéterminé 

X.T.Y.r. 

Mais  Findétermination  de  ce  quadrilatère  disparait  devant 
la  condition  qu'il  soitinscriptible.  Son  quatrième  côtéT', 
que  Ton  sait  déjà  devoir  passer  par  le  point  d'osculation , 
est  antiparallèle  à  la  tangente  T  par  rapport  à  l'angle 
des  asymptotes  5  et  l'on  a  ce  théorème  ^J^^.  97)  : 

Le  cercle  osculateur  en  un  point  quelconque  d^une  hy- 
perbole est  concentrique  au  cercle  qui  passerait  par  les 
traces^  sur  les  asymptotes,  de  la  tangente  au  point  d^os- 
culation  et  d^une  droite  qui  serait  menée  de  ce  point  dans 
une  direction  antiparallèle  à  cette  tangente  par  rap- 
port à  r angle  des  asymptotes, 

§  VI.  —  Des  angles  solides  conjugués  à  une  sphère  de 
rayon  nul,  et  de  quelques  propriétés  du  quadrilatère 
sphérique. 

425.  Soient 

ABC  =  0     et    H  =  o 

les  équations  de  quatre  plans  issus  d'une  même  origine  O  ; 
les  trois  premiers  de  ces  plans  étant  donnés,  on  peut  dis- 
poser de  la  direction  du  quatrième  de  telle  sorte  que  Té- 
quation 

aA»  H-  pB'  H-  yO  -f-  >H'  =  o 

représente  une  sphère  de  rayon  nul;  et  Ton  a  dès  lors 
l'identité 

(1)  a  A»  -h  PB'  H-  y  C  -4-  XH»  s  X»  4-  Y»  4-  Z». 
Les  équations  équivalentes 

(2)  aA»-hpB»-H7C»  =  o, 
(2')                           X»  4-  Y»  +  Z»  —  >H»  =  o 
représentent  donc  une  seule  et  même  surface  :  un  cône  de 
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révolution  conjugué  au  triëdre  ABC  et  ayant  pour  sommet 
le  point  O,  pour  axe  la  perpendiculaire  OO'  abaissée  de  ce 
point  sur  le  plan  H.  La  section  de  ce  cône  par  Tun  quel* 
conque  de  ses  plans  cycliques,  H  =  A,  sera  donc  un  cercle 
dont  le  centre  devra  se  trouver  sur  Taxe  00',  puisqu'il 
s^agit  d'un  cône  de  révolution;  et  au  point  de  rencontre 
des  hauteurs  du  triangle  résultant  des  traces  du  plan  sécant 
sur  les  faces  du  trièdre  ABC,  puisque  ce  trièdre  et  ce  cône 
sont  conjugués.  On'conclut  de  là  que  Vaxe  du  cône  (2') 
coïncide  avec  la  droite  de  commune  intersection  des  trois 
plans-hauteurs  du  trièdre  ABC,  et  que  le  plan  H  capable 
de  satisfaire  à  l'identité  (1)  est  perpendiculaire  à  cette 
droite. 

426.  Soit,  en  outre.  H'  =  o  un  plan  quelconque  pa- 
rallèle au  précédent,  Tideutité  (i)  entraînant  la  suivante 

^'  ^  j  =(X  — û)'H-(Y  — è)'+(Z  — c)»— /•», 

la  sphère  représentée  par  Tunç  ou  l'autre  de  ces  équations 
sera  conjuguée  au  tétraèdre  ABCH'.  Tout  tétraèdre  dans 
lequel  le  plan  de  Vune  des  faces  est  perpendiculaire  à  la 
droite  d^ intersection  des  plans-hauteurs  du  trièdre  opposé 
admet  donc  une  sphère  conjuguée;  et  ses  quatre  hauteurs 
se  coupent  en  un  même  point. 

427.  Soient  encore  ABCD  =  o  les  plans  des  faces  d'un 
angle  solide  tétraèdre,  et  (X^yd  =  o  les  plans  menés  par 
le  sommet  de  cet  angle  perpendiculairement  aux  droites- 
hauteurs  de  chacun  des  trièdres  BCD,  CD  A,  DAB,  ABC. 
La  sphère  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  sommet  de 
l'angle  solide  considéré,  étant  définie  par  Tune  quelconque 
des  équations 

(i)  ci»-f-B*-hC'4-D»  =  o,  ^     .. 

(2)  p»-+-C'H-D*H-Â»  =  o,...» 


PROPRIÉTÉ    pu    QUADRILATERE    SPHÉRIQUE.  4^7 

OÙ  a*  désigne  un  multiple  quelconque  du  carré  a'  5  toutes 
ces  équations  sont  deux  à  deux  équivalentes.  On  a,  par 
exemple,  l'identité 

;«  -^  B»  -f  C'  4-  D»  =  p»  -h  6  -h  D»  +  À% 
que  Ton  peut  écrire 

(3)  :  Â»H-B'-4-C^-hD»H-â«-hP»  =  o; 

€t  il  résulte  de  celle-cî  que  les  plans  ABCDaj3  =  o  sont 
tangents  à  un  même  cône  du  second  ordre.  Les  huit  plans 
analogues  ABCD  X  OL^yà  =  o  font  dès  lors  huit  plans 
tangents  d^un  même  cône  du  second  ordre.  Et  il  est  aisé 
de  voir  que  ce  cône  est  Tun  de  ceux  dont  l'entière  détermi- 
nation exige  seulement  la  donnée  de  quatre  plans  tan- 
gents y  et  que  nous  dirons  inscriptibles,  parce  qu'on  peut 
leur  circonscrire  une  infinité  de  trièdres  trîreclangles  5 
comme  il  arrive  ici  pour  le  cône  considéré. 

Soient  effectivement  aa'  =  o  un  dièdre  droit,  circonscrit 
à  ce  cône,  et  attJ ol^  =  o  le  Irièdre  trirectangle  de  même 
sommet  construit  sur  ce  dièdre.  Si,  entre  les  identités 

(3')  Â^-HB'-f  C*-+-D^-f-i'4-à'»  =  o 

et 

(  i')  i'  +  B»  +  C'  -+-  i)'  =  a^  4-  a'»  -h  a^'S 

—  auxquelles  donnent  lieu,  d'une  part,  les  six  plans  tan- 
gents ABCDaa'  =  o  du  cône  considéré  5  de  l'autre,  les 
deux  formes  analytiques  de  la  sphère  de  rayon  nul  ayant 
pour  cerilre  l'origine  —  on  élimine  le  carré  a^*,  l'identité 
résultante 

À»  4-  B^  -+-  C^  -I-  D'  4-  i»  4-  i"»  =  o 

exprime  le  contact  du  sixième  plan  cl"  et  du  cône;  et  ce- 
lui-ci admet  une  infinité  de  trièdres  tri  rectangles  circon- 
scrits, tels  que  oLOL'a".  On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  côtés  A,  B,  C,  D  d^un  quadrilatère  sphérique  quel- 
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conque,  elles  quatre  grands  cercles  a,  p,  y,  S  ajranipour 
pôles  respectifs  les  points  de  concours  des  hauteurs  des 
quatre  triangles  formés  de  trois  quelconques  des  côtés  de 
ce  quadrilatère,  sont  tangents  à  une  même  conique  sphé- 
rique,  inscriptible  elle^métne  à  une  infinité  de  triangles 
trirectangles. 

Telle  est  d'ailleurs  la  proposition  corrélative  que  : 

Les  points  de  concours  des  hauteurs  de  chacun  des 

triangles  formés  des  côtés  d^un  quadrilatère  sphérique, 

pris  trois  à  trois,  et  les  pôles  des  côtés  de  ce  quadrilatère 

font  toujours  huit  points  d^une  même  conique  sphérique 

circonscrîptible  à  une  infinité  de  triangles  trirect angles, 

428.  C0ROLLA.1RE  I.  —  Toute  conique  sphérique  inscrip- 
tible  à  un  triangle  trirectangle,  et  inscrite  à  un  triangle 
donné,  touche  d^ elle-même  le  grand  cercle  ayant  pour 
pôle  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  de  ce  triangle; 

Et  toute  conique  sphérique,  circonscriptible  à  un  trian- 
gle trirectangle  et  circonscrite  à  un  triangle  donné,  passe 
d'elle-même  par  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  de  ce 
triangle. 

• 

429.  Corollaire  H.  —  Tout  angle  solide  pentaèdre 
ABCDE  =  o  qui  admet  une  sphère  conjuguée,  ou  qui  est 
tel,  que  les  plans  de  ses  dii^erses  faces  donnent  lieu  à 
t  identité 

( /)  Â'  H-  B'  -f.  C^  +  D»  4-  È»  =  X*  -h  Y^  -4-  Z% 

est  circonscrit  à  un  cône  inscriptible  ;  et  quatre  quelcon- 
ques des  faces  de  cet  angle  solide  suffisent  à  la  détermi- 
nation de  ce  cône. 

L'élimination  de  la  fonction  sphérique  X*-|-Y*-hZ' 
entre  les  identités  (i)  et 

(i)       a»-f.B»-|-C»4-D»  =  X^  +  Y2H-.Z»    (n* 427,  p. 486) 


J 
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entraine,  en  effet,  cette  autre  identité 

ou  la  conclusion  que  le  plan  E  =  o  est  tangent  au  cône 
inscriptible  que  déterminent  les  quatre  plans  tangents 
A,  B,  C,  D^  et  dont  le  contact  avec  le  plan  a  =  o  a  été 
reconnu  déjà  (n®  427). 

430.  Théorème.  —  Les  dix  plans  menés  par  chacun  des 
sommets  d'un  pentaèdre  perpendiculairement  à  V arête 
opposée  concourent  en  un  même  points  et  ce  pentaèdre 
admet  une  sphère  conjuguée 

(/)      o  =  À»  4-  B»  -+-  C^  4-  i)»  H-  É^^X»  -h  Y'-H  Z»  —  /^, 

si  les  plans  de  ses  faces  sont  parallèles  à  autant  de  plans 
tangents  d'un  même  cône  inscriptible. 

Si,  en  effet,  A'B'C'D'E'  =  o  désignent  les  faces  du 
pentaèdre,  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un 
même  point  XYZ  de  Tespace,  l'une  quelconque  des  iden- 
tités (i)  ou 

(/')  À'»  -+-  B'^  H-  C"  H-  D''  -f-  É'^  s  X^  -f-  Y*  4-  Z* 

entraine  l'autre 5  et  la  dernière,  (/'),  le  théorème  énoncé 
(Corollaire  II). 

431.  On  a  vu  déjà  que  tout  hexaèdre  P^ . .  .Pe  =  o  ad- 
met une  sphère  conjuguée;  si  V hexaèdre  est  inscriptible, 
le  plan  radical  de  la  sphère  circonscrite  et  de  la  sphère 
conjuguée  contient  le  centre  de  Vhjperboloïde  qui  aurait 
pour  génératrices  rectilignes  les  droites  d^ intersection 

PiPo       PaP&j      P»P« 

des  faces  opposées  de  l'hexaèdre.  Ces  deux  sphères  ayant, 
en  effet,  pour  équations 


I 


X,PÎ=o      et     P.P4-+-PiP»  +  P3Pf  =  o, 


4gO  CHAPITRE    XIV. 

leur  plan  radical  R  =  o  satisfait  à  Tidentité 


s 


>,PÎ-^P.P4  +  P.P»-hP3P.  =  R, 


et  représente,  par  suite,  Tun  des  plans  diamétraux  d^une 
surface  du  second  ordre  inscrite  à  Fhexaèdre  Pi.  •  .P«  et 
conjuguée  aux  trois  couples  de  plans  P1P4,  PfPs,  PjP*- 
D^ailleurs  le  point  de  contact  de  cette  surface  et  de  chacun 
des  plans  Pj,  P4  appartient  à  la  fois  à  ce  plan  et  à  son 
conjugué  P4  ou  Pf  Chacune  des  droites  PiP*?  PiPs?  PjP* 
se  trouve  donc  conjuguée  à  elle-même  par  rapport  h  la  sur- 
face dont  il  s'agit  :  et  celle-ci  n'est  autre  qu'un  hyperbo- 
loïde  passant  par  chacune  dé  ces  droites  (n^  168,  p.  172). 

§  VII.  —  Théorèmes  et  problèmes  divers  sur  les  surfaces 

du  second  ordre. 

432.  Problème  I.  —  Faire  passer  un  cône  du  second 
ordre  par  un  groupe  donné  de  huit  points  situés,  les  trois 
premiers  d\ine  manière  quelconque  dans  V espace,  et  tous 
les  autres  dans  un  même  plan  (Lamé,  Examen  des  diffe^ 
rentes  Méthodes  y  p.  67). 

i).  Supposons  le  problème  résolu,  et  imaginons  que  le 
triangle  123  déterminé  par  les  trois  premiers  points  soit 
projeté,  suivant  le  sommet  du  cône,  sur  le  plan  de  la 
conique  C  déterminée  par  les  cinq  autres  {fi g»  98),  Le 
triangle  résultant  l''2"3"  se  trouvera  inscrit  à  cette  conique, 
et  ses  différents  côtés  passeront  par  les  traces  respectives 
des  côtés  i%  23,  31  du  triangle  primitif  sur  le  plan  de  cette 
courbe.  Réciproquement  si,  par  ces  traces  1',  2',  3'  que  l'on 
connaît  et  qui  sont  d^ailleurs  en  ligne  droite,  on  fait  passer 
les  côtés  d'un  triangle  1"2''3"  inscrit  à  la  courbe  C,  les 
triangles  123  et  l''2''3''  ayant  un  axe  auront  par  cela  mènoe 
un  centre  d^homologie;  et  le  point  de  concours  des  droites 
de  jonction  de  leurs  sommets  homologues  représentera  le 
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sommet  de  F  un  des  cônes  répondant  à  la  question,  ramo 
née  de  la  sorte  à  ce  problème  de  géométrie  plane  :  inscrire 

Fig.  98. 


à  une  conique  donnée  un  triangle  dont  les  côtés  passent 
respectii^ement  par  autant  de  points  donnés,  situés  en 
ligne  droite. 

Telle  est  au  fond  la  solution  de  M.  Lamé,  et  Ton  voit 
que  le  précepte  de  Desargues,  si  souvent  rappelé  de  nos 
jours,  et  si  rarement  appliqué,  y  est  oublié  une  fois  de 
plus-,  mais  oublié,  peut-on  dire,  le  plus  heureusement  du 
monde.  Car  si  la  Géométrie  y  perdait  quelque  chose,  qu'il 
est  aisé  de  lui  rendre,  l'analyse  y  devait  gagner  une  pre- 
mière solution  du  problème  des  triangles  pivotants  inscrits 
à  une  conique  (p.  58)  :  solution  extrêmement  remarquable, 
peu  remarquée,  sans  doute  parce  qu'une  sorte  de  divina- 
tion qui  y  supplée  à  toutes  les  insuffisances  de  Tinstrument 
cartésien,  la  rend  difficile  à  suivre,  même  à  la  suite  de 
Fauteur;  mais  qui  soulève  la  question  de  savoir  si  tout  sera 
bénéfice  pour  les  géomètres  dans  les  progrès  de  la  Géo- 
métrie et  le  perfectionnement  de  ses  méthodes,  et  s'ils  n'y 
perdront  pas  les  belles  violences  où  les  jette  parfois  un 
obstacle  imprévu,  qu'ils  n'auraient  ^garde  d'emporter, 
comme  ils  font  d'ordinaire,  s'ils  savaient  d'avance  qu'ils  le 
peuvent  tourner. 

2).  Revenons  à  notre  problème,  et  puisque  le  cône  que 
l'on  cherche  doit  contenir  la  courbe  C  et  chacun  des  points 
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i,  2, 3,  observons  que  chacune  des  génératrices  menées  du 
sommet  de  ce  cône  aux  points  i^  2, 3  deyra  s'appuyer  sur 
cette  courbe,  et  ce  sommet  appartenir  à  chacun  des  cônes  de 
sommets  respectifs  1 , 2, 3  et  de  base  commune  C,  ou  à  leur 
commune  intersection.  Or  deux  quelconques  de  ces  cônes 
(1 ,  C) ,  (2,  C )  ayant  une  courbe  d'entrée  plane,  leur  courbe 
de  sortie  est  plane  également  ;  et  la  détermination  du  plan 
qui  la  contient  résulte  aussitôt  de  la  méthode  ordinaire. 

Si,  en  effet,  par  la  trace  3'  de  la  droite  des  sommets  sur  le 
plan  de  la  courbe  de  base  C  [fig»  99)  on  mène  une  trans- 
versale 3'a&  rencontrant  cette  courbe  aux  points  a  et  6  ;  que 
Ton  mène  ensuite  les  génératrices  la  et  2&  qui  se  coupent 
en  5',  1  &  et  2a  qui  se  coupent  en  s  :  les  points  5,  s' obtenus  de 
la  sorte  appartiendraient  au  plan  de  la  courbe  de  sortie  des 
deux  cônes  considérés.  Mais  il  résulte  de  cette  construction 
que  la  droite  ss'  n'est  autre  que  la  polaire  du  point  3'  par  rap- 
port au  système  (j'ia,  s'^b).  La  droite  55' passe  donc  par  les 
conjugués  harmoniques  du  point  3'  par  rapport  aux  deux 


couples  (i,  2)  et  [ct^  b).  Or  le  premier  de  ces  points  est  fixe, 
le  second  se  meut  sur  la  polaire  P  du  point  3'  par  rapport 
à  la  courbe  C  ;  et  tous  les  points  5,  s'  appartiennent  au  plan 
déterminé  par  la  droite  P  et  le  conjugué  harmonique  du 
point  3'  par  rapport  au  segment  12.  Tel  est  donc  le  plan 
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de  la  courbe  de  sortie  des  deux  premiers  cônes  (i,  C) 
et  (2,  C). 

Le  plan  de  la  courbe  de  sortie  de  Tun  de  ces  cônes  et  du 
troisième  (3,  C)  s'obtiendrait  de  la  même  manière;  et  les 
points  de  rencontre  de  Tun  quelconque  d'entre  eux  et  de  la 
droite  d'intersection  des  deux  plans  obtenus  de  la  sorte  four- 
niraient enfin  les  sommets  S,  S'  des  deux  cônes  cherches. 

433.  Remarque  I.  —  Le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  ordre  passant  par  un  point  1,  ou  2,  ou  3  et  une  co- 
nique donnés,  est  un  cône  ayant  pour  base  cette  conique 
et  pour  sommet  le  point  donné.  Les  sommets  des  deux 
cônes  que  l'on  veut  conduire  par  la  courbe  C  et  les  points 
i,2, 3  seront  fournis  dès  lors  par  les  deux  points  S',  S"  qui, 
associés  à  cette  courbe,  forment  la  commune  intersection 
des  trois  surfaces  coniques  (1,  C),  (2,  C),  (3,  C).  Or  le 
sommet  S'  ou  S''  de  chacun  des  cônes  cherchés  doit  ap- 
partenir —  à  la  polaire  relative  à  ce  cône  de  la  droite  l'2'3' 
commune  intersection  du  plan  123  et  de  celui  de  la  courbe 
C —  ou  à  la  commune  intersection  des  plans  polaires  des 
trois  points  1',  2',  3'.  D'ailleurs  chacun  de  ces  plans  polaires 
est  déterminé  par  un  point  —  le  conjugué  harmonique  du 
point  1',  ou  2',  ou  3',  par  rapport  au  segment  23,  ou  3i,  ou 
12  —  et  une  droite:  la  polaire  du  point  1',  ou  2',  ou  3'  par 
rapport  à  la  conique  C.  La  droite  d'intersection  de  ces 
plans  polaires  est  donc  pareillement  déterminée;  et  les 
traces  de  cette  droite  sur  le  cône  de  sommet  1,  ou  2,  ou  3 
et  de  base  C,  déterminent  les  sommets  des  deux  cônes 
cherchés. 

Ces  dernières  considérations,  ou  leurs  corrélatives,  s'ap- 
pliqueraient directement  à  la  détermination  du  plan  d'une 
conique  doublement  inscrite  à  un  cône  et  à  un  irièdre 
donnés. 

434.  Remarque  IL  —  Si  l'on  imagine  (Jîg.  98)  le  plan 
123  rabattu  autour  de  la  droite  1'2'3'  sur  le  plan  de  la 
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courbe  C,  on  pourra  effectuer  dans  celui-c!  toutes  les  con- 
structions que  suppose  le  problème  précédent,  et  en  dé- 
duire, comme  corollaire,  la  détermination  bien  connue  du 
premier  sommet  d'un  triangle  inscrit  à  une  conique  /don- 
née et  dont  les  côtés  seraient  assujettis  à  passer  par  trois 
points  i  \  2',  3'  situés  en  ligne  droite, 

435.  Remarque  111,  —  Si  Ton  élargit  un  peu  les  don- 
nées du  problème  précédent,  lequel  consistait  en  réalité  à 
faire  passer  un  cône  du  second  ordre  par  deux  coniques 
ayant  une  corde  commune ^  on  est  conduit  à  cette  pre- 
mière généralisation  d'un  théorème  de  Mœbius  : 

Une  surface  du  second  ordre  étant  assujettie  à  passer 
par  deux  ellipses  données  —  lesquelles  admettent  une 
corde  commune  réelle  ou  idéale  —  et  par  un  point  com- 
plémentaire M,  cette  surface  est  —  un  ellipsoïde  si  ce  point 
est  extérieur  à  Vun  des  deux  paraboloîdes  elliptiques  qui 
passent  par  les  deux  courbes  données  et  intérieur  à  Vautre 
—  un  hyperboloïde,  à  une  ou  à  deux  nappes,  si  le  point  M 
est  extérieur  aux  deux  paraboloîdes  ou  intérieur  à  Vun 
et  à  Vautre. 

Que  si  l'on  voulait  en  outre  spécifier  celui  des  deux  hy- 
perboloïdes  que  peut  définir  le  point  mobile  M,  il  est  clair 
que  Ton  devrait  distinguer  d'abord  chacune  des  situations 
possibles  de  ce  point  dans  l'un  des  espaces  angulaires  com- 
pris entre  les  deux  paraboloîdes  précédents  et  les  dfux 
cônes  du  second  ordre  que  Ton  peut  mener  aussi  par  les 
deux  ellipses  données.  Observant  ensuite  que  la  transition 
de  VeWpsoïde  à  V hjperboloïde  à  deux  nappes  se  fait  tou- 
jours par  un  paraboloide  elliptique;  celle  de  \un  des  deux 
hyperboloïde  s  à  Vautre  par  un  cône  :  on  verrait  que  la 
surface  définie  par  le  point  complémentaire  M  devient, 
d'ellipsoïde,  hyperboloïde  à  deux  nappes,  ou  inversement, 
toutes  les  fois  que  le  point  M  traverse  l'un  des  deux  para-, 
boloïdes  de  la  série  ;  et  que  toutes  les  fois  que  ce  point  tra- 
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verse  Tua  des  deux  cônes  de  la  série,  la  surface* devient, 
d'hyperboloïde  convexe,  hyperboloïde  gauche,  ou  inver- 
sement. 

436.  Remarque  IV.  —  Si  l'on  imagine  une  série  de  co/i«- 
ques  circonscrites  à  un  quadrilatère  convexe^  ABCD  =  o, 
et  que,  considérant  celle  de  ces  courbes  qui  se  trouvée  définie 
parla  donnée  d^un  point  complémentaire  M^,  on  la  rap- 
porte aux  deux  paraboles  de  la  série 

(i)  Y^4-X  =  o, 

(2)  Z^  +  T=o, 

par  l'équation  évidente 

Y^  -4-  X  _    Z^  -4-  T  ^ 
^^  YJ-hXo""  Z;-f-To^ 

les  directions  asymptotiques  de  la  courbe  considérée  se 
trouvent  définies  par  Téquation 

^"^^  y;  +  x«~zj4-To' 

et  sont  réelles  ou  imaginaires  suivant  que  les  nombres 
YJ-f-Xo  et  ZJ -f- To  sont  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires.  Dans  le  premier  •cas^  le  point  complément 
taire  M©  est  intérieur  aux  deux  paraboles  ou  extérieur  à 
toutes  les  deux,  et  la  courbe  quil  détermine  est  une  hy- 
perbole ;  dans  le  second^  le  point  Mo,  intérieur  à  Vune  des 
deux  paraboles^  est  extérieur  à  Vautre,  et  la  courbe  quil 
détermine  est  une  ellipse  (Moebius,  Der  Barjcenlrische 
Calcul,  1827,  p.  382).  C'est  le  théorème  dont  nous  par- 
lions tout  à  l'heure;  et  c'est  encore,  si  l'on  veut,  une  autre 
manière  d'obtenir  les  directions  diamétrales  des  deux 
paraboles  circonscrites  au  quadrilatère  ABCD  =  o.  Car 
si  Ton  rapporte  les  côtés  opposés  de  celui-ci  aux  deux  pa- 
raboles que  l'on  cherche,  les  identités  réisultantes 

AC  =  Y»-f-X-l-;(Z'-4-T),     BD  =  Y'+X  +  pi(Z»-f-T) 
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deviennent,  en  négligeant  la  position  absolue  des  droites 
qui  y  figurent  pour  ne  voir  que  leurs  directions, 

A' C  =  Y"  H-  >Z'S     B'D'  =  r ^  -f-  fiZ'»  : 

et  les  directions  diamétrales  cherchées,  o  =  Y'  =r  Z',  sont 
en  évidence  dans  ces  dernières  (n°  273,  p.  297). 

437.  Remarque  V.  —  Imaginons  de  même  une  série  de 
surfaces  du  second  ordre  menées  par  un  groupe  donné  de 
huit  points,  ou  par  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
quils  déterminent,  C45  et  considérant  celle  de  ces  sur- 
faces qui  se  trouue  définie  par  la  donnée  d^un  point 
complémentaire  Mo,  cherchons  à  en  déterminer  le  genre. 

i).  Si  la  courbe  gauche  C4  admet  d^ abord  des  bran- 
ches  infinies^  le  problèrâe  est  aussitôt  résolu  ;  et  la  série 
considérée  ne  contient  que  des  hyperboloïdes. 

2).  Supposons  donc  limitée  de  toutes  parts  la  courbe 
gauche  donnée,  ses  traces  sur  le  plan  à  Tinfini  seront  alors 
imaginaires  toutes  les  quatre  *,  et  il  résulte  d'une  proposition 
antérieure  (n**  359,  p.  4<><>)  q^^  Von  pourra  faire  passer 
par  cette  courbe  deux  paraholoïdes  elliptiques  réels  dont 
les  équations,  rapportées^  si  l'on  veut,  à  Vun  de  leurs 
plans  diamétraux  commun^^  Y  =  o,  pourront  s'écrire 

(i)  Y'4-Z*4-X=ro, 

(2)  .Y»H- V'H-T  =  o. 

Celle  des  surfaces  de  la  série  qui  passe  par  le  point  com- 
plémentaire Mo,  rapportée  à  ces  deux  paraholoïdes,  sera 
donc  représentée  par  l'équation 

Y'  +  Z^H-X   _   Y'H-V^-f-T  ^ 

\  '  .  yj  4-  z;  +Xo  ~~  y;  -f.  v;  -h  t/' 

et  le  cône  asymptote  de  celte  surface,  considéré  en  direc- 
tion, par  la  suivante 

Y2  +  z»  Y'  +  V» 


(4) 


Y;-+-z;-hXo     Y;+v;-hTo 
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Or  ce  cône  est  réel  ou  imaginaire  suivant  que  les  nombres 

YjH-Z;-f.X.,     et     TJ-hVÎ-t-T. 

sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires  :  c'est-à-dire 
suivant  que  le  point  Mq  est  semblablement  ou  diversement 
placé  par  rapport  aux  deux  paraboloïdes  de  la  série;  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Une  surface  du  second  ordre  étant  assujettie  à  passer 
par  un  point  M  et  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre^ 
limitée  de  toutes  parts,  cette  surface  est  :  un  hyperboloïde 
si  le  point  M  est  intérieur  à  chacun  des  deux  paraboloïdes 
elliptiques  que  Von  peut  conduire  par  la  courbe  donnée , 
ou  extérieur  à  chacun  d^eux^  un  ellipsoïde,  au  con- 
traire, si  le  point  M  est  extérieur  à  Vun  de  ces  parabo- 
loïdes et  intérieur  à  l'autre. 

Dans  le  premier  cas,  la  séparation  en  deux  genres  des 
hyperboloïdes,  à  Une  ou  à  deux  nappes,  qui  peuvent  cor- 
respondre alternativement  au  point  M,  exigerait,  comme 
au  n°  436,  l'intervention  des  quatre  cônes  du  second  ordre 
que  Ton  peut  conduire  par  la  courbe  gauche  donnée. 

438.  Problème  !!•  —  Étant  donnés  six  points  et  F  un 
des  plans  directeurs,  Y  =  o,  d'un  paraboloïde  hyperbo- 
lique, on  peut  en  déterminer  autant  de  génératrices  rec-- 
tilignes  que  Von  veut  et  déduire  ensuite,  de  trois  quel- 
conques d'entre  elles,  les  éléments  principaux  de  la  surface. 

Soient,  en  effet, 

(i)  y\,P.Q,  =  o 

l'équation  du  paraboloïde  rapporté  à  l'un  des  octaèdres 
construits  sur  les  six  points  donnés  1, ...  ,6  ;  et 

(2)  ^*  X,  P-,  Q',  =  O 

la  section  déterminée  dans  la  surface  par  un  plan  quel— 
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conque  T  =  X  parallèle  au  plan  directeur  T  =  o.  Cette 
section  devant  se  réduire  à  une  droite,  la  droite  unique 
et  déterminée,  déGnie  par  Téquation  (2),  représentera  une 
première  génératrice  rectiligne  de  la  surface.  Or  nous 
avons  appris  à  construire  la  droite  (a),  et  nous  savons 
qu'elle  ne  di(Tèrc  pas  du  lieu  des  centres  des  coniques  con- 
juguécs  aux  quatre  couples  P^Q'^,...,  P'^Q'^,  ou  aux 
quatre  coup f es  de  droites  qui  forment  les  traces  du  plan 
sécant  employé  sur  les  faces  opposées  de  Toctaèdre  1...6 
(n«  152,  p.  157). 

On  peut  d'ailleurs  déterminer  à  priori  le  second  plan 
directeur  Z  =  o.  L^ identité 


I 


\,P.Q,  =  YZ-+-X, 


à  laquelle  donnent  lieu  les  deux  formes  actuelles  de  Téqua- 
tion  du  paraboloïde,  exprime,  en  effet,  que  les  faces  oppo- 
sées de  Toctaèdre  inscrit  1. .  .6  et  les  deux  plans  directeurs, 
transportés  parallèlement  à  leurs  directions  respectives  au- 
tour d^un  même  point  o,  font  cinq  couples  de  plans  conju- 
gués à  une  infinité  de  cônes  du  second  ordre.  On  pourra 
donc  construire  la  trace,  sur  un  plan  auxiliaire  quelconque, 
de  celui  de  ces  plans  Z  =  o  qui  demeure  inconnu,  comme 
on  construit  la  droite  Z'  =  o  définie  par  l'identité 


I 


>,P',Q',=rZ'  (n«  398,  p.  457). 


439.  On  parvient  à  une  autre  construction  du  problème 
précédent  en  formant  d'abord  avec  cinq  des  points  donnés 
un  pentagone  gauche  12...  5  et  rapportant  ensuite  la  sur- 
face aux  plans  des  angles  successifs  de  ce  pentagone, 
PiP,. . .  Ps  =  6,  à  l'aide  de  l'équation 

P.P,  -h  P,P4  4-  P3P5  -H  PiPi  4-  PsPt  =  O, 

ou 
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Car  sî  l'on  coupe  actuellement  le  paraboloïde  par  un  plan 
parallèle  au  plan  directeur  et  issu  du  sixième  plan  donné, 
la  section  résultante  coïncidera  avec  celle  des  droites 
G'  =  o  défîmes  par  rîdeniîlé 

(■')  X^'^'^*^'' 

qui  passe  par  le  sixième  point,  ou  a^^ec  la  droite  menée  de 
ce  sixième  point  au  centre  de  la  conique  conjuguée  an 
pentagone  gauche  Pf .. P5  ou  au  pentagone  plan  P'^ .. .  F^ 
(n**  155,  p.  iSp).  Et  nous  avons  vu  que  le  centre  d'une 
conique  définie  par  un  pentagone  conjugué  est  susceptible 
d'une  construction  très-simple  (n^  182,  p.  i85)« 

440.  L'explication  géométrique  de  cette  dernière  con- 
struction est  d'ailleurs  évidente*,  car  tous  les paraboloïdes 
qui  ont  en  commun  cinq  points  et  un  plan  directeur, 
Y  ==  o,  passent  par  une  même  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre  formée  de  la  droite  à  Vinjini  du  plan  direc- 
teur^  o  =  Y  =  c,  et  d'une  cubique  gauche  passant  par 
les  points  donnés  et  s^ appuyant  en  deux  points  /,  i'  sur 
cette  droite.  Les  traces  /,  /',  o  de  cette  dernière  courbe 
sur  un  plan  quelconque  Y  =  X,  parallèle  au  précédent, 
appartiennent  par  suite  à  tous  les  paraboloïdes  considérés*, 
et  il  résulte  de  la  propriété  de  buit  points 

d'une  cubique  gaucbe,  qu'il  existe  dans  ce  plan  une  co- 
nique doublement  conjuguée  au  triangle  ii' o  et  au  penta- 
gone gauche  1 2. ..  5  ou  au  pentagone  plan  dérivé  de  celui-là 
(n"  289,  p.  SîS).  Or  les  deux  premiers  sommets  z,  z'  du 
triangle  conjugué  iV o  étant  à  l'infîni,  son  troisième  som- 
met o  se  trouvera  au  centre  de  la  conique  correspondante  : 
c'est-à-dire  au  centre  même  de  la  conique  conjuguée  au 
pentagone  gauche  P, . . .  Pg  =  o  ou  au  pentagone  plan  dé- 


rivé P', . . .  P'j  =  o. 
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441 .  PROBLÈME  III.  —  Un  cylindre  hyperbolique  étant 
défini  par  cinq  points  1,. ..,  5  et  la  direction  Y  =  o  de 
Vun  de  ses  plans  asymptotes,  la  détermîoalion  des  gêné- 
ratrices  de  ce  cylindre  résnlte  immédiatemeni  du  priDcîpe 
dont  on  vient  de  faire  usage,  associé  à  la  propriété 
(n®  287,  p.  323)  de  sept  points  de  toute  cubique  gauche, 
et,  en  particulier,  de  celle  qui  se  trouve  définie  par  le 
groupe 

(i)  1,2,3,4,5  et  i,i\ 

où  I,  i'  désignent  deux  points  situés,  dans  des  directions 
inconnues,  sur  la  droite  à  Tinfini  du  plan  T  =  o.  La 
courbe  (i)  appartient  en  effet  aux  deux  cylindres  que  l'on 
cherche,  et  leurs  génératrices  seront  connues  de  direction 
en  même  temps  que  les  points  i,  i'  de  cette  courbe. 

Or  on  sait  (n®287,  p.  323)  que  le  triangle  inscrit  5ii' 
et  le  quadrilatère  i'2'3'4'  intercepté  par  le  plan  de  ce  ti.i an- 
gle dans  le  tétraèdre  inscrit  1234  sont  toujours  ci rconscrip- 
tibles  à  une  même  conique,  laquelle  est  ici  une  parabole 
située  dans  le  plan  asymptolique  issu  du  point  5  et  inscrite 
à  un  quadrilatère  connu  i^. ..4'.  On  mènera  donc  du  point 
5  à  cette  parabole  deux  nouvelles  tangentes  5/,  5i',  et  les 
droites  résultantes  fourniront  les  directions  cherchées. 

442.  Problème  IV.  —  Un  hjrperboloïde  à  une  nappe 
étant  défini  par  six  points ,  ou  un  octaèdre'  inscrit  1 . .  .6, 
et  une  génératrice  reciiligne  G',  si  l'on  mène  par  cette 
dernière  un  plan  quelçonqi^e  H'  et  que  Ton  construise  la 
droite  F',  lieu  géométrique  des  pôles  de  la  précéden-te  G' 
par  rapport  à  toutes  les  coniques  conjuguées  aux  quatre 
couples  de  droites  qui  résultent  des  traces  du  plan  sécant 
employé  sur  les  faces  opposées  de  Toctaèdrc  1...6  :  la 
droite  F'  fera  une  nouv^elle  génératrice  de  la  surface,  et 
tous  les  éléments  principaux  de  Thyperboloïde  pourront  se 
déduire  de  deux  déterminations  s\fccessivQs  de  cette  droite. 
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Toute  section  plane  de  Fliyperboloïde  considéré, 


s 


P.Q.  =  o, 


est  effectivement  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

X  ^'  ^'  ^  "■ 

Les  deux  droites  G',  F',  auxquelles  se  réduit  la  section  ac- 
tuelle, satisfont  dès  lors  à  l'identité 


I 


4 


P',Q',=G'.r', 


t 

et  cette  relation  contient  à  la  fois  la  définition  que  Ton 
vient  de  donner  de  la  seconde  génératrice  F'  (n°  160)  et 
sa  détermination  graphique  (n**  398,  p.  457). 

iiS.  Mais  on  peut  procéder  d'une   autre  manière  et 
prendre  pour  point  de  départ  Téquation 


1 


P,  P3  =  o 


de  Thyperboloïde  rapporté  aux  plans  des  angles  du  penta- 
gone gauche  i .  ..5  formé  de  cinq  des  points  donnés.  La  sec- 
tion G'.  F'  =  o  de  rhyperboloïde  par  le  plan  conduit  sui- 
vant le  sixième  point  et  la  génératrice  donnée  G',  se  trouve 
alors  définie  par  Tidentité 


^y,P'3  =  G'.r'; 


et  Ton  a  par  suite  une  nouvelle  génératrice  F'  de  la  surface 
dans  la  droite  menée,  du  sixième  point,  au  pôle  de  la 
droite  G'  par  rapport  à  une  conique  située  dans  le  plan 
sécant  et  conjuguée  au  pentagone  gauche  Pi. .  .P5,  ou  au 
pentagone  dérivé  P', .  .  .F^  (n°  157,  p.  160).  Or  le  pôle 
d'une  droite  quelconque  par  rapport  à  une  conique  définie 
par  un  pentagone  conjugué  peut  s'obtenir  à  Taide  d'une 
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conslruction  simple,  qui  n^exige  que  l'emploi  de  la  règle 
(n«332,  p.374). 

Celle  dernière  solution  du  problème  devient  d^ailleurs 
évidente  si  Ton  observe  que  tous  les  hyperboloïdes  ayant 
en  commun  cinq  points  et  une  génératrice  rectilignc  G', 
passent  d^ eux-mêmes  par  une  même  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  formée  de  la  droite*  G'  elle-même  et 
d^une  cubique  gauche  qui  s^ appuierait  en  deux  points 
sur  cette  droite  et  passerait  d^ ailleurs  par  les  cinq  points 
donnés.  II  reste  seulement  à  associer  cette  observation  à  la 
propriété  de  huit  ])oinls  d'une  cubique  gauche  (n®  289, 
p.  325). 

444.  Problème  V.  —  Etant  donnés  sept  points  i,. ..,  7 
et  la  direction  d^une  série  de  plans  cycliques  d^une  sur- 
face  du  second  ordre,  celle  surface  est  déterminée  et  Ton 
peut  en  obtenir  les  éléments  principaux  à  Taide  des  con- 
sidérations suivantes  : 

La  surface  que  Ton  veut  construire,  rapportée  à  Toc- 
taèdre  inscrit  formé  de  six  quelconques  des  points  donnés, 
étant  représentée  par  Téquation 


I 


^.P,Q,  =  o, 


sa  section  par  un  premier  plan  H\  parallèle  à  la  direction 
donnée,  et  mené  par  le  point  7,  est  un  cercle  C  que  l'on 
peut  définir  par  trois  de  ses  points  :  le  point  7  lui-même  et 
deux  autres  points  que  Ton  sait  construire  (n°  152,  p.  i5'j)'^ 
car  ils  forment  la  commune  intersection  de  tous  les  cercles, 
associés  des  quatre  couples  de  droites  interceptées  par  le 
plan  H'  sur  les  faces  opposées  de  Toctaèdre,  et  contenus 
dans  Tcqualion 

^\.p^.q;  =0. 

Si  l'on  coupe  ensuite  la  surface  par  deux  nouveaux  plans 
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H''^,  H'^'  parallèles  au  précédent,  on  déterminera  de  même 
deux  points  et  par  suite  un  diamètre  de  chacune  des  sec- 
tions cycliques  résultantes  :  et  la  droite,  menée  du  centre 
du  premier  cercle  C,  de  manière  à  s'appuyer  sur  chacun 
de  ces  diamètres,  représentera  le  lieu  des  centres  de  tous 
ces  cercles  ou  le  diamètre  conjugué  des  plans  cycliques 
de  la  première  série. 

Enfin,  si  par  l'un  quelconque  des  points  donnés  1,...,  6 
et  deux  quelconques  dés  trois  cercles  C,  C",  C"'  mainte- 
nant déterminés,  on  fait  passer  deux  sphères  :  leur  com- 
mune intersection  représentera,  conformément  à  un  théo- 
rème connu,  l'un  des  cercles  de  la  seconde  série  ^  et  Ton 
pourra  déterminer  successivement  le  dianiètrCy  lieu  des 
centres  de  tous  ces  nouy^eaux  cercles^  le  centre  de  la  sur- 
face, l'un  de  ses  axes  principaux,  etc. 

Remarque,  —  Si  les  points  donnés  coïncident  av^ec  les 
sept  premiers  sommets  d^un  hexaèdre 

PiQiXP.QaXPaQ.  =  o, 

la  construction  précédente  se  simplifie  encore;  chacune 
des  sections  circulaires  de  la  surface  est  immédiatement 
définie  dans  son  propre  plan  par  une  équation  de  la  forme 


s 


).,P'.Q',  =o: 


et  l'on  y  reconnaît  le  cercle  associé  (que  l'on  sait  con- 
struire) des  trois  couples  do  droites 

P'.Q'..    P'.Q',,    P'.Q'a 

interceptées  par  le  plan  de  la  section  sur  les  faces  oppo- 
sées de  V hexaèdre  (n®  151,  p.  iSj). 

445.  Problème  VI,  —  Etant  donnés  cinq  points  et  les 
directions  Hi,  H,  des  deux  séries  de  plans  cycliques  d^une 
surface  du  second  ordre,  on  peut  en  obtenir  autant  de 
sections  circulaires  que  Ion  veut,  de  l'une  et  de  l'autre 
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série,  à  l'aide  des  équations  comparées 

et 

(i')  pH.H,  — S=o, 

où  S  -=:  o  désigne  une  sphère  actuellement  inconnue,  mais 
que  Ton  peut  déterminer  par  dix  de  ses  points.  L'identité 

(2)  y  X,3P.P3-4-f*H.H,  =  S 

exprime,  en  effet,  que  la  section  de  cette  sphère  par  le 
plan  Pj  =  o  est  Tun  des  cercles  concourants  contenus 
dans  Téquation 

Or  deux  des  cercles  de  la  série  (2')  sont  susceptibles  d'une 
construction  immédiate,  le  premier 

qui  correspond  à  Thypothèse  /x  =  o  et  passe,  d'une  ma- 
nière évidente,  par  chacun  des  points 

le  second 

(2',)  .     P'.  (X.3P'3+^MP'J^f*H;H',  =  o, 

qui  résulte  de  l'hypothèse  ^24  =  o  et  qui,  devant  être  cir- 
conscrit au  quadrilatère  partiellement  indéterminé 

H',.P',.H',.(>.,P'3H->uP'4)»       • 

détermine  ce  quadrilatère  et  se  trouve  par  cela  même  dé- 
terminé. On  aura  donc,  dans  les  points  de  rencontre  de  ces 
deux  cercles  que  l'on  peut  construire,  les  deux  points  com- 
muns à  tous  les  cercles  de  la  série  (2'),  ou  deux  points  de 
la  section  de  la  sphère  S  par  le  plan  considéré,  P5  =  o.  Et 
Ton  pourra  obtenir  de  la  même  manière  dix  points  dis— 
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tincts  de  cette  sphère,  qui  est  dès  lors  déterminée  et  dont 
les  traces  sur  les  plans  cycliques  employés,  Hi.Hs  =  o, 
fourniront  ensuite  deux  des  sections  circulaires  de  la  sur- 
face. 

446.  Problème  VII.  —  On  a  vu  déjà  qu'une  surface  du 
second  ordre  assujettie  à  passer  par  les  huit  sommets  d'un 
hexaèdre  est  soumise  à  sept  conditions  seulement  5  et  c'est 
d'ailleurs  par  deux  conditions  complémentaires  qu'on  ex- 
prime qu'une  lelle  surface  est  de  révolution.  On  peut  donc 
se  proposer  de  circonscrire  à  un  hexaèdre  donné 

un  ellipsoïde  de  réi^olution  :  problème  déterminé  suscep- 
tible, comme  nous  l'allons  voir,  de  quatre  solutions  dis- 
tinctes ;  et  dont  la  réalisation  graphique  suppose  seulement 
le  tracé  de  deux  hyperboles  équilatères  définies  chacune 
par  quatre  points,  ou  la  détermination  préalable  des  quatre 
points  communs  à  deux  coniques  déterminées-,  tout  le  reste 
s'achevant  ensuite  par  la  règle  et  le  compas. 

i).  Si  l'on  désigne  par  X*  H-  Y'  H-  Z*  la  fonction  d'une 
sphère  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  point  XYZ,  par' 
P  =  o  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  Vaxe^  ou  la 
direction  générale  des  sections  circulaires  de  la  surface 
que  Von  cherche^  la  question  est  seulement  de  satisfaire, 
par  une  convenable  détermination  du  plan  P  =  o,  à 
l'identité 

(o)      •  X»  +  Y»-*-Z2-r»-X*P»=yV.P.Q.; 

ou  à  la  suivante 


>.PiQi, 


(i)  X^ -h  Y»  4-  Z»  —  X»P^=  V 

dans  laquelle  on  a  retenu  les  mêmes  lettres  pour  désigner 
les  plans  qui  résultent  de  tous  ceux  de  la  figure  primitive, 
transportés  parallèlement   à  eux-mêmes   autour   d'une 
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même  origine.  Mais  ridentité  (i)  se  dédoublant  d'elle- 
même  dans  les  équations  équivalentes 

(a)  ,     X»-f-Y>-hZ'— VP»=o, 

(2')  y\,p.Q.=:o, 

celles-ci  représentent  un  seul  et  même  cône  y  de  révolution 
autour  tVun  axe  perpendiculaire  au  plan  cherché  P  =  o^ 
et  admettant  trois  couples  connues  de  rayons  conjugués 
ou  de  points  conjugués,  pris  arbitrairement  sur  ces  rayons^ 
lesquels  ne  sont  autres  que  les  trois  couples  de  droites  as- 
sodées  des  trois  couples  de  plans  concourants  P|Q, , 
P1Q11  PsQs  (^^  ISlj  P-  1^6).  Le  plan  polaire  d'un  point 
quelconque  de  l'espace  (^i*^n /'s-^s?  Pz-Çz)^  P^i*  rapport 
au  cône  (2'),  ayant  en  etfet  pour  équation 


I 


^•(/'iQi  +  9iPi)  =  o, 


le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  o  =  pi  =  ^1,  pris 
arbitrairement  sur  Farête  du  dièdre  formé  des  deux  plans 
Pj,  Qi  de  la  première  couple,  passe  par  la  droite  d'inter- 
section des  plans  polaires  de  cette  même  arête  par  rapport 
aux  dièdres  PsQt?  PsQs  formés  des  plans  des  deux  autres 
couples.  Nous  avons  donc  à  résoudre  d'abord,  sur  la  spbère 
ou  dans  l'espace,  le  problème  suivant  : 


Déterminer  le  pôle  sphérique 
iVun  petit  cercle  défini  par  trois 
couples  de  points  conjugués. 


Déterminer  l'axe  d'un  cône  de 
révolution,  de  sommet  donné,  dé- 
fini par  trois  couples  de  rayons 
ou  de  points  conjugués. 


2).  Soient  o  le  pôle,  r  le  rayon  sphérique  du  petit 
cercle  que  l'on  cherche,  et(i,i'),  (2,2'),  (3,3')  les  trois 
couples  de  points  conjugués  qui  doivent  suffire  à  sa  déter- 
mination [ftg'  100). 

La  propriété  fondamentale  des  pôles  et  polaires  appli- 
quées au  point  1  et  à  sa  polaire  \'pr^  ou  la  seule  considéra- 
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lion  du  triangle  rectangle  orl,  donne  d'abord 

V 

(i)  tangV=:  tango  1.  tango/7. 

Le  triangle  rectangle  opi'  donne  ensuite 

/s 

tang  op  =  tang  o  1'  .ces  o  ; 

et  Ton  en  conclut 


ou 


(«') 


/N 


tang'  r  =  tang  o  1 .  tang  o  1' .  ces  o , 


1  -4-  tang*r  =  1  -4-  tangol  .tang  ol'.  ces  o. 


5o7 


.'^^^ 

^—i-Ao'      '■■■ 

'■-. 

'.       p1 7"                   ■■ 

On  a  d'ailleurs,  dans  le  triangle  oll', 

/\ 

CCS  11'  =  cosol.cosol'  -+-  sinol.sinol'.coso, 

ou,  en  divisant  par  cosol.cosol', 


N 


ces  11'  '^ 

y  =  1 -h  tang  ol .  tang  o  1' .  CCS  o. 


cosol.cosol 


Comparant  (i')  et  (2),  on  en  déduit 

cos  1 1' 


(I-) 


cosol.cosol 


7  =  I  -^  tang»  r, 


cl  par  suite 

cos  11' 


(I) 


cos  22' 


cos  33' 


cosol.cosol'       coso2.coso2'       coso3.coso3' 
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Telle  est,  relativement  aux  trois  couples  données  (i^i')? 
(2, 2'),  (3,  3'),  la  définition  du  pôle  cherché  o.  Et  si  l'on  ob- 
serve que  les  cosinus  des  distances  spliériques  du  pôle  o  aux 
points  1,4';  2, 2';  3, 3'  mesurent  les  distances  orthogonales 
n,,  H\'^  n,,  n'^;  n,,  n'^  de  ce  même  pôle  aux  plans  des 
grands  cercles  de  la  sphère  décrits  autour  de  ces  divers 
points  comme  pôles  :  on  en  dôuclut  enûn  la  situation  du 
point  cherché  o  sur  l'une  quelconque  des  quatre  généra- 
trices communes  aux  trois  cônes  du  second  ordre  définis 
par  les  équations  suivantes 

^    '  CCS  11'       cos22'       cos33'' 

Or  on  connaît  à  priori  quatre  génératrices  de  chacun  de  ces 
cônes-,  ils  appartiennent  d'ailleurs  à  la  classe  de  ceux  que 
nous  avons  appelés  é^ui7a/è/e5c/rcow5cr/]pa'fe/e5  (parce  qu'on 
peut  leur  inscrire  une  infinité  de  trïèdres  tri  rectangles  )  ; 
et  dont  la  propriété  est  telle,  qu'ils  passent  d'eux-mêmes 
par  la  droite-hauteur  du  trîèdre  formé  de  trois  quelcon- 
ques de  leurs  génératrices  (n**  428,  p.  488).  On  pourra  donc 
définir,  par  cinq  de  leurs  génératrices,  chacun  des  cônes 
auxiliaires  (F),  ou  par  cinq  de  leurs  points  chacune  des 
coniques  suivant  lesquelles  ils  sont  coupés  par  un  plan 
auxiliaire  quelconque.  Et  si  l'on  suppose  ces  coniques  tra- 
cées, l'une  quelconque  des  droites  menées,  de  leurs  points 
de  rencontre,  au  sommet  commun  coïncidera  avec  la  rfroiVe- 
hauteur  du  trièdre  formé  par  les  trois  autres,  et  représen- 
tera Taxe  même  de  l'un  des  cônes  droits  auxiliaires  que  l'on 
avait  à  déterminer  5  ou  la  direction  de  l'axe  de  Tune  des 
surfaces  de  révolution  que  l'on  considérait  d'abord. 

3).  La  direction  de  l'axe  étant  obtenue  delà  sorte,  la 
section  déterminée  dans  la  surface  par  un  plan  H  perpen- 
diculaire à  cette  direction  n'est  autre  que  le  cercle  défini 
par  1  équation 


s 
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OU  le  cercle  associé^  que  Ton  sait  construire,  des  trois 
couples  de  droites  interceptées  par  le  plan  H  sur  les  faces 
opposées  de  l'hexaèdre  (n**  151,  p.  i56).  On  aura  donc, 
par  le  centre  de  ce  cercle,  un  point  de  Taxe^  par  ce  point, 
Vaxe  même  de  la  surface  ;  enfin  par  les  perpendiculaires 
abaissées  sur  sa  direction^  des  divers  sommets  de  Thexaèdre, 
et  rabattues  dans  un  même  plan  méridien,  autant  d'ordon- 
nées de  la  section  méridienne  qu'il  est  nécessaire  pour  sa 
complète  détermination. 

La  direction  de  l'axe  de  l'ellipsoïde  de  révolution  cir- 
conscrit à  un  hexaèdre  peut  donc,  en  résumé,  s'obtenir  de 
la  sorte  :  ,  . 

Les  faces  opposées  de  Vhexaèdre  étant  transportées 
.  parallèlement  à  elles-mêmes  autour  d'une  même  origine  o, 
suwant  les  plans  P,  et  Qj,  Pj  et  Qj,  Pj  et  Qa,  on  mène  é 
les  droites 

oi-,  o2,  o3,    - 

intersections  respectii^es  des  plans  , 

ef  Von  construit  les  intersections  respectives 

,ol%  o2',  o3', 

*  •     •  •  • 

des  plans  polaires  des  précédentes  0I,  oî,  o3,  par  rap- 
port aux  dièdres 

P^Q»  cl  P.Qa,     P3Q,  et  P.Q,,     P.Q.  CLt  PaQ,. 

•  ■  • 

Menant  ensuite  les  plans  .  *  • 

111  et  n,   respectivement  perpendiculaires  auj^  droites  oT  et  ol', 
n,.  ei  nV  -  •  »   .  o2  et  o2', . 

II,  et  n'3  »       •  »  •     o3  et  o3', 

et  circonscrii^ant  à  chacun  des  angles  solides  tétraèdres 

n,n,n',nj,  *n,n8n',n'3    n.njnVn', 
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un  cône  équilatère  cîrconscriplîble  :  Vune  quelconque  des 
génératrices  communes  aux  trois  cônes  résultants  marque 
la  direction  de  Vaxe  de  Vune  des  quatre  surfaces  qui 
répondent  à  la  question. 

447.  Problème  VIII.  —  De  semblables  considéralious 
s^applîqueraient  encore  à  la  rechercbe  de  V ellipsoïde  de 
ré^^olution  mené  par  un  groupe  de  sept  points  situés 
d^une  manière  quelconque  dans  P espace, 

i).  Si  Ton  rapporte  effectivement  la  surface  cherchée  à 
Toctaèdre  formé  de  six  quelconques  des  points  donnés, 
Tidentité  résultante 

(i)  y  >,P,Q,  =  X^-I- Y»H-Z'  — r»  — XP» 

pourra  s'écrire,  moyennant  une  transposition  préalable  de 
tous  les  plans  qui  y  figurent, 

et  Péquation 

(•>•)  y\.p',  Q', -+-xp'^=o 

représentera  une  sphère  de  rayon  nul.  On  sait  d'ailleurs 
qu'une  somme  de  quatre  rectangles  est  toujours  réductible 
en  une  somme  de  quatre  carrés,  et  que  si  R', . .  .R'^  =o 
désignent  les  quatre  plans  tangents  communs  à  tous  les 
cônes  conjugués  aux  quatre  couples  F,  Q', , . . . ,  P'^  Q'^ ,  on 
peut  poser  identiquement  (n°  172,  p.  i^5) 

On  peut  donc  remplacer  l'équation  (3)  parla  suivante 

(2')  yv.R7-<-xp'»=o; 


ELLIPSOÏDE    DE    HÉVOLUTION    DÉFINI    PÀH    7    POINTS.      5ll 

et  celle-ci  représentant  toujours  une  sphère  de  rayon  nul, 
on  en  conclut  que  le  plan  P'  et  les  quatre  R', , . . . ,  R',  font 
cinq  plans,  tangents  d^un  même  cône  ëquilatère  inscrîp- 
tîble  (n*'429).  Les  plans  cycliques  P' =  o  de  toutes  les 
surfaces  de  réifolution  circonscrites  à  un  octaèdre 
Pi  Qi  X . . .  X  P4 Q4  =  o  admettent  donc  un  cône  dîrecieur 
qui  n^est  autre  que  le  cône  équilalère  inscrîptîble  défini 
par  les  quatre  plans  tangents  R', ,. . .,  R'^  ou  par  les  quatre 
couples  de  plans  conjugués  P,  Q', ,  . . . ,  P^  Q'^ .  Le  pro- 
blème actuel  se  trouve  donc  résolu,  et  la  recherche  des 
plans  cycliques  des  quatre  surfaces  de  réi^olution  que 
Von  peut  conduire  par  un  groupe  donné  de  sept  points 
ne  dépend  plus  que  de  la  construction  des  plans  tangents 
communs  à  deux  cônes  équilatères  inscriptiblcs  respec» 
tii^ement  définis  par  quatre  couples  de  plans  conjugués, 
tels  que  P,  Q', , . .  . ,  P'^  Q'^  ;  ou  seulement  de  la  construction 
de  chacun  de  ces  cônes;  et  il  est  aisé  de  voir  que  cette  der- 
nière est  comprise  dans  le  problème  précédent  (n^  446, 
p.  5o5). 

448.  Problème  IX.  —  Etant  donnés  neuf  points  d\ine 
surface  du  second  ordre,  construire  le  plan  polaire  cor- 
respondant d^un  point  quelconque  o  {fg*  loi). 

Soient  A.B.C  =  o  le  trièdre  ayant  pour  arêtes  les 
droites  menées,  du  point  o  dont  on  cherche  le  plan  polaire, 
à  trois  des  neuf  points  a,  by  c  qui  définissent  la  surface;  et 

(i)  ABH-BC-l-AC-hPn  =  o 

Téquation  de  cette  dernière  rapportée  aux  faces  A,  B,  C 
et  aux  plans  des  triangles  d^entrée  et  de  sortie,  P  ==  Il  =  o, 
du  trièdre  et  de  la  surface.  Il  est  clair  que  le  problème  sera 
résolu  aussitôt  que  Ton  aura  déterminé  le  plan  II  =  o  du 
triangle  de  sortie  a(3y.  Rapprochant  à  cet  effet,  de  l'équa- 
tion (i),  l'équation 
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de  la  surface  rapportée  à  Toclaèdre  que  déterminent  les 
six  points  demeurés  jusqu'ici  sans  emploi  parmi  les  neuf 
données  du  problème,  on  a  l'identité 


N 


X^'^- 


+  AB -f- BC  H- AC -h  Pn  =  o; 


et  si  l'on  y  fait 

A  =  0, 

on  a  encore  identiquement 


(^') 


V  P',  Q',  ■+.  A'B'  -h  P'n'  =  o. 


Les  douze  droites  P', ,  Q', ,  •  •  • ,  P'4 ,  Q'^  ;  A',  B'  -,  P'  et  II'  font 
dès  lors  six  couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à 
une  même  conique^  et  l'on  aura  un  point  de  la  droite  11'$ 
ou  un* premier  point  du  plan  de  sortie  H  =  o,  dans  le  pôle 


Fig.  101. 


(que  Ton  sait  construire)  de  la  droite  P'  par  rapporta  une 
conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de  droites  F,  Q',, . . . , 
F,  Q;  et  A'B'.. 
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449.  Problème  X.  —  Etant  donnés  six  points  d^un 
paraboloïde  et  la  direction  de  ses  diamètres  :  le  plan  qui 
louche  la  surface  en  Vun  quelconque  des  points  donnés 
peut  s'obtenir  à  Taide  des  considérations  suivantes. 

Le  paraboloïde  étant  rapporté  alternativement  à  un 
système  d'axes  quelconques  ox,  oy,  oz^  et  à  l'octaèdre 
résultant  des  six  points  donnés,  les  équations  qui  en  ré- 
sultent 

(l)  S=rO, 

entraînent  l'identité 


s 


P.Q.=S, 


que  l'on  peut  écrire 

(2)  (P.Q.  -h  P,QO  4-  (PsQa  -h  P4Q4)  =  S, 

ou  encore 

(2')  H-f-H'  =  S; 

en  désignant  par  H,  H'  les  fonctions  relatives  à  deux  hy- 
perboloïdes  partiellement  inconnus,  mais  déterminés  et 
qui  passent  respectivement  par  les  quatre  côtés  de  l'un  des 
quadrilatères  gauches 

Pi.Pj.Qi.Qjj      P3.P4.Q3.Q4. 

Or  il  résulte  de  l'identité  (2')  que  les  plans  polaires  d'un 
point  quelconque  par  rapport  aux  trois  surfaces  H,  H'  et  S 
se  coupent  suivant  une  même  droite, 

Pa  +  Pa^  =  P,; 

et  cette  remarque  va  nous  permettre  :  premièrement  de 
compléter  la  définition  des  deux  hyperboloïdes  H,  H'^ 
secondement  de  déterminer  le  plan  polaire  d'un  point  quel- 
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conque  m  du  paraboloïde  S,  ou  le  plan  tangent  au  para- 
boloïde  en  ce  point. 

i).  Soit,  en  effet,  i  le  peint  à  rinjinï qui  représente  la 
direction  ox  des  diamètres.  Le  plan  polaire  de  ce  point, 
par  rapport  au  paraboloïde,  ne  différant  pas  du  plan  à 
r infini,  c  =  constante  =  o  :  les  plans  polaires  du  même 
point,  par  rapport  aux  deux  hyperboloïdes  H,  H',  sont  pa- 
rallèles entre  eux.  Or  le  premier  de  ces  plans  contient  les 
points -milieux  de  deux  segments  issus  du  point  z,  ou  paral- 
lèles à  oXj  et  respectivement  limités  aux  côtés  opposés  du 
quadrilatère  gauche  PiPiQiQsî  le  second,  les  points-mi- 
lieux de  deux  segments  menés  sous  la  même  direction  et 
limités    de    même    aux    côtés    opposés    du    quadrilatère 
PjP^QsQ^.  On  a  donc,  dans  ces  points-milieux,   deux 
points;  dans  la  droite  qui  les  réunit,  une  droite  de  chacun 
de  ces  plans  polaires  ;  et  dans  les  plans  menés  par  chacune 
de  ces  droites  parallèlement  à  Tautre,  ces  plans  polaires 
eux-mêmes  :  ou  deux  plans  diamétraux  des  deux  hyperbo- 
loïdes dont  les  centres  respectifs  se  trouveront  dès  lors 
aux  points  de  rencontre  de  Tun  de  ces  plans  diamétraux 
et  de  la  médiane  du  quadrilatère  gauche  correspondant 
PiPjQiQîî  ou  PsPtQsQ*-  D'ailleurs,  une  fois  leur  centre 
déterminé,  on  peut  définir  chacun  des  hyperboloïdes  H, 
H'  par  trois  génératrices  du  même  mode  de  génération 
A,  B,  C,  ou  A',  B',  C  :  les  deux  premières  qui  coïncident 
avec  deux  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  correspon- 
dant; la  troisième,  symétrique  de  Tun  des  deux  autres 
côtés  par  rapport  au  centre  de  l'hyperboloïde. 

2) .  Soit  actuellement  m  un  point  quelconque  du  parabo- 
loïde :  les  plans  polaires  de  ce  point  par  rapport  aux  deux 
hyperboloïdes  se  couperont  suivant  une  droite  située  dans 
le  plan  tangent  au  paraboloïde  en  m,  et  qu'il  suffira  de 
déterminer.  Or  on  peut  déterminer  trois  points  de  chacun 
des  plans  polaires  qui  la  contiennent.  Et  comme  l'hyper- 
boloïde H,  par  exemple,  est  défini  par  les  trois  généra- 
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triées  A,  B,  C,  si  Ton  mène,  du  point  considéré  /7i,  trois 
droites  qui  s'appuient  respectivement  en 

rr  et  bf      ^i  et  c,,     rj  et  rtj, 

sur  deux  de  ces  génératrices 

A  et  B,      B  et  C,     C  et  A; 

les  conjugués  harmoniques  du  poÎAt  m,  par  rapport  aux 
trois  segments 

détermineront  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à 
l'hyperboloïde  H.  Donc,  etc. 

4S0.  Problème  XI.  —  Étant  donnés  un  octaèdre  cir- 
conscrit' à  une  surface  du  second  ordre  et  le  point  de 
contact  de  l'une  de  ses  faces ^  on  peut  déterminer  le  point 
de  contact  de  la  face  opposée  à  Taide  des  considérations 
suivantes. 

L'équation  tangentielle  de  la  surface,  rapportée  aux 
sommets  A,  B,  C,  A',  B',  C  de  Toctaèdre  circonscrit  donné, 
étant  (fig-  io3) 

(i)  aAA'-hpBB'-+-7CC'i=i:o, 

l'équation  du  point  de  contact  d'un  plan  tangent  quel- 
conque (a,  i,  c,  a',  fc',  c')  sera,  comme  l'on  sait  (n°  45, 

p.  44), 

(2)     a(flA'-+-a'A)  +  p(ZpB'-+-A'B)-i-  7^(cC'+c'C)=:o; 

et  si  l'on  applique  alternativement  cette  équation  :  i®  à  la 
face  ABC  (o  =  a  =  &  =  c,  a',  &',  c')  5  2**  à  la  face  oppo- 
sée  A'B'C  (a,  A,  c,  o  =  a'=  fc'  =  c'),  on  aura,  pour  les 
points  de  contact  t  et  t'  de  chacune  de  ces  faces, 

(t)  a.a'.A-t-p.^'.B-|-7.c'.C  =  o, 

(/')  a.£i.A'+p.^.B'-t-7.c.C'  =  o, 

D'ailleurs  si,  au  lieu  des  points  £,  /',  on  considère  seule* 
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ment  {fig.  102)  leurs  projections  respectives  9  ou  6',  sur 
les  arêtes  opposées  BC,  B'C  de  Toctaèdre;  il  vient,  en  fai- 
sant A  =  o  dans  la  première  des  équations  précédentes, 
A'  =  o  dans  le  seconde, 

(6)  ,B.^'.B-h7.cr'.C=:o, 

(ô')  p./^.B'H-7.c.C'=:o. 

Soient  actuellement TT'  la  droite  d'intersection  des  plans 
ABC,  A'B'C'5  et  O,  O'  les  traces  de  cette  droite  sur  les 
arêtes  BC,  B'C.  Comme  la  définition  des  points  O,  O', 
rapprochée  de  celle  des  coefficients  fc,  c,  b'^  c'  qui  figurent 
dans  les  équations  précédentes,  entraine,  d'une  part,  les 
proportions 

b 


c  0  c 


> 


O'B'        O'C        OB       OC 
que,  d'autre  part,  les  coordonnées  B,  C  du  point  9,  celles 

Fig.  102. 


B',  C  du  point  6'  donnent  lieu  aux  proportions  analogues 

i  — _9.        B^   _   C'   . 

OB  ^  ec'    e'B'  —  ©'C  ' 


AJMALOGIE,    ETC.  5l7 

ces  coordonnées  et  ces  coefficients  pourront  être  remplacés, 
dans  les  équations  (0),  (0'),  par  les  segments  *proporlioB- 
nels  qui- leur  correspondent.  On  a  ainsi 

(Ô.)  p.O'B'.OB  +  7.O'C'.0C  =  o, 

(ô',)  p.OB.G'B'4-7.0C.e'C'  =  o; 

et  l'on  en  déduit,  par  l'élimination  du  rapport  j3  :  y, 

O'B'.0B~O'C'.0C' 

pu'  enfin 

OB:OC       O'B'tO'C 


0B:0C       0'B':0'C' 

Les  deux  groupes  de  quatre  points  O,  B,  C,  0  et  O',  B',  C,  9* 
sont  dès  lors  homo graphiques,  et  les  droites  00',  BB', 
ce,  OB'  font  quatre  génératnces  d^un  même  Iryperbo" 
loïde.  Or  ce  résultat  renferme  la  solution  du  problème  que 
l'on  s'était  proposé •,  ou  la  détermination,  par  le  seul  em- 
ploi delà  règle^  de  celui  des  deux  points  t  ou  t'  qui  était 
inconnu. 

451 .  Remarque,  —  On  sait  que  dans  tout  quadrilatère 
circonscrit  à  une  conique^  les  deux  premières  diagonales 
du  quadrilatère  et  la  droite  qui  réunit  les  points  de  contact 
de  deux  de  ses  côtés  opposés  se  coupent  en  un  même 
point  :  et  cette  propriété  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  parti* 
culier  du  théorème  de  Brianchon.  Le  théorème  que  Ton 
vient  d'établir  et  son  corrélatif  peuvent  donc  être  regardés 
à  leur  tour  comme  des  cas  particuliers  de  ce  théorème,  ou 
de  celui  de  Pascal,  transportés  aux  surfaces  du  second 
ordre.  Comment  passer  de  là,  ou  d'ailleurs,  au  cas  général? 
Et  dans  quels  termes  se  fera  ce  passage?  C'est  ce  qui  est 
encore  fort  caché.  S'il  n'y  fallait  qu'une  habileté  et  une 
pénétration  infinies,  les  problèmes  où  s'exercent  aujour- 
d'hui quelques  géomètres  témoignent  assez  que  tout  serait 
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vite  achevé.  Mais  il  est  présumable  qu'il  y  faudra  sujHout 
infiniment  de  bonheur  5  et  c'est  ce  que  la  plus  profonde 
géométrie  ne  donne  pas  toujours.  Ici,  en  effet,  T'obstacle 
est  tellement  grave,  que  c'est  à  peine  si  on  l'aperçoit.  Ce 
n'est  plus  un  problème  défini,  défendu  par  d'énormes  com- 
plications, qu'il  s'agit  d'emporter  ou  de  réduire.  C'est  une 
loi  simple,'  que  l'on  suppose  devoir  régir  la  situation  de 
dix  points  pris  d'une  certaine  manière  dans  l'espace,  et 
dont  il  faudra  peut-?tre  deviner  premièrement  la  véritable 
expression,  sous  peine  de  l'ignorer  toujours.  Que  des 
essais  dans  ce  sens  présentent  aujourd'hui  quelques  chances 
de  succès,  l'extension  qu'a  déjà  reçue,  dans  cet  Ouvrage,  le 
théorème  de  Desargues,  Semble  l'indiquer.  Généralisé  de  la 
sorte,  ce  théorème  y  pourra  intervenir  utilement,  soit  par 
lui-même,  soit  par  un  préalable  aplanissement  [reductio 
in  planum)  des  dépendances  qu'il  établit  entre  n  points 
associés.  Il  n'est  pas  impossible^  par  exemple,  que  l'ex- 
pression des  dépendances  descriptives  qui  doivent  exister 
entre  neuf  points  d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
ne  se  trouve  dans  l'expression  encore  inconnue  des  dépen- 
dances auxquelles  donnent  lieu  un  quadrangle  et  un  pen- 
tagone conjugués  à  une  même  conique»  Malheureusement 
la  théorie  de  ces  courbes,  envisagées  au  point  de  vue  de 
leurs  propriétés  descriptives  les  plus  générales,  est  à  peine 
ébauchée.  Le  théorème  de  Pascal,  qui  en  est  l'admirable 
commencement,  en  marque  aussi  la  fin.  Et  non-seulemenl 
nous  ne  savons  rien  encore  des  propriétés  analogues  de  six 
éléments  mêlés  d'une  conique  :  points  et  tangentes,  couples 
de  droites  ou  de  points  conjugués,  triangles  inscrit  et  cir- 
conscrit; mais  personne  ne  paraît  avoir  remarqué  qu'il 
nous  reste  sur  ce  point  quelque  chose  à  apprendre. 

482,  ScoLiE. — Le  rôle  que  peuvent  remplir,  dans  l'étude 
des  lieux  géométriques  de  degré  supérieur,  les  théorèmes 
généraux  que  nous  avons  donnés  au  Chapitre  IV,  mérite- 
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rait  un  examen  spécial,  qui*  ne  sortirait  pas  du  cadre  de 
cet  Ouvrage,  et  que  nous  nous  proposons,  en  effet,  d'en- 
treprendre, dans  la  mesure  doublement  restreinte  de  nos 
lumières  et  de  nos  loisirs  ^  mais  où  nous  n'avons  pu  jus- 
qu'ici entrer  sérieusement.  Nous  nous  bornerons  dès  lors, 
sur  ce  point,  à  montrer  que  notre  tbéorème  sur  les  groupes 
à* éléments  associés  en  nombre  inférieur  au  nombre  nor- 
mal permet  de  construire  à  priori^  et  sans  aucune  notion 
antérieure  sur  les  propriétés  des  courbes  du  troisième 
ordrcy  le  neuvième  point  commun  à  toutes  celles  de  ces 
courbes  qui  passent  par  un  groupe  donné  de  huit  points, 
i).  Soient,  en  effet, 

*         •        • 

1,  2, . .  . ,  6     et    a^  by  Zy 
ou 

Pi.Pa..  .Pe.A.B.Z=:0 

un  groupe  de  neuf  points  associés  suivant  le  module  3,  ou 
tels,  que  toute  courbe  du  troisième  ordre  que  l'on  aura 
menée  par  huit  d'entre  eux,  passe  d'elle-même  par  le  der- 
nier. L'identité  (n*'  128,  p.  i3o) 

(i)  V>,P}+aA*-hpB»H-7Z3  =  o, 

à  laquelle  donnent  lieu  les  distances  de  ces  neuf  points  à 
une  droite  quelconque,  se  dédoublant  dans  les  équations 
tangentielles  équivalentes 

(2)  aA^-f-(3B«-f-7Z^r=o, 

(2')  ^\.P;=:0; 

celles-ci  représenteront  une  seule  et  même  courbe  de  Ta 
troisième  classe  et  du  sixième  degré  :  et  les  six  tangentes 
menées  à  cette  courbe  par  chacune  de  ses  traces  sur  une 
droite  quelconque  (a,  £,  z\  ^i,...,  p^)  feront  six  tan- 
gentes d'une  même  conique,  laquelle  sera  définie  par  l'une 
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point  3,  on  trouvera  de  même  que  le  point  cherché  z  ap^ 
partient  à  une  seconde  conique  déterminée ^  circonscrite 

•     •    •   » 

au  quadrangle  a&13.  Le  problème  est  donc  résolu  et  le 
neuvième  point  z  est  fourni  par  le  quatrième  point  de 
rencontre  de  deux  coniques  déterminées  auxquelles  leur 
définition  même  assigne  trois  points  communs. 

M.  Salmon  indique,  d'après  le  D'  Hart,  une  construc- 
tion toute  semblable,  fondée  sur  des  considérations  toutes 
différentes  [Higher  Plane  Cun^es,  p.  i68,  n^  180). 


FIN. 
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Page  38,  7^  ligne  à  partir  du  haut  :  au  lieu  de  la  tangente  (</,&, c),  lire 
la  tangente  (Oi»^it<^i)* 

Page  i85,  aux  deux  dernières  lignes,  au  lieu  de  parallèles  aux  côtés  op- 
posés 3,  4,  lire  parallèles  aux  côtés  réciproquement  opposés  4,  3. 

Pages  461-4^^  •  ^^  passage  qui  s'étend  des  cinq  dernières  lignes  de  la 
page  461,  aux  quinze  premières  de  la  page  462,  contient  quelques  inadver- 
tances, et  doit  être  rétabli  de  cette  manière  : 

«  Effectivement,  si  Ton  a  égard  aux  cinq  couples  de  points  conjugués  qu 
résultent  des  données  de  la  question, 

A.B,     B.C,     C.A;     M.M',     N.N'; 

et  que,  prenant  sur  la  droite  donnée  xjr  un  premier  point  quelconque  ^, 
on  détermine,  par  la  construction  corrélative  de  celle  du  n^  SgS,  chacun 
des  points  >7,  >}'  définis  par  les  identités  tangentielles 

(i')  AB-hBC-i-CA-i-MM'^li, 

(2').  AB-t-BC-+-CAH-NN'  =  ^V: 

la  droite  1717'  représentera  la  polaire  du  point  l  par  rapport  à  la  conique 
considérée,  et  sa  trace  17,  sur  la  droite  donnée  fournira  un  premier  segment 
I17,  harmoniquement  conjugué  aux  deux  points  cherchés  x  &ijr,  La  même 
construction,  répétée,  en  fournirait  un  second;  et  Von  aurait  ainsi  deux 
segments  rectilignes  ^vt^f  V'n\  harmoniquement  conjugués,  Tun  et  Vautre 
au  segment  formé  des  deux  points  que  Von  cherche.  Donc,  etc.  ». 
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